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Jeder  Fachmann  kennt,  abgesehen  von  den  MQhen,  welche  mit 
einer  langjährigen,  unverdrossen  fortgesetzten  geistigen  Arbeit  ver- 
banden sind,  die  nicht  geringen  Schwierigkeiten,  welche  sich,  bei  dem 
derzeitigen  Stande  der  mathematisch-geometrischen  Wissenschaften,  der 
Verfassung  eines  den  jetzigen  Anforderungen  entsprechenden  Werkes 
über  ^^darstellende  Geometrie^  entgegenstellen  und  namentlich 
dann  häufen,  wenn  das  Streben  vorliegt,  dem  praktischen  Gonstructeur 
sowohl,  als  auch  dem  Theoretiker,  dem  Freunde  dieser  rasch  aufblühenden 
Wissenschaft,  nach  bester  Überzeugung  Rechnung  zu  tragen. 

Wenn  ich  es  trotzdem  wagte,  an  die  Bearbeitung  eines  solchen 
Werkes  zu  gehen  und  jeden  mir  gebotenen  freien  Augenblick  benützte, 
um  das  Wollen  zur  That  werden  zu  lassen,  so  erkenne  ich  —  am 
Schlosse  der  Verfassung  des  Manuscriptes  angelangt  —  das  Vermessene 
meines  Unternehmens  und  doch  drängt  es  mich,  in  der  Hoffnung  an- 
deren zu  nützen  und  durch  meine  Arbeit  andere  Denker  zum  Weiter- 
bau anzuregen,  mein  Werk  —  wenn  auch  nicht  ohne  Bangen  —  dem 
gerechten  Bichterstuhl  der  Öffentlichkeit  mit  der  Bitte  zu 
übergeben,  auch  diese  geistige  Arbeit,  so  wie  meine  bisherigen  Schöpfun- 
gen, einer  wohlwollenden  Durchsicht  und  Aufnahme  zu  würdigen. 

Indem  ich  somit  den  ersten  Theil  (I.  Band)  meiner  „dar- 
stallenden und  projectiven  Geometrie"  den  hochgeehrten  Fach- 
genossen und  Freunden  dieser  Wissenschaft  übergebe,  sei 
es  mir  an  dieser  Stelle  noch  gestattet,  in  aller  Kürze  die  Gründe  aus- 
einanderzusetzen, welche  mich  zur  Herausgabe  dieses  obwohl  umfang- 
reichen, so  doch  sehr  gekürzten  Werkes  veranlassten,  und  das  Ziel  zu 
kennzeichnen^  welches  mir  bezüglich  Form  und  Inhalt  bei  der  Gon- 
ception  desselben  unaufhörlich  vorschwebte. 

Die  darstellende  Geometrie  ist  aus  dem  Bahmen  der 
bloßen  9)Zeichenkunsttf  längst  herausgetreten;  sie  hat  die  Fesseln, 
welche  ihr  rein  technisch-praktische  Bedürfnisse  anlegten,  längst  ab- 
gestreift, sie  hat  eine  selbstständige,   wissenschaftliche  und 
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streng  systematische  Durchbildung  erfahren^  durch  welche  sie 
sich  den  übrigen  Zweigen  der  mathematischen  Wissenschaften  eben- 
bürtig zur  Seite  stellt.  Als  Beleg  für  die  Richtigkeit  dieser  Be- 
hauptung dürfte  die  bloße  Anführung  des  Yorzfiglichen  Werkes 
7)Fiedler's  darstellende  Geometrie«  genügen. 

Der  angedeutete  Aufschwung  und  die  rasche  Entwickelung  dieser 
Wissenschaft  z&hlt  von  dem  Zeitpunkte  an,  in  welchem  die  »dar- 
stellende Geometrie«  aufhörte,  sich  mit  der  bloßen  Herstellung 
der  »Bilder«  räumlicher  Objecto  zu  beschäftigen,  datiert  von  dem 
Zeitpunkte  hör,  in  welchem  sie  begann,  Betrachtungen  über  den  Zu- 
sammenhang dieser  Abbildungen  mit  den  entsprechenden  Originalen 
und  die  specifische  Natur  dieses  Zusammenhanges  in  ihr  Bereich  ein- 
zubeziehen. 

Berücksichtigt  man,  dass  jede  graphische  Darstellung  eines  räum- 
lichen Gebildes  successive  entsteht  —  also  »erzeugt«  wird,  wodurch 
Bückschlüsse  auf  die  Entstehung  oder  Erzeugung  des  dargestellten 
Gebildes  selbst  zulässig  werden  —  so  wird  man  es  weiters  auch  be- 
greiflich finden,  dass  die  nd  a  r  s  t  e  1 1  e  n  d  e  Geometrie«  die  Quelle 
und  den  natürlichen  Ausgangspunkt  für  jene  Methode  geo- 
metrischer Forschung  bildet,  welche  unter  dem  Namen  »neuere  Geo- 
metrie«, »Geometrie  der  Lage«  oder  »höhere  Geometrie«  bekannt  ist. 

Außerdem  aber,  dass  die  »darstellende  Geometrie«  ver- 
mittelst der  ihr  eigenthümlichen  Methoden  (auf  dem  Wege  der 
Abbildung)  Eigenschaften  räumlicher  Gebilde  zu  entwickeln,  also  posi- 
tive Resultate  zu  liefern  vermag,  erfüllt  dieselbe  noch  eine  zweite 
bedeutungsvolle  Aufgabe.  Fortgesetztes  Studium  räumlicher  Gebilde^ an 
der  Hand  graphischer  Hilfsmittel  ist  nämlich  der  sicherste  W^  zur 
wissenschaftlichen  Durchbildung  der  Raumanschauung  oder  des  Yor- 
stellungsvermOgens.  Hiedurch  erscheint  die  darstellende  Geometrie 
gleichzeitig  als  das  wertvollste  Yorbildungsmittel  für  das  Studium 
der  modernen  geometrischen  Theorien,  namentlich  der  projectivischen 
Eigenschaften  algebraischer  Curven  und  Flächen,  und  ist  die- 
selbe in  dieser  Richtung  ungleich  ergiebiger  und  wertvoller  als  die 
Analysis. 

Das  vorliegende  Werk  »Darstellende  und  projective  Geometrie« 
in  seiner  Gesammtheit  ist  unter  anderem  auch  dem  Strebendes 
YertasserS;  »den  Jünger  der  Wissenschaft  auf  dem  Wege  der  dar- 
stellenden Geometrie  in  die  höheren  geometrischen    Theorien 
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allmählich  einzuführen«,  entsprungen.  Dieses  Vorhaben  zur  Richtschnur 
genommen  t  fühlte  ich  mich  gleichzeitig  verpflichtet,  aus  dem  Qebiete 
der  letzteren  das  Wichtigste  und  das  für  ein  weiter  eingehendes  Studium 
Nothwendigste  in  leicht  fasslicher  Weise  hier  anzuschließen. 

Das  vorliegende  Buch  umfasst  demgemäß,  außer  dem  ge- 
sammten  Gebiete  der  darstellenden  Geometrie,  die  Theorie 
der  algebraischen  Curven,  Flächen  und  ihrer  Systeme. 

Die  Form  ist,  dem  Wesen  der  darstellenden  und  projectiven 
Geometrie  entsprechend,  möglichst  rein  synthetisch. 

Da  der  Inhalt  des  Gesammtwerkes  die  Grenzen  desjenigen,  was 
im  allgemeinen  an  Hochschulen  zum  Vortrag  gelangen  kann,  über- 
steigt, das  Buch  aber  nicht  nur  als  Leitfaden  für  Vorlesungen  dienen 
soll,  sondern  auch  das  Selbststudium  zu  fOrdern  bestimmt  ist,  so  hat 
der  Verfasser  fast  durchgehends  eine  etwas  breiter  angelegte  Ausdrucks* 
weise  —  dem  mündlichen  Vortrag  sich  nähernd  —  gewählt ,  von  dem 
Grandsatze  ausgehend»  dass  bezüglich  der  Deutlichkeit  ein  nzu  viel« 
dem   jizn  wenig«  vorzuziehen  sei. 

Was  den  vorliegenden  ersten  Theil  des  Werkes  betrifft,  so 
ist  derselbe  ausschließlich  der  Methodik  der  darstellenden  Geo- 
metrie gewidmet,  umfasst  demgemäß  eine  möglichst  eingehende  Dar- 
legung sänmitlicher  graphischer  Methoden,  welche  der  ^^darstellenden 
Geometrie^  bis  zum  gegenwärtigen  Zeitpunkte  zu  Gebote  stehen. 

Gegenüber  den  meisten  bisherigen  Lehrbüchern  der  darstellenden 
Geometrie,  in  welchen  der  einen  oder  der  anderen  Projectionsart  ein 
besonderer  Vorzug  eingeräumt  wird,  hat  sich  der  Verfasser  die  Aufgabe 
gestellt,  sämmtliche  von  einander  verschiedene  Projectionsmethoden  in 
selbstständiger  und,  so  weit  als  es  für  das  richtige  Verständnis  noth- 
wendig  erscheint,  eingehender  Weise  zu  entwickeln.  Der  Grund  hiefür 
ist  ein  zweifacher»  Einerseits  beabsichtigt  der  Verfasser  die  geehrten 
Leser  des  Buches  mit  den  constructiven  Vortheilen,  welche  die  ver- 
schiedenen Methoden  für  gewisse  Gruppen  von  Darstellungen  und  Unter- 
suchungen, für  die  LösuDg  und  Durchführung  gestellter  Probleme  bieten, 
so  weit  vertraut  zu  machen,  dass  denselben  in  jedem  concreten  Falle 
die  Entscheidung  über  die  am  zweckmäßigsten  zu  wählende  Dar- 
stellungsart keinerlei  Schwierigkeit  bereiten  kann.  Diesem  Zwecke 
dienen  auch  die  zahlreichen,  den  theoretischen  Betrachtungen  beige- 
fügten und  gleichzeitig,  im  allgemeinen,  bis  in  das  kleinste  Detail 
graphisch  durchgeführten  Aufgaben. 
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Andererseits  tritt,  dem  Zwecke  des  ganzen  Werkes  entsprechend, 
durch  die  wiederholte  Qegenüberstellnng  der  projectiyischen  und 
metrischen  Beziehungen  der  charakteristische  Gegensatz  derselben  immer 
schärfer  hervor.  Der  Leser  gewöhnt  sich  successive  daran,  die  projec- 
tivische  Darstellung  eines  Baumgebildes  nicht  bloß  als  solches  allein, 
sondern  als  ein  ^geometrisch  verwandtes  Gebilde«  zn  be* 
trachten. 

Diese  geometrische  Verwandtschaft  zwischen  Original  und  Bild 
ist  im  vorliegenden  Werke  an  zahlreichen  Stellen  G^enstand  er- 
schöpfender Betrachtungen  und  bildet  —  was  man  übrigens  schön 
lange  als  zweckmäßig  und  natürlich  gefunden  hat  —  die  Einleitung 
in  die  Geometrie  der  Lage  oder  die  projectivische  Geometrie. 

Das  Gapitel,  welches  der  letzteren  gewidmet  ist,  schließt  sich, 
mit  der  perspectivischen  Collineation  beginnend,  der  Gentralprojection 
unmittelbar  an,  und  gelangen  darin  die  wichtigsten  und  interessan- 
testen Lehren  über  projectivische  Grundgebilde  und  über  Kegelschnitte 
in   steter  Verbindung   mit   Constructionsaufgaben ,   zur  Besprechung. 

Gleichzeitig  erlaube  ich  mir  zu  bemerken,  dass  ich  es  aus  didak- 
tischen Bücksichten  vorgezogen  habe,  die  Kegelschnitte,  in  der 
Weise  wie  Foncelet,  als  Kreisbilder  und  nicht  unmittelbar  als  Er- 
zeugnisse projectivischer  Grundgebilde  erster  Stufe  zu  betrachten. 

Der  letztangeführte  abstractere  Weg  erschien  mir  für  den  Stu- 
dierenden der  darstellenden  Geometrie  weniger  geeignet,  als  der  von 
mir  eingeschlagene,  da  der  erstere  sich  ohneweiters  an  das  bereits  Be- 
kannte anschließt,  und  nicht  in  all  zu  unvermittelter  Art  ein  neues 
Gebiet  eröffnet. 

Ebenso  habe  ich  aus  Gründen  der  leichteren  Fasslichkeit  von  der 
v.  Staudt'schen  Begründung  der  projecti vischen  Fundamentallehren 
—  die  ich  allerdings  für  die  strengere  und  wissenschaftlichere  halte  *— 
Umgang  genommen  und  habe  als  Ersatz  dafür  die  Entwickelung  der 
Elemente  mit  Zugrundelegung  der  »Doppelverhältnisse«  nach 
Steiner's  Methode  vollzogen. 

Nachdem  jedoch  die  bloß  an  und  für  sich  hingestellten  Lehren 
der  projectiviBchen  Geometrie  nicht  genügen,  der  Erfolg  vielmehr  erst 
dann  ein  vollständiger  ist,  sobald  dieselben  in  organische  Verbindung 
mit  den  übrigen  Lehren  der  darstellenden  Geometrie  treten,  so  hielt 
ich  es  für  zweckmäßig,  jede  sich  mir  darbietende  Gelegenheit  zu  einer 
'derartigen  Verbindung  zu  benützen,   und   dürften  sich  in  dem  vor- 
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liegenden  Bache  nur  wenige  Stellen  finden,  wo  nicht  der  eine  oder 
der  andere  Satz  aus  der  Geometrie  der  Lage  zur  entsprechenden  Ver- 
wendung gelangt. 

An  die  projectivische  Geometrie  schließen  sich  die  übrigen  Pro- 
jedäonsarten  an.  Was  die  sogenannte  nfreie«  klinographische  Pro- 
jection  betrifft,  so  habe  ich  von  jener  Methode  Gebrauch  gemacht, 
welche  ich  bereits  im  Jahre  1877  in  den  Berichten  der  kais.  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Wien  veröffentlichte,  und  welcher  ich  deshalb  Yor 
allen  anderen  ähnlichen  Methoden  den  Vorzug  einräumte,  weil  sich  die- 
selbe auf  ganz  ungezwungene  und  natürliche  Weise  aus  der  Gentral- 
projection  vermittelst  der  Baumcollineation  —  wie  dies  auch  bei  Be- 
sprechung der  letzteren  zur  Genüge  dargethan  wird  —  ableiten  lässt. 

Was  die  Transformation  der  Projectionen  anbelangt,  so  lege  ich 
denselben  nicht  jene  hohe  Bedeutung  bei,  welche  diesen,  namentlich 
von  frakizösischen  Geometern,  zugesprochen  wird;  ich  betrachte  die 
Transformation  der  Projectionen  vielmehr  nur  als  Mittel  zur  Verein- 
fachung graphischer  Operationen.  In  dieser  Hinsicht  sind  dieselben  ein 
nützliches  Bildnngsmittel  und  beurkundet  der,  welcher  sicher  zu  trans- 
formieren versteht,  eine  nicht  unbedeutende  constructive  Gewandtheit. 

Möglich  ist  es  jedoch,  dass  die  Transformation  der  Projectionen, 
infolge  der  dabei  auftretenden  geometrischen  Verwandtschaften,  in  der 
Zukunft,  wenn  ihnen  die  Geometrie  der  Lage  als  Basis  gegeben  wird, 
eine  wichtige  Bolle  spielen  werden. 

Den  Schluss  des  ersten  Theiles  bildet  jener  Abschnitt,  welcher 
von  den  Gebilden,  die  von  einer  endlichen  Anzahl  ebener  Flächenstücke 
begrenzt  sind,  handelt.  Da  hiebei  bloß  mehr  oder  minder  einfache, 
ganz  elementare  Constructionen  zur  Verwendung  gelangen,  glaube  ich 
durch  die  wenigen  daselbst  besprochenen  Beispiele  mit  Bücksicht  auf 
die  in  den  verschiedenen  Projectionsarten  durchgeführten  allgemeinen 
Aufgaben  auch  auf  diesem  Gebiete  genug  gethan  zu  haben. 

Im  Anhauge  entwickle  ich  in  gedrängter  Kürze  die  allgemeinen 
Gesichtspunkte,  welche  für  die  Darstellung  technischer  Objecto  rück- 
sichtUch  des  Zweckes,  dem  letztere  zu  dienen  haben,  maßgebend  sind. 
Auf  nähere  Ausführungen,  resp.  wirkliche  Constructionen  glaubte  ich 
verzichten  zu  sollen,  da  diese,  selbst  dem  Anfänger,  der  sich  mit  den 
vorfaerbesprochenen  Elementen  und  Methoden  in  verständnisvoller 
Weise  vertraut  gemacht  hat,  auch  nicht  die  mindesten  Schwierigkeiten 
bieten  können. 
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Die  weiteren  Bände  dürften  in  mögliebst  kürzester  Zeit  folgen, 
^a  das  Mannscript  bereits  vollendet  vorliegt  und  der  bocbachtbare 
Verleger  dieses  Werkes  mit  der  Fortsetzung  des  Druckes  demnäcbst 
beginnt  und  denselben  kräftigst  zu  fordern  bemüht  sein  wird. 

Mit  besonderem  Danke  muss  an  dieser  Stelle  auch  der  aner- 
kennenswerten Bereitwilligkeit  des  Herrn  Verlegers  Carl  Gerolds  Sohn 
gedacht  werden,  mit  welcher  derselbe  allen  berechtigten  Wünschen  des 
Verfassers  nachkam  und  sowohl  für  eine  entsprechende  Ausstattung 
des  Textes  als  auch,  durch  Verwendung  der  lithographischen  Anstalt 
Hermann  Springer  in  Leipzig,  fQr  die  Anfertigung  und  nette  Herstellung 
der  Figurentafeln  bestens  Sorge  trug. 

Die  Correcturen  wurden  von  mir  mit  großer  Sorgfalt  durchgeführt 
und  fühle  ich  mich  verpflichtet,  der  Buchdruckerei,  sowie  auch  dem  Herrn 
H*  Springer,  welcher  sich,  bei  der  Schwierigkeit,  die  sich  der  litho- 
graphischen Anfertigung  und  correcten  Durchführung  geometrischer  Con- 
structionen  entgegenstellen,  den  wiederholt  nothwendigen  Verbesserungen 
der  lithographischen  Abdrücke  bereitwilligst  unterwarf  und  in  un- 
eigennützigster Weise  bemüht  war,  die  Tafeln  den  Originalen  getreu 
nachzubilden,  meinen  Dank  auszusprechen. 

Sollte  sich  trotz  der  sorgfältigen  Durchsicht  noch  hie  und  da  ein 
Druckfehler  eingeschlichen  haben,  so  dürfte  es  bloß  dem  (Jmstande 
zuzuschreiben  sein,  dass  die  Correcturen  des  Textes  und  der  Tafeln 
nie  gleichzeitig  vorlagen. 

Ich  schließe  diese  Vorrede  mit  dem  lebhaften  Wunsche,  dass  das 
vorliegende  Werk  ebenso  nachsichtsvoll  und  beiiUllig  wie  meine 
früheren  Werke  beurtheilt  und  aufgenommen,  und  durch  dessen  Er- 
scheinen der  beabsichtigte  Zweck  und  Nutzen  erreicht  und  herbeige- 
führt werden  möge. 

Der  schönste  Lohn  für  meine  Mühe  und  Arbeit  wird  der  sein, 
wenn  es  mir  gelingen  sollte,  durch  meine  geistige  Thätigkeit  auch  den 
neueren  geometrischen  Forschungen  und  Methoden  unter  den  Jüngern 
der  Wissenschaft  einen  freundlichen  Eingang  verschafft  und  eine 
größere  Verbreitung  gegeben  zu  haben. 

Brunn,  den  24.  October  1882. 

Der  Verfasser. 
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EINLEITUNG. 


„Darstellende  Geometrie"  ist  jene  Wissenschaft,  welche  sich 
damit  beschäftigt,  gedachte  oder  wirklich  vorhandene  räumliche  Gebilde 
durch  andere  räumliche  Gebilde  oder  aber  auch  durch  Gebilde  auf  einer 
vorgegebenen  Oberfläche  derart  zu  ersetzen,  dass  diese  y,abgeleiteten 
Gebilde^  nicht  nur  Qber  die  Größe,  Form  und  Lage  der  ursprflnglichen 
Gebilde  die  genaueste  und  sicherste  AufkläruDg  bieten,  sondern,  dass 
auch  aus  den  Eigenschaften  der  abgeleiteten  Gebilde  Bückschlüsse  auf 
jene  der  ursprünglichen  Baumgebilde  ermöglicht  und  deren  gegenseitige 
Beziehungen,  sowie  deren  Eigenschaften  aufgefunden  und  festgestellt 
werden  können. 

In  ersterer  Beziehung,  d.i.  was  die  „Darstellung  räumlicher  Gebilde" 
anbelangt,  erscheint  somit  die  „darstellende  Geometrie"  gleichsam  als 
„Modellier-  und  Zeichenkunst"  im  allgemeinen  Sinne  des  Wortes;  was 
aber  ihre  zweite  und  wesentliche  Aufgabe  „die  Untersuchungder 
Eigenschaften  räumlicher  Gebilde"  auf  dem  Wege  einer  ihr 
allein  eigenthümlichen  Methode  —  der  Darstellung  —  betrifft,  nimmt 
sie  als  mathematisch-constructiye  Wissenschaft  mit  derselben  Berech- 
tigung wie  die  Mathematik  ihren  Ehrenplatz  als  exacte  Wissenschaft, 
in  des  Wortes  vollster  Bedeutung  ein  und  ist  auch  als  solche  einer 
streng  systematischen  und  selbständigen  Durchbildung  fähig. 

Das  vorher  als  „ursprüngliches"  oder  auch  als  „darzustellen- 
des" Gebilde  bezeichnete  räumliche  Gebilde  pflegt  man  gewöhnlich  das 
„Original"  zu  heißen,  während  das  aus  demselben,  im  Sinne  der 
darstellenden  Geometrie,  abgeleitete  Gebilde,  dessen  „Darstellung", 
dessen  „Abbildung",  „Abbild",  „Bild"  oder  endlich  auch  dessen 
„Projection"  genannt  wird.  Die  Bezeichnung  „Projection"  ist  jedoch 
in  der  Regel  nur  für  gewisse  Abbildungen  besonderer  Art  gebräuchlich. 

Ist  die  „Abbildung"  eines  räumlichen  Gebildes  selbst  wieder  ein 
räumliches  Gebilde,  so  pflegt  man  dasselbe  ein  „räumliches  Ab- 
bild" oder  ein  „Modell"  des  Originales  zu  nennen;    ist  jedoch  das 
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Bild  ein  zweidimensionales,  liegt  es  also  seiner  ganzen  Aus- 
dehnung nach  auf  einer  vorgegebenen  Fläche,  insbesondere  in  einer 
Ebene,  so  wird  dasselbe  ein  „graphisches  Bild"  oder  ein  „Bild" 
im  engeren  Sinne  des  Wortes  genannt. 

Die  erwähnte  Fläche  oder  speciell  die  Ebene,  auf  welcher  die 
Darstellung  bewerkstelligt  wird,  heißt  sodann  die  „Bildfläche",  die 
„Projectionsfläche"  oder  speciell  die  „Bild-  oder  Projectionsebene". 

Eine  jede  Abbildung  muss,  sofern  sie  den  in  der  oben  angeführten 
Definition  gestellten  Forderungen  genügeleisten  soll,  mit  dem  Originale 
in  einem  bestimmten  gesetzmäßigen  Zusammenhange  stehen. 

Das  Gesetz,  nach  welchem  das  „Abbild"  irgend  eines  Originales 
ermöglicht  wird,  heißt  das  „Abbildungsgesetz". 

Alle  wie  immer  gearteten  Abbildungsgesetze  haben  ein  gemein- 
schaftliches allgemein  giltiges  Merkmal,  welches  wir  durch  nachstehende 
einfache  Überlegung  kennzeichnen  wollen. 

Ein  jedes  Gesetz  ist  eine  logische  Verknüpfung  von  Ursache  und 
Wirkung  oder  von  Ursprünglichem  und  Abgeleitetem  von  solcher 
Beschaifenheit,  dass  untereinander  gleichen  Ursachen  im  allgemeinen 
stets  imtereinander  gleiche  Wirkungen  entsprechen,  oder  dass  gleich- 
artigem Ursprünglichen  stets  auch  gleichartiges  Abgeleitete  entspricht. 

Bringen  wir  das  eben  Gesagte  mit  dem  vorerwähnten  „Abbil- 
dungsgesetze" in  Verbindung,  so  werden  wir  finden,  dass  die  dies- 
bezügliche Bedeutung  keine  andere  sei,  als  dass  die  „Abbilder  gleich- 
artiger Theile"  des  abzubildenden  Originales  wieder  untereinander 
gleichartig  erscheinen  müssen.  So  werden  beispielsweise,  da  sich 
sämmtliche  geometrische  Gebilde  als  aus  Punkten  zusammengesetzt 
denken  lassen ,  die  Bilder  sämmtlicher  Punkte,  welche  nach  einem  und 
demselben  Gesetze  abgebildet  werden,  wenn  auch  nicht  absolut  wieder 
Punkte,  so  doch  andere  ebenfalls  untereinander  gleichartige  Gebilde, 
etwa  gerade  Linien  oder  Curven  einer  und  derselben  Gattung  etc. 
sein  müssen. 

Von  dieser  allgemeinen  Regel  gibt  es  allerdings  einzelne  Aus- 
nahmen, wobei  aber  gewisse  anderweitige  Umstände,  wie  allenfalls 
besondere  Lagenverhältnisse  u.  dgl.  die  maßgebende  BoUe  spielen. 

Als  oberstes  gemeinsames  Princip  aller  wie  immer  gearteten 
Abbildungsgesetze  gilt  daher: 

„Die  Abbildungen  untereinander  gleichartiger  Elemente  eines 
Crebüdes  sind  im  allgemeinen  wieder  untereinander  gleichartig.*^ 

Aus  der  Gesetzmäßigkeit  irgend  einer  Abbildungsmethode  folgt 
aber  weiters  noch  eine  bestimmte  Beziehung  zwischen  den  einzelnen 
Elementen  des  Originales  und  den  ihnen  entsprechenden  Abbildungen. 


Die  Natur  dieser  gegenseitigen   Beziehung   wollen   wir   hier   in  aller 
Kürze  näher  erörtern. 

Ist  r  ein  beliebiges  Original  und  y  dessen  nach  irgend  einem 
Oesetze  erfolgte  AbMldung,  so  können  wir  uns  das  Original  F  stets 
in  Punkte  P. . .  aufgelöst  denken.  Die  Abbildungen  dieser  einzelnen 
Punkte  P ...  werden  ini  allgemeinen  auf  Grund  des  vorher  aus- 
gesprochenen Principes  gewisse  untereinander  gleichartige  geome- 
trische Gebilde  p...  sein.  Ob  aber  jp...  wieder  Punkte,  oder 
Geraden,  Curven  oder  sonstige  Gebilde  sein  werden,  wird  lediglich 
von  der  Natur  des  Abbildungsgesetzes  abhängen. 

Um  die  ^Abbildung"  p  eines  Punktes  P  zu  erhalten,  wird  stets 
eine  gewisse  geometrische  Operation,  welche,  nebenbei  bemerkt,  den 
wesentlichen  Inhalt  des  Abbildungsgesetzes  ausmacht;  zu  vollziehen 
sein,  als  deren  beide  Endglieder  wieder  P  und  p  erscheinen  müssen. 
Die  nämliche  Operation  dient  ebenso ;  jedoch  in  umgekehrter  Folge, 
zur  Herleitung  eines  Originalpunktes  P  aus  der  ihm  entsprechenden 
Abbildung  p. 

Aus  dieser  einfachen  Betrachtung  folgt  unmittelbar,  dass  sich 
die  zu  verschiedenen  Punkten  P. . .  gehörende  Abbildungsoperation,  also 
anch  die  Resultate  derselben,  d.  h.  die  Abbildungen  p...  dieser  Punkte^ 
im  allgemeinen  durch  ihre  Lage  von  einander  unterscheiden  müssen 
and  umgekehrt,  oder  kurz,  dass  nicht  irgend  einem  P  ein  jedes  be- 
liebige p  und  umgekehrt,  entsprechen  könne. 

Durch  diese  Auseinandersetzungen  ist  aber  keineswegs  gesagt, 
dass  einem  jeden  P  nur  ein  einziges  p  und  jedem  einzelnen  p  nur  ein 
einziges  P  entspreche;  es  wird  vielmehr  im  allgemeinen  Abbildungs- 
falle die  Beziehung  eine  derartige  sein,  dass  einem  Punkte  P  eine 
bestimmte  Anzahl  —-  m  —  von  Individuen  p^  und  umgekehrt  einer  Ab- 
bildung p  eine  bestimmte  Anzahl  —  n  —  von  Originalpunkten  ent- 
sprechen. In  diesem  Falle  nennt  man  die  ^^Abbildungsbeziehung 
oder  Abbildungsverwandtschaft  eine  m-n-deutige".  Es 
kann  selbstverständlich  auch  der  mögliche  Fall  eintreten ,  dass  m  oder 
n  unendlich  groß  wird,  ohne  dass  hiedurch  gleichzeitig  ein  Aufhören 
der  Gesetzmäßigkeit  der  Abbildung  bedingt  würde. 

Aus  einer  jeden  beliebigen  w-n- deutigen  Abbildungsverwandt- 
schaft wird  man  eine  gewisse  Anzahl  von  Eigenschaften  der  abgebil- 
deten Originalgebilde  ableiten  können. 

Haben  jedoch  die  Abbildungen  der  Originale  den  früher  aus- 
gesprochenen Anforderungen,  ^dass  aus  denselben  4^^  Form,  Größe 
und  Lage  des  betreffenden  Originales  direct  oder  doch  vermittelst 
einfacher  geometrischer  Gonstructionen  gefunden  werden  sollen"^  zu  ent- 


sprechen,  so  ist  einleuchtend,  dass  nicht  jedes  beliebige  Abbildungs- 
gesetz in  gleich  vortheilhafter  Weise  diese  Aufgabe  erfflUen  wird. 

Um  ein  Abbildungsgesetz  festzustellen^  welches  die  vorgenannten 
Vortheile  bietet,  dürfte  es  zwecknoiäßig  erscheinen,  zunächst  jene  Eigen- 
schaften anzuführen,  welche  den  einzelnen  Abbildungen  unbedingt  zu- 
kommen müssen,  um  all'  den  yorer wähnten  Bedingungen  in  möglichst 
vollkommener  Weise  zu  genügen. 

Soll  aus  der  Abbildung  eines  Originales  die  Form,  GrOße  und 
Lage  des  letzteren  womöglich  direct,  also  ohne  vermittelnde  Gonstruc^ 
tion  entnommen  werden  können,  so  muss  diese  Abbildung  gleichzeitig 
einen  gewissen  Grad  von  „Bildlichkeit^^  oder  „Anschaulichkeit^  besitzen, 
d.  h.  sie  muss  auf  das  Auge  ungefähr  den  nämlichen  Eindruck  hervor- 
bringen, wie  das  Original  selbst. 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  die  Abbildungen  gleich- 
artiger Elemente  des  Originales  nicht  nur  untereinander,  sondern  auch 
mit  den  ersteren  gleichartig  sein  müssen,  dass  somit  die  Abbildungen 
von  Punkten  wieder  Punkte,  jene  von  Geraden  wieder  Gerade  u.  s.  w. 
sein  müssen. 

Dieser  Eigenschaft  wird,  wie  von  selbst  einleuchtend,  am  voll- 
kommensten dadurch  entsprochen  werden,  wenn  man  als  Abbildungs- 
gesetz ein  dem  natürlichen  Sehprocesse  zunächst  liegendes  wählt,  also 
ein  Abbildungsgesetz  annimmt,  welches  jenem  nahe  kömmt,  nach 
welchem  die  Bilder  der  im  Baume  befindlichen  Gegenstände  auf  der 
Netzhaut  des  menschlichen  Auges  entstehen. 

Sollen  ferner  aus  den  Abbildungen  der  Originale  die  Größe,  Form 
und  Lage  der  letzteren  unzweideutig  bestimmt  werden  können,  so 
ist  nothwendig,  dass  die  Abbildungsverwandtschaft  zwischen 
Original  und  Abbildung  eine  gegenseitig  eindeutige  sei. 

Das  eben  kurz  skizzierte  Ziel  wird  durch  diejenigen  Abbildungs- 
methoden erreicht,  welche  wir  in  Folgendem  als  „Centralprojection*^ 
und  als  „Parallelpro  je  et  ion"  bezeichnen  werden. 


Erster  Theil. 


Methodik 


Erster  Abschnitt. 
Oentralproj  ection. 

I.  Capitel. 
Darstellung  des  Punktes,  der  Geraden  und  der  Ebene. 

Allgemeine  Bemerkungen. 

Denken  wir  uns  im  Räume  einen  Punkt  P  (Taf.  I,  Fig.  1).  Um 
diesen  Punkt  central  zu  projicieren,  verbinden  wir  denselben  mit  dem 
ebenfalls  im  Baume  gegebenen  Projectionscentrum  (7,  und  bringen 
den  so  erhaltenen  Projectionsstrahl  CF  mit  der  Bildebene  £  zum 
Schnitte.  Der  Schnittpunkt  Fe  von  B  und  GF  stellt  bereits  die 
centrale  Projection  des  Punktes  F  dar. 

Hieraus  wird  sofort  klar,  dass  bei  gegebenem  Projectionscentrum 
C  die  Projection  Fe  des  Punktes  F  —  vorausgesetzt,  dass  letzterer 
im  Baume  seiner  Lage  nach  bekannt  ist  —  eindeutig,  oder  mit 
anderen  Worten  vollkommen  unzweifelhaft  bestimmt  sei. 

Nachdem  nämlich  die  Punkte  C  und  F  bloß  eine  einzige 
gerade  Verbindungslinie,  d.  h.  einen  einzigen  Projectionsstrahl 
zulassen,  so  ergibt  sich,  als  natürliche  Folge  dieses  TJmstandes,  in  der 
Bildebene  B  auch  bloß  ein  einziger  Punkt  F^  der  Schnittpunkt 
von  CF  mit  B,  welcher  als  die  Projection  des  Punktes  F  für 
das  gegebene  Projectionscentrum  G  betrachtet  werden  kann. 

Hieraus  folgt  also  unmittelbar: 

i.  j^Für  ein  gegebenes  Frojectionscentrum  entspricht  jedem  Funkte 
des  Raumes  nur  ein  einziger  Funkt  der  Bildebene  als  Frojection.^ 

Die  einzige  Ausnahme,  welche  dieser  Satz  erleidet,  tritt  dann 
ein,  wenn  jener  Punkt  F  des  Raumes  mit  dem  Projectionscentrum 
selbst  zusammenfällt. 

Unter  dieser  Voraussetzung  kann  selbstverständlich  jede  durch 
das  Projectionscentrum  gezogene  Gerade  als  Verbindungslinie  des  Pro- 
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jectionscentrums  mit  dem  coincidierenden  Baumpunkte,  d.  h.  als  Pro- 
jectionsstrahl  des  letzteren  und  folglich  auch  jeder  Punkt  der 
Bildebene  als  Centralprojection  dieses  besonderen  Punktes  an- 
gesehen werden. 

Das  eben  Gesagte  gilt  jedoch  nur  dann,  wenn  der  mit  dem  Cen- 
trum zusammenfallende  Punkt  in  keinem  stetigen  Zusammenhange  mit 
anderen  Punkten  steht.  Wenn  beispielsweise  irgend  eine  Baumcurve 
durch  das  Projectionscentrnm  geht,  so  wird,  wie  in  der  Folge  gezeigt 
werden  soll,  der  mit  dem  Centrum  zusammenfallende  Curvenpunkt 
nichtsdestoweniger  eine  vollkommen  bestimmte  Projection  besitzen. 

§.  2. 

Nehmen  wir  hingegen  an,  es  sei  außer  dem  Projectionscentrnm 
C  ein  Punkt  Pc  in  der  Bildebene  B  gegeben. 

Betrachten  wir  Pc  als  die  Centralprojection  irgend  eines  im 
Baume  liegenden  Punktes  P,  so  haben  wir  letzteren  nothwendig  auf 
dem  durch  Pe  gehenden  Projectionsstrahle  PcG  zu  suchen.  Hiebei 
stellt  sich  jedoch  heraus,  dass  kein  bestimmter,  sondern  jeder 
beliebige  Punkt  dieses  Strahles  PcG  seine  Projection  in  Pc  haben 
könne. 

Demnach  der  Definitionssatz: 

2.  „Ein  in  der  Bildebefie  liegender  Punkt  vereinigt  in  sich  die 
Centralprojectionen  sämmtlicher  auf  dem  durch  ihn  gehenden  Projec- 
tionsstrahle liegenden  Punkte.^ 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  durch  die  bloße  Angabe  der  Projeo- 
tion  Pc  von  P,  der  Punkt  P  im  Baume  nicht  hinreichend  bestimmt 
sei,  oder,  um  im  Geiste  der  darstellenden  Geometrie  zu  sprechen,  der 
Punkt  durch  die  bloße  Angabe  seiner  Bildeben-  oder  Bild- 
flächprojection  nicht  unzweifelhaft  oder  nicht  eindeutig  ^dar- 
gestellt" ist. 

§.  3 
Darchstoßpnnkt ,  Fluchtpunkt  einer  Geraden. 

Auf  jedem  Projectionsstrahle  CPc  gibt  es  zwei  besondere  Punkte, 
welche  ausnahmsweise  durch  die  Projection  Pc  vollkommen  bestimmt 
sind.  Der  eine  dieser  Punkte  ist  der  Schnittpunkt  des  Projec- 
tionsstrahles  CPc  mit  der  Bildebene,  welcher  mit  seiner  Pro- 
jection Pc  direct  zusammenfällt. 

Will  man  anzeigen,  dass  der  Punkt  Pc  die  Projection  des  mit 
ihm  zusammenfallenden  Punktes  der  Bildebene  darstelle,   so  wird  es 


offenbar  genügen,  ihn  durch  eine  besondere  Bezeichnung  von  den  an- 
deren Funkten  des  Projectionsstrahles  CPc  zu  unterscheiden.  Wir 
wollen  den  besagten  Funkt  in  dieser  Eigenschaft  constaut  mit  einem 
der  Buchstaben  d,  D,  b,  !£)^  d,  J  bezeichnen. 

Die  Richtigkeit  des  Gesagten  erleidet  selbstverständlich  auch 
dann  keinerlei  Beeinträchtigung,  wenn  der  Funkt,  sobald  er  überhaupt 
in  der  Bildebene  liegt,  allenfalls  irgend  einer  Geraden  im  Baume 
angehört,  welche  die  Bildebene  in  diesem  Funkte  schneidet. 

Dies  berücksichtigend,  kann  man  den  Funkt  Pc  oder  d  als  Schnitt 
einer  Geraden  mit  der  Bildebene  B^  kurz  den  ^Durchschnitts- 
punkt**  oder  „Durchstoßpunkt"  nennen. 

Um  den  zweiten  der  vorerwähnten  besonderen  Funkte  auf  einem 
Projectionsstrahle  näher  zu  kennzeichnen,  denken  wir  uns  wieder  den 
Punkt  Tc  in  der  Bildebene  gegeben. 

Der  durch  diesen  Funkt  gehende  Frojectionsstrahl  ist  als  die 
Verbindungsgerade  desselben  mit  dem  ebenfalls  gegebenen  Frojections- 
centrum  C  vollkommen  bestimmt;  jeder  Funkt  dieses  Strahles  hat  seine 
Centralprojection  in  Tc. 

Unter  all*  diesen  Funkten  befindet  sich  aber  auch  der  unend- 
lich ferne  Funkt  des  Projectionsstrahles  CVc^  welcher  vollständig 
bestimmt  sein  wird,  sobald,  wie  im  vorliegenden  Falle,  der  Frojec- 
tionsstrahl CPc  seiner  Lage  nach  bekannt  ist:  Der  Durchstoßpunkt 
Ve  stellt  demnach  gleichzeitig  auch  die  centrale  Fr ojection  des 
unendlich  fernen  Punktes  des  durch  Vc  gehenden  Projections- 
strahles dar.  Es  ist  somit  klar,  dass  der  genannte  unendlich  ferne 
Punkt,  da  er  auf  dem  durch  P^  gehenden  Projectionsstrahle  GPc  liegt, 
durch  die  Angabe  seiner  Frojection  Pc  allein  schon  hinreichend  be- 
stimmt ist.  Um  Pc  als  die  Frojection  dieses  unendlich  fernen  Punktes, 
von  den  Projectionen  aller  anderen  auf  CPc  liegenden  Punkten  zu 
unterscheiden,  bezeichnen  wir  denselben  mit  einem  der  Buchstaben  /*, 
P,  r,  F,  9>  oder  0,  indem  wir  gleichzeitig  hinzufügen,  dass  man  di^ 
Centralprojection  eines  jeden  unendlich  fernen  Punktes, 
also  auch  den  unendlich  fernen  Punkt  irgend  einer  Geraden,  als  einen 
Fluchtpunkt  oder  Verschwindungspunkt  bezeichnet,  eine  Be- 
nennung, welche  im  Nachstehenden  ihre  Erklärung  finden  wird. 

§.  4. 
Hauptpunkt,  Hauptstrahl,  Distanz,  Distanzkrels. 

Was  den  durch  das  Frojectionscentrum  zur  Bildebene  senkrecht 
gezogenen   Frojectionsstrahl   betrifft,   welcher   die  Bildebene  in  dem 
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Punkte  A  (Taf.  I,  Fig.  1  und  2),  dem  sogenannten  „Hauptpunkte" 
trifft,  so  unterscheidet  sich  derselbe  nicht  wesentlich  von  den  übrigen 
durch  C  gehenden  Projectionsstrahlen,  spielt  aber  dessenungeachtet  in 
der  centralen  Projection  aus  dem  Grunde  eine  hervorragende  Bolle,  als 
er  gleichzeitig  dazu  dient,  die  Lage  des  ProjectionscentrunoLS  gegen  die 
Bildebene  auf  die  einfachste  Weise  zu  fixieren. 

Dies  geschieht  durch  die  Feststellung  des  Hauptpunktes  A  und 
der  Angabe  der  Entfernung  des  Centrums  C  von  diesem  Punkte  A^ 
etwa  in  der  Weise,  dass  man  aus  A  als  Mittelpunkt  mit  einem  Radius, 
welcher  der  Strecke  CA  —  der  „Distanz"  —  gleichkömmt,  in  der 
Bildebene  einen  Kreis  Dk  zeichnet,  welchen  man  den  „Distanz- 
kreis" zu  nennen  pflegt. 

Ist  dieser  Distanzkreis  gegeben,  so  ist  auch  die  Lage  des  Pro* 
jectionscentrums  gegen  die  Bildebene  vollkommen  bestimmt;  denn  das- 
selbe liegt  in  der  Senkrechten,  welche  man  in  dem  Mittelpunkt  A  des 
Distanzkreises  auf  die  Bildebene  zieht,  und  zwar  in  einer  Entfernung 
von  A^  welche  dem  Radius  dieses  Kreises  gleichkommt. 

Der  durch  A  senkrecht  zur  Bildebene  gehende  Projectionsstrahl 
wird  auch,  zum  Unterschiede  von  allen  anderen  durch  C  geführten 
Projectionsstrahlen,  der  „Hauptstrahl**  genannt. 

§.  5. 
Centrale  Projection  nnd  Darstellaiij^  einer  im  Ranme  gegebenen  Geraden. 

Unter  der  Projection  einer  Geraden  versteht  man  den  geometri- 
schen Ort  der  Projectionen  ihrer  sämmtlichen  Punkte.  Besagte  Pro- 
jection ist  offenbar  wieder  eine  Gerade,  welche  sich  als  Schnitt  der 
durch  die  zu  projicierende  Gerade  und  das  Projectionscentrum  gehen- 
den Ebenen  mit  der  Bildebene  ergibt. 

Sei,  um  das  eben  Ausgesprochene  nachzuweisen,  l  (Taf.  I,  Fig.  3) 
die  zu  projicierende  Gerade,  (C,  l)  die  durch  dieselbe  und  das  Projec- 
tionscentrum G  gehende  Ebene,  und  Ic  der  Schnitt  der  letzteren  mit 
der  Bildebene  B. 

Nehmen  wir  in  l  einen  beliebigen  Punkt  P  an,  so  wird  dessen 
Projection  Fe  der  Schnittpunkt  Pc  der  Bildebene  mit  dem  Projections- 
strahle  CF  sein.  Da  aber  andererseits  die  Gerade  CF  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  nach  in  der  Kbene  ((7,  l)  liegt,  so  muss  sie  in  irgend 
einem  Punkte  die  Gerade  Ic  schneiden ,  und  kann  dieser  Schnittpunkt, 
welcher  gleichzeitig  der  Bildebene  und  dem  Projectionsstrahle  CF  an- 
gehört, kein  anderer  als  der  vorgenannte  Punkt  Pc  sein. 

Da  die  Lage  des  Punktes  F  auf  der  Geraden  {  ganz  beliebig 
gewählt  wurde,  und  was  von  diesem  gilt,  auch  von  allen  anderen  Punkten 
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der  Geraden  l  behauptet  werden  kann,  so  folgt  allgemein,  dass  die 
Projectionen  Pc  s&mmtlicher  Punkte  P  der  Geraden  l  in  einer  und 
derselben  Geraden  k  liegen,  welch'  letztere  sich  als  Schnitt  der 
Bildebene  mit  der  durch  die  Gerade  l  und  das  Gentrum  C  gelegten 
Ebene  ergibt.  Die  Projection  einer  Geraden  wird  mithin 
immer  wieder  eine  Gerade  sein. 

Die  Ebene  ((7, 1} ,  welche  durch  das  Centrum  C  und  die  Gerade 
l  gelegt  wird,  nenot  man  die  „central -projicierende  Ebene" 
der  Geraden  l,  wie  überhaupt  eine  jede  durch  das  Projectionsr 
centrum  gehende  Ebene  als  eine  „central-projicierende  Ebene^ 
aufgefasst  werden  kann. 

Ist  die  Gerade  l  ihrer  Lage  nach  vollständig  bekannt,  so  ist  auch 
ihre  centralprojicierende  Ebene  ((7,  l)  und  folglich  auch  die  Central-* 
projection  Ic  [als  Schnitt  der  Ebenen  B  und  (0,1)]  eindeutig 
bestimmt. 

Hieraus  ergibt  sich  der  Satz: 

5.  j^Jeder  Geraden  im  Baume  efitspricht  als  Centralprojection 
eine  einzige  Gerade  in  der  Bildebene,  welche  die  Schnittlinie  der 
letzteren  mit  der  entsprechenden  centralprojicierenden  Ebene  reprä- 
sentiert.^ 

§.  6. 

Was  speciell  jene  Geraden  des  Saumes  betrifft,  welche  gleich- 
zeitig durch  das  Projectionscentrum  gehen,  so  zeigen  dieselben  den 
Charakter  von  Projectionsstrahlen,  d.  h.  die  Projectionen  ihrer  sämmt- 
lichen  Punkte  fallen  in  einen  und  denselben  Punkt  (ihren  Schnitt- 
punkt mit  der  Bildebene)  zusammen,  so,  dass  in  diesem  Falle  die 
Projection  der  Geraden  ein  Punkt  ist. 

Will  man  solche  Geraden  nicht  direct  als  Projectionsstrahlen, 
sondern  als  wirkliche  ßaumgeraden  betrachten,  so  nennt  man  sie  „cen- 
tralprojicierende Geraden^,  namentlich  dann,  wenn  sie  Theile 
geometrischer  Gebilde  vorstellen,  und  hinreichend  verlängert,  nur  zu- 
fällig durch  das  Projectionscentrum  gehen. 

§.  7. 

Setzen  wir  nun  umgekehrt  voraus,  es  sei  eine  Gerade  Ic  in  der 
Bildebene   als  Centralprojection   einer  Geraden  l  im  Räume  gegeben. 

Durch  Ic  ist  nun  allerdings  die  projicierende  Ebene  ((7,  Ic)  der 
Geraden  l  gegeben,  nämlich  jene  Ebene,  welche  durch  das  Centrum  C 
and  die  Projection  Ic  hindurchgeht,  die  Wahl  der  Geraden  l  selbst  in 
dieser  projicierenden  Ebene  ist  aber  gänzlich  freigestellt,   so  dass  die 
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Gerade  h  als  Centralprojection  einer  jeden  in  der  Ebene  (0,  h)  liegen- 
den Geraden  l  betrachtet  werden  kann.    Hiernach  der  Satz: 

4.  ^Ehie  in  der  Bildebene  liegende  Gerade  vereinigt  in  sich  die 
Frojectionen  aller  Geraden^  welche  in  der  durch  dieselbe  bestimmten 
centralprqjicier enden  Ebene  liegen.^ 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  die  räumliche  Lage  einer  Gera- 
den durch  die  alleinige  Angabe  ihrer  Centralprojection 
nicht  hinreichend  bestimmt  ist. 

Hievon    machen   zwei  besondere  oder  charakteristische  Geraden 
in  jeder  centralprojicierenden  Ebene  eine  Ausnahme.  Diese  beiden  Ge- 
raden sind  beziehungsweise  die  Schnittlinie  der  centralprojicierenden 
Ebene  mit  der  Bildebene  und  die  unendlich  ferne   Gerade   der 
centralprojicierenden  Ebene. 

Soll  demnach  die  in  der  Bildebene  liegende  Gerade  Ic  als  die 
Centralprojection  der  mit  ihr  zusammenfallenden  Schnittgeraden  der 
entsprechenden  centralprojicierenden  Ebene  mit  der  Bildebene  be- 
trachtet werden,  so  werden  wir  sie  in  der  Folge,  zum  Unterschiede  von 
den  Frojectionen  aller  anderen  in  der  nämlichen  projicierenden  Ebene 
(C  Ic)  liegenden  Geraden,  und  um  anzuzeigen,  dass  diese  Gerade  in 
der  Bildebene  selbst  liegt,  dadurch  kennzeichnen,  dass  wir  dem  für 
dieselbe  gewählten  beliebigen  Buchstaben,  etwa  {,  g,  A...  den  Fuß- 
index b  beifügea. 

Die  unendlich  ferne  Gerade  einer  centralprojicierenden 
Ebene  ist  durch  die  bloße  Angabe  ihre  Projection  h  voll- 
kommen bestimmt;  denn  es  ist  klar,  dass  durch  Ic  und  C  die  ge- 
nannte centralprojicierende  Ebene  unzweideutig  filiert  ist,  dass  die 
Gerade  h  die  Centralprojectionen  aller  in  dieser  Ebene  (ic,  C)  liegen- 
den Geraden  in  sich  vereinigt,  und  dass  unter  diesen  die  unendlich 
ferne  Gerade  durch  die  Lage  der  Ebene  allein  schon  gegeben  ist. 

Man  unterscheidet  die  Projection  einer  unendlich  fernen  Gera- 
den von  den  Frojectionen  der  übrigen  in  der  nämlichen  Ebene  {h,  C) 
liegenden  Geraden,  indem  man  derselben  einen  willkürlich,  jedoch 
passend  gewählten  Namen,  etwa  l,  g,  k...  beilegt  und  das  hiefflr 
bestimmte  Zeichen  {,  ^,  A...  mit  dem  Index  t;,  f  oder  tp  versieht. 
Eine  derartige  Gerade  pflegt  man,  aus  nachher  zu  erläuternden  Grün- 
den, eine  „Flucht-"  oder  „Verschwindungslinie'*,  eine  „Flucht- 
gerade" oder  auch  eine  „Flucht  trace"  zu  nennen. 

§.  8. 

Wie  bereits  nachgewiesen  wurde,  genügt  zur  Darstellung  einer 
Geraden  im  Baume  die  alleinige  Angabe  ihrer  Centralprojection  nicht; 
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es  müssen  deshalb  noch  weitere  Bestimmungsstücke  für  die  genaue 
und  unzweideutige  Darstellung  und  Fixierung  derselben  aufgesucht 
werden. 

Hiezu  eignen  sich  am  besten  der  Durchschnittspunkt  der 
Geraden  mit  der  Bildebene  und  der  unendlich  fernePunkt 
der  Geraden,  indem  diese  charakteristischen  Punkte  sich  am  leich- 
testen von  allen  anderen  Punkten  der  Geraden  unterscheiden,  und  die 
Centralprojectionen  derselben  sich  auf  eine  höchst  einfache  Weise 
bestimmen  lassen. 

Die  Projectionen  dieser  beiden  Punkte  der  Geraden  liegen  offen- 
bar in  der  Projection  der  Geraden ;  es  wird  sich  daher  die  letztgenannte 
Projection  als  diejenige  Gerade  ergeben,  welche  die  Projectionen  der 
beiden  obbezeichneten  Punkte  verbindet. 

Der  Durchschnittspunkt  der  darzustellenden  Geraden  mit 
der  Bildebene  fällt  offenbar  mit  seiner  Centralprojection  zusammen  und 
wird  in  dieser  Eigenschaft  ^  wie  früher  bereits  angedeutet  wurde,  mit 
einem  der  Buchstaben  d,  D,  ö,  Jy  t>,  "Si. . .,  allenfalls  mit  d  (Taf.  I, 
Fig.  3)  bezeichnet. 

Diesen  ^Schnitt-  oder  Durchstoßpunkt^  der  gegebenen  Ge- 
raden im  Baume  mit  der  Bildebene  pflegt  man  auch  die  ;,Spur^  der 
Geraden  (bezüglich  der  Bildebene)  zu  nennen. 

Was  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Geraden  betrifft, 
so  unterliegt  die  Bestimmung  seiner  Centralprojection  ebenfalls  keiner 
Schwierigkeit.  Um  diesen  Punkt  zu  projicieren,  hat  man  denselben 
mit  dem  Projectionscentrum  C  zu  verbinden,  d.  h.  durch  C  eine 
Parallele  zu  der  gegebenen  Geraden  zu  ziehen  und  den  Schnitt  dieses 
Parallelstrahles  mit  der  Bildebene  zu  bestimmen. 

Dieser  Projectionsstrahl  und  die  darzustellende  Gerade  haben 
nun  denselben  unendlich  fernen  Punkt  gemein.  Die  Central- 
projection desselben  liegt,  wie  gesagt,  im  Schnitte  des  genannten  Pro- 
jectionsstrahles  mit  der  Bildebene  und  wird,  nach  früherer  Überein- 
kunft, mit  einem  der  Buchstaben  v,  F,  /*,  F,  97,  0. . .,  hier  etwa  mit 
V  (Taf.  I,  Fig.  3),  bezeichnet. 

Wir  nannten  im  Vorhergehenden  einen  derartigen  Punkt  den 
„Fluchtpunkt^  oder  „Verschwindungspunkt^  des  durch  ihn 
gehenden  Projectionsstrahles  und  dehnen  diese  Benennung  nunmehr 
auch  auf  die  dargestellte  Gerade  l^  aus,  welche  zu  dem  besagten  Pro- 
jectionsstrahle  parallel  ist,  so  dass  wir  sagen  können: 

5.  j^Eine  beliebige  Gerade  des  Baumes  besitzt  denselben  Flucht- 
punkt^  tvie  der  zu  ihr  parallele  Projectionsstrahl.^ 
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Durch  die  beiden  Punkte  d  und  v,  d.  h.  durch  „Durchstoß- 
punkt'^  und  „Fluchtpunkt"  ist  also  eine  Gerade  des  Baumes 
vollkommen  bestimmt,  wenn  die  Lage  des  Projectionscentrums 
gegen  die  Bildebene  gegeben  ist;  denn  einerseits  ist  ihr  Durchstoß- 
punkt d  mit  der  Bildebene  und  andererseits  ist  die  Richtung  der  Ge- 
raden im  Baume,  da  sie  mit  dem  Projectionsstrahle  (C,  v),  welcher 
ihrem  Fluchtpunkte  entspricht,  parallel  ist,  unzweideutig  festgestellt. 
Der  Projectionsstrahl  (C,  v)  wird  häufig  auch  der  „Fluchtstrahl" 
oder  der  „perspectivische  Bichtungsstrahl"  der  Geraden  dv 
genannt. 

§.9. 

Sind  zwei  oder  mehrere  Geraden  im  Baume  untereinander 
parallel,  so  pflegt  man  auch  zu  sagen,  sie  haben  dieselbe  „Rich- 
tung". Nach  der  Anschauungsweise  der  unendlich  fernen  Punkte 
haben  aber  parallele  Gerade  einen  und  denselben  unendlich  fernen 
Punkt  gemein.  Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Begriffe  „Rich- 
tung" und  „unendlich  ferner  Punkt"  der  Geraden  identisch 
sind.  Im  Folgenden  soll  daher  immer  unter  „Bichtung"  einer  Geraden 
der  unendlich  ferne  Punkt  derselben  verstanden  werden. 

Es  ist  somit  klar,  dass  parallele  Geraden  dieselbe  Bichtung, 
d.  h.  den  nämlichen  unendlich  fernen  Punkt  besitzen.  Hieraus  ergibt 
sich  unmittelbar,  dass  deren  Centralprojectionen  die  Projection  dieses 
unendlich  fernen  Punktes,  d.  h.  den  „Fluchtpunkt"  gemein  haben 
müssen.     Hieraus  folgt  der  Satz: 

6.  „  Die  Centralprojectionen  paralleler  Geraden  haben  denselben 
Flucht punkt."^ 

§.10. 

Das  Gesagte  hätte  man  auch  unmittelbar  aus  der  centralprojecti- 
vischen  Darstellungsweise  einer  Geraden  entnehmen  können,  wenn  man 
berücksichtigt,  dass  einerseits  der  Fluchtpunkt  einer  Geraden  identisch 
ist  mit  dem  Fluchtpunkt  des  zugehörigen  (parallelen)  Projections-  oder 
Fluchtstrahles,  und  dass  andererseits  zu  beliebig  vielen  untereinander 
parallelen  Geraden  durch  einen  Punkt  „das  Projectionscentrum"  nur 
ein  einziger  Fluchtstrahl  gezogen  werden  kann.  Hieraus  ergibt  sich 
von  selbst,  dass  der  Schnittpunkt  des  letzteren  mit  der  Bildebene 
gleichzeitig  auch  den  Fluchtpunkt  all  der  gegebenen,  untereinander 
parallelen  Geraden  darstellt. 

Der  Fluchtpunkt  und  Durchstoßpunkt  einer  centralprojicie- 
renden  Geraden,  d.  h.  einer  Geraden,  welche  durch  das  Projections- 
centrum geht,  wird  selbstverständlich  in  einem  und  demselben  Punkte 
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zusammen  fallen,  was  schon  daraus  hervorgeht,  dass  der  Schnittpunkt 
einer  solchen  Geraden  die  Centralprojectionen  aller  auf  derselben  liegen- 
den Punkte  in  sich  vereinigt. 

Besondere  Lagen  der  Geraden  im  Baume  werden  wir  erst  später 
an  anderer  Stelle  einer  näheren  Betrachtung  unterziehen. 

§.  11. 
Centralprojectlvische  Darstellung  eines  Pnnktes. 

Bei  den  vorausgeschickten  Betrachtungen  hat  sich  herausgestellt, 
dass  die  Centralprojection  eines  im  Räume  gelegenen  Punktes  durch 
letzteren  vollständig  bestimmt  ist,  dass  hingegen  die  bloße  Angabe  der 
Centralprojection  eines  Punktes  die  Lage  des  letzteren  im  Räume  un- 
bestimmt lasse,  indem  derselbe,  wenn  außer  seiner  Centralprojection 
kein  Bestimmungsstück  vorliegt,  welches  seine  räumliche  Lage  genau  zu 
fixieren  geeignet  wäre,  er  auf  dem  entsprechenden  Projectionsstrahle 
noch  ganz  willkürlich  gewählt  werden  kann. 

Es  ist  mithin,  behufs  unzweifelhafter  Feststellung  der  Lage  des 
Punktes  im  Baume  geboten,  noch  ein  zweites  Bestimmungsstück  an-  , 
zugeben. 

Am  einfachsten  kann  dies  in  der  Weise  bewerkstelligt  werden, 
dass  man  sich  durch  den  Punkt  im  Baume  eine  beliebige  Gerade  — 
einen  sogenannten  „Träger"  —  gezogen  denkt  und  dessen  Central- 
projection gleichzeitig  mit  jener  des  darzustellenden  Punktes  bestimmt. 

Selbstverständlich  muss  dann  die  Projection  des  Punktes  (als 
eines  Punktes  auf  dem  Träger)  auf  der  Projection  des  Trägers  liegen. 

Man  kann  jetzt  sehr  leicht  nachweisen,  dass  die  Lage  eines 
Punktes  im  Baume  durch  die  Centralprojection  dieses  Punktes  und  die 
Centralprojection  eines  Trägers  desselben   hinreichend  festgestellt  ist. 

Wäre  also  dv  (Taf.  I,  Fig.  4)  die  Centralprojection  des  Trägers 
und  p  die  Projection  des  gegebenen  Baumpunktes  P,  so  kann  man^ 
vorausgesetzt,  dass  die  Lage  des  Centrums  C  gegen  die  Bildebene 
(durch  den  Distanzkreis  D)  gegeben  sei,  die  Lage  des  Punktes  im 
Baume  folgendermaßen  bestimmen. 

Durch  die  Centralprojection  tl  ist  der  Träger  T  des  Punktes 
P  räumlich  vollkommen  festgestellt.  Man  erhält  bekanntlich  die 
Gerade  T,  wenn  man  durch  d  eine  Parallele  zu  dem  Projectionsstrahle 
(Cv)  zieht.  Der  Punkt  P,  dessen  Centralprojection  p  ist,  liegt  auf  dieser 
Geraden  T  im  Baume  und  ergibt  sich  selbstverständlich  als  Schnitt- 
punkt derselben  mit  dem  Projectionsstrahle  (Cp). 
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Hieraus  folgt  also  der  Satz: 

7,  „Ein  Punkt  im  Raunte  ist  durch  seine  Centralprojection  und 
die  Cetüralprojection  eines  seiner  Träger  vollständig  bestimmt^ 

§.  12. 

Obwohl  erst  in  der  Folge  die  Neigung  einer  Geraden  gegen 
die  Bildebene  Gegenstand  unserer  Betrachtung  sein  wird,  so  kann  doch 
schon  an  dieser  Stelle  bemerkt  werden,  dass  diejenigen  Geraden,  welche 
senkrecht  zur  Bildebene  stehen,  den  Hauptstrahl  {CA)  zum 
gemeinschaftlichen  „Fluchtstrahl^,  somit  den  Hauptpunkt  A 
zum  gemeinschaftlichen  Fluchtpunkt  haben. 

Wählt  man  nun  speciell  als  Träger  eines  Punktes  77  die  durch 
ihn  zur  Bildebene  senkrecht  gezogene  Gerade ,  so  genügt,  da  der 
Fluchtpunkt  derselben  immer  der  Hauptpunkt  A  ist,  offenbar  schon 
die  Angabe  ihres  Durchstoßpunktes  d  (Taf.  I,  Fig.  4)  zu  deren  Bestim- 
mung und  in  Verbindung  mit  der  Centralprojection  %  des  darzustellen- 
den Punktes  77,  auch  zur  vollständigen  Bestimmung  des  letzteren. 

Zieht  man  aber  durch  einen  Punkt  im  Baume  eine  Senkrechte 
zur  Bildebene,  so  nennt  man  den  Durchstoßpunkt  d  derselben  mit  der 
Bildebene  die  „orthogonale^  Projection  dieses  Punktes  auf  die 
Bildebene. 

Dies  berücksichtigend,  kann  das  Ergebnis  der  vorstehenden  Be- 
trachtung in  folgenden  Satz  gekleidet  werden: 

8.  ^Ein  Punkt  im  Räume  ist  durch  Angabe  seiner  Central^ 
projection  und  die  seiner  orthogonalen  Bildebenprojection  vollkommen 
bestimmt.*^ 

§.  13. 
Darstellung;  von  Geraden,  welche  znr  Bildebene  parallel  sind. 

Eine  zur  Bildebene  parallele  Gerade  schneidet  die  Bildebene 
nicht  oder  nach  unserer  Anschauungsweise  in  unendlicher  Entfernung. 
Dasselbe  gilt  von  ihrem  „Fluchtstrahle^. 

Eine  solche  Gerade  besitzt  also  weder  einen  Durchstoßpunkt,  noch 
einen  Fluchtpunkt  in  endlicher  Entfernung.  Um  eine  solche  Gerade 
centralprojectivisch  darzustellen,  muss  demnach  ein  anderer  Weg  ein- 
geschlagen werden. 

Da  der  Durchstoßpunkt  der  zur  Bildebene  parallelen  Geraden 
in  unendlicher  Entfernung  liegt,  folgt  unmittelbar,  dass  die  Centralpro- 
jection der  Geraden  mit  der  letzteren  parallel  ist,  d.  h.  eine  zur 
Bildebene   parallele   Gerade   und   ihre  Centralprojection 
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haben  dieselbe  Sichtung.  Aus  diesem  Grunde  ist  es  hinreichend, 
wenn  man  außer  der  Centralprojection  einer  zur  Bildebene  parallelen 
Geraden  noch  irgend  einen  Funkt  derselben  kennt. 

Ist  demnach  Ic  die  Centralprojection  einer  derartigen  Geraden, 
p  die  Centralprojection  eines  ihrer  Punkte,  dessen  räumliche  Lage 
durch  den  Träger  d  v  (Taf.  I,  Fig.  5)  vollkommen  bestimmt  ist,  so  ist 
hiedurch  auch  die  Lage  der  Geraden  L  im  Baume  unzweideutig  fest- 
gestellt. Denn  erstens  geht  dieselbe  durch  den  Punkt  jp,  welcher  ver- 
mittelst des  Trägers  dv  räumlich  fixiert  ist,  und  zweitens  ist  sie 
parallel  zu  ihrer  Centralprojection  2«.  Es  folgt  demnach  der  Satz: 

9,  yjEine  zur  Bildebene  parallele  Gerade  ist  durch  ihre  cen- 
trale Projection  und  durch  die  Centralprojection  eines  beliebigen 
Trägei'S  irgend  eines  ihrer  Punkte  räumlich  vollkommen  bestimmt.^ 

§.  14. 
Centralprojectivische  Darstellung  einer  Ebene.  ^) 

Eine  Ebene  kann  begreiflicher  Weise  nicht  durch  ihre  „Projec- 
tion" dargestellt  werden,  da  die  Projectionen  ihrer  sämmtlichen  Punkte 
die  ganze  Bildebene  ausfüllen  wurden. 

Es  bietet  sich  jedoch  sofort  ein  Mittel  zur  Darstellung  einer 
Ebenol,  wenn  wir  berficksichtigen,  dass  dieselbe  durch  zwei  in  ihr 
liegende  Gerade  oder  durch  drei  in  ihr  liegende  Punkte  u.  dgl.  ge- 
geben ist. 

Wir  werden  die  erstere  der  beiden  Bestimmungsarten  wählen, 
wollen  jedoch  bezüglich  der  Lage  der  beiden  Geraden  der  Ebene, 
welche  als  Bestimmungsstücke  für  die  letztere  dienen  sollen,  eine 
besondere  Wahl  treffen,  und  zwar  einerseits  aus  dem  Grunde,  weil  wir 
bisher  noch  nicht  im  Stande  sind.  Gerade,  welche  sich  schneiden  (also 
in  einer  Ebene  liegen)  allgemein  darzustellen,  andererseits  aber  deshalb, 
weil  es  zweckmäßig  erscheint,  die  Darstellung  der  Ebene  auf  die 
möglichst  einfache  Weise  zu  bewirken. 

Setzen  wir  demgemäß  voraus,  E  (Taf.  I,  Fig.  6a  und  6b)  sei 
eine  beliebige,  gegen  die  Bildebene  geneigte  Ebene. 

Die  Gerade  Eb ,  in  welcher  diese  Ebene  E  die  Bildebene  schneidet, 
ist  offenbar  unter  allen  Geraden  der  Ebene,  die  als  Bestimmungs- 
mittel für  die  Darstellung  der  Ebene  zur  Verwendung  gelangen  können, 
nicht  nur  die  natürlichste,  sondern  jedenfalls  auch  die  geeignetste. 


*)  Peschka,   Freie   Perspective  in  ihrer  Begründung  und  Anwendung. 
C.  Rümpler.    Hannover  1868. 

PeschkAf  Darstellende  u.  projectiye  Geometrie.  2 
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Denkt  man  sich  ferner  durch  das  Projectionscentrum  C  eine 
Ebene  {FE)  parallel  znr  Ebene  E  gelegt,  d.  i.  eine  Ebene  gefQhrt, 
welche  mit  der  gegebenen  Ebene  E  die  nämliche  Gerade  in  unend- 
licher Entfernung  gemein  hat,  so  kann  der  Schnitt  £«  dieser 
Parallelebene  mit  der  Bildebene,  als  zweites  Bestimmungs stück 
für  die  Ebene  E  angesehen  werden. 

Die  Gerade  E^,  ist  nämlich  die  Centralprojection  der  unendlich 
fernen  Geraden  der  centralprojicierenden  Ebene  (FE),  und,  da  diese 
Gerade,  der  Voraussetzung  nach,  auch  der  Ebene  E  selbst  angehört, 
so  ist  Et  gleichzeitig  die  Centralprojection  der  unendlich 
fernen  Geraden  der  Ebene  E.  Nachdem  also  die  Gerade  £«, 
wie  leicht  einzusehen,  der  Ort  der  Fluchtpunkte  aller  in  der  Ebene  E 
liegenden  Geraden  ist,  pflegt  man  dieselbe  auch  die  „Fluchtlinie^ 
oder  „Fluchttrace^  der  Ebene  E  zu  nennen. 

Die  Gerade  Et ,  in  welcher  die  darzustellende  Ebene  E  die  Bild- 
ebene schneidet,  fällt  mit  ihrer  Centralprojection  zusammen  und  wird, 
als  Ort  der  Schnittpunkte  aller  in  der  Ebene  E  liegenden  Geraden 
mit  der  Bildebene  B,  die  „Bildeben-^  oder  „Bildflächtrace^ 
der  (darzustellenden)  Ebene  E  genannt. 

El,  und  E^  sind  demnach  die  Centralprojectionen  zweier  in  der 
Ebene  E  liegenden  Geraden.  Die  räumliche  Lage  dieser  Geraden  ist 
bekanntlich  durch  ihre  Projectionen  Eh  und  E,  allein  schon  hinreichend 
bestimmt  y  folglich  auch  die  räumliche  Lage  der  durch  sie  gehenden 
Ebene  E  vollkommen  festgestellt. 

Wenn  man  noch  berücksichtigt,  dass  die  Geraden  Et  und  Ev  als 
Schnittlinien  der  Bildebene  mit  zwei  untereinander  parallelen  Ebenen 
E  und  (FE)  selbst  zu  einander  parallel  sein  müssen,  so  kann  man 
folgenden  Satz  aufstellen: 

10.  ^Eine  beliebigey  gegen  die  Bildebene  geneigte  Ebene  ist  durch 
die  BUdfiächtrace  und  die  zu  derselben  parallele  Fluchärace^  voll- 
kommen bestimmt.^ 

§.  15. 

Was  die  Bezeichnung  betrifft,  so  wählen  wir,  der  Einfachheit 
und  Übersichtlichkeit  wegen,  zweckmäßig  für  die  Benennung  der  Ebene 
irgend  einen  beliebigen  Buchstaben ,  etwa  £,  für  die  Bild f lach trace 
dieser  Ebene  dasselbe  Zeichen  E,  jedoch  mit  dem  Fußindex  b  und 
für  die  Fluch  ttrace  das  gleichnamige  Zeichen  J?,  welchem  wir  aber 
als  Merkmal;  dass  darunter  die  Fluchtlinie  einer  bestimmten  E  zu  ver- 
stehen sei,  noch  einen  der  Fußindexe  v,  F,  /*,  Fy  q>  oder  <P  beisetzen. 
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Endlich  woUeu  wir  noch  die  Ebene  {FE),  welche  durch  das 
FrojectiODScentrum  zur  gegebenen  Ebene  parallel  gelegt  wurde,  und 
deren  Schnitt  mit  der  Bildebene  die  Fluchttrace  gibt,  die  „F  lue  hi- 
ebe ne*'  der  dargestellten  Ebene  nennen. 

Ebenso,  wie  vorher  vorausgesetzt  wurde,  dass  parallele  Oerade 
dieselbe  Sichtung,  d.  h.  einen  und  denselben  unendlich  fernen  Punkt 
gemein  haben,  so  können  wir  auch  hier  annehmen,  dass  parallele 
Ebenen  dieselbe  ^Stellung",  d.  h.  dieselbe  unendlich  ferne 
Gerade  gemein  haben. 

Der  Begriff  „Stellung^  ist  sonach  identisch  mit  jenem  'der 
anendlich  fernen  Geraden  der  Ebene. 

Aus  dieser  Anschauungsweise  folgt,  dass  die  Centralprojection 
der  gemeinsamen  unendlich  fernen  Geraden  aller  parallelen 
Ebenen,  auch  die  gemeinschaftliche  Fluchttrace  aller  dieser 
Ebenen  darstellen  wird.    Hieraus  folgt  unmittelbar: 

11.  j^Parailde  Ebene  besitzen  eine  und  dieselbe  FluchUrctce.*^ 

§.  16. 

Der  vorstehende  Satz  lässt  sich  auch  unmittelbar  aus  der  Dar- 
stellungsweise der  Ebene  in  centraler  Projection  entwickeln. 

Es  ist  nämlich  klar,  dass  man  zu  einer  Schar  untereinander 
paralleler  Ebenen,  durch  das  nämliche  Projectionscentrum,  bloß  eine 
einzige  (parallele)  Fluchtebene  führen  könne,  in  dem  Schnitte  derselben 
mit  der  Bildebene  also  auch  nur  eine  Gerade  erhält,  welche  die  Flucht- 
trace aller  Ebenen  der  genannten  Parallelschar  darstellt. 

Es  mag  an  dieser  Stelle  noch  zweier  besonderer  Lagen  von  Ebenen 
Erwähnung  geschehen.  Eine  Ebene,  welche  durch  das  Projectionscen- 
trum geht,  schneidet  bekanntlich  die  Bildebene  in  einer  Geraden, 
welche  die  Projectionen  aller  in  der  Ebene  liegenden  Geraden  in  sich 
vereinigt,  daher  gleichzeitig  die  Bildflächtrace  Ei,  und  die  Fluchttrace 
E,  (Taf.  I,  Fig.  7)  der  genannten  centralprojicierenden  Ebene  E  vor- 
stellt.   Wir  gelangen  somit  zu  dem  Schlüsse: 

12.  „Die  Bildflächtrace  und  die  Fluchttrace  einer  centralpro- 
jicierenden Ebene  fallen  in  eine  und  dieselbe  Gerade  zusammen.^ 

§.  17. 

Ist  eine  Ebene  darzustellen,  welche  zur  Bildebene  parallel  ist, 
fio  ist  leicht  einzusehen,  dass  ihre  Bildflächtrace  sowohl  als  auch  die 
Fluchttrace  —  als  Schnitte  der  Bildebene  mit  Ebenen,  welche  zu  ihr 
parallel  sind  —  in  unendliche  Entfernung  fallen,  also  zur  Darstellung 
der  Ebene  nicht  benützt  werden  können. 

2» 
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Eine  solche  Ebene  wird  aber  einfach  dadurch  dargestellt,  dass 
man  irgend  einen  ihrer  Punkte  Xe  durch  einen  Träger  9  d  fixiert,  eine 
Bestimmungsart,  welche,  wie  wir  sehen  werden,  in  den  meisten  Fällen 
für  die  centralprojectivische  Darstellung  vollständig  hinreicht« 

In  manchen  Fällen  ist  es  jedoch  für  die  Einfachheit  der  vor- 
zunehmenden Constructionen  zweckmäßiger,  die  zur  Bildebene  paralle 
Ebene  dadurch  zu  bestimmen,  dass  man  ihren  Abstand  von  der  Bild- 
ebene in  wahrer  GröISe  angibt. 

Andere  specielle  Lagen  von  Ebenen,  welche  aber  besonderen 
Beziehungen  von  Längen-  und  Winkelgrößen  entsprechen,  werden  wir 
später  kennen  lernen. 

§.  18. 

Lage  eines  Punktes  auf  einer  Geraden  nnd  Lage  einer  Gleraden  in  einer 

Ebene.  Die  vordere  and  hintere  Parallelebene.  Unendlich  ferne  Central- 

projectionen  im  Endlichen  gelegener  Elemente. 

Bisher  haben  wir  bloß  zwei  besondere  Lagen  von  Punkten  einer 
Geraden  im  Baume  hervorgehoben,  und  zwar  den  Durchschnittspunkt 
der  Geraden  mit  der  Bildebene,  welcher  mit  seiner  Projection  zu- 
sammenfällt, und  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Geraden,  dessen 
Gentralprojection  wir  als  den  Fluchtpunkt   der  Geraden   bezeichneten. 

Femer  haben  wir  einen  ganz  beliebigen  Punkt  auf  einer  Geraden 
ins  Auge  gefasst  und  behufs  seiner  eindeutigen  Darstellung  eine  durch 
ihn  gehende  Gerade  als  dessen  Träger  angesehen,  ohne  jedoch  an  die 
Lage  des  Punktes  auf  der  willkürlich  gewählten  Geraden  weitere  Be- 
trachtungen zu  knüpfen. 

Dies  soll  nun  im  Folgenden  geschehen.  Stelle  {BE)  (Taf.  I, 
Fig.  8a  und  Sh)  die  Bildebene,  C  das  Projectionscentrum  und  A  den 
Hauptpunkt  vor. 

Wir  denken  uns  durch  das  Projectionscentrum  C  eine  Ebene 
(J.  FE)  parallel  zur  Bildebene  gelegt  und  bezeichnen  diese  Ebene 
{L  PE)  als  „erste"  oder  „vordere  Parallelebene**. 

Diese  Ebene  wird  sich  in  der  Folge  als  besonders  t'ichtig  für 
centralprojectivische  Untersuchungen  erweisen.  Besagte  Ebene  wird, 
nebenbei  bemerkt,  an  weiterer  Stelle  auch  unter  einem  anderen  Namen 
wiederkehren. 

Endlich  denken  wir  uns  eine  zweite  zur  Bildebene  gleichfalls 
parallele  Ebene  {IL  PE)  derart  gelegt,  dass  sie  von  der  Bildebene 
den  nämlichen  Abstand  besitzt,  wie  die  „erste  Parallelebene^,  sich 
jedoch,  in  Bezug  auf  das  Projectionscentrum  C,  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite  der  Bildebene  befinde.  Diese  Ebene  (//.  PE)  wollen 
wir  die  „zweite"  oder  „hintere  Parallelebene"  nennen. 


21 

Ist  nun  L  eine  beliebige  Gerade  im  Baume,  welche  die  Bild- 
ebene in  dem  Punkte  d,  die  erste  Parallelebene  (J.  FE)  im  Punkte 
V  und  die  zweite  Parallelebene  {IL  FE)  im  Punkte  M  schneiden 
möge. 

Bezeichnen  wir  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Geraden  L  mit 
F»,  seine  Centralprojection  mit  v,  so  stellt  bekanntlich  dv  oder  2; 
die  Centralprojection  der  Geraden  L  dar,  während  v  den  Fluchtpunkt 
derselben  repräsentiert.  Jeder  Punkt  A  der  Geraden  L  hat  selbstver- 
ständlich seine  Centralprojection  a  auf  {. 

Wir  wollen  nun  untersuchen,  ob  es  nicht  möglich  wäre,  aus  der 
gegebenen  Centralprojection  a  auf  die  Lage  des  Punktes  A  der  Ge- 
raden L  im  Baume  zurfickzuschließen. 

Zu  diesem  Ende  setzen  wir  ein  für  allemal  fest,  dass  ein  Punkt 
^Tor  der  Bildebene^  sich  befinde,  wenn  er  mit  dem  Projectionscen- 
trum  O  auf  der  nämlichen  Seite  der  Bildebene  liegt,  und  dass  ein 
Punkt  „hinter  der  Bildebene^  liegt,  wenn  der  darzustellende  Punkt 
und  das  Projectionscentrum  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Bild- 
ebene gelegen  sind. 

Liegt  nun  ein  Punkt  A^  „hinter"  der  Bildebene,  so  befindet 
er  sich  innerhalb  jener  Strecke  der  Geraden  Z,  welche  von  dem  Durch- 
stoüpnnkte  d  und  dem  unendlich  fernen  Punkte  F«  der  Geraden  L 
begrenzt  wird.  Der  ihm  zugehörige  Projectionsstrahl  liegt  sodann  zwi- 
schen den  Strahlen  GVoo  und  Gd\  seine  Centralprojection  a^  demnach, 
zwischen  d  und  t;,  d.  h.  zwischen  dem  Flucht-  und  Durchstoßpunkte 
der  Geraden. 

Ein  Punkt  A^  der  Geraden  L,  welcher  zwischen  der  Bildebene 
und  der  vorderen  Parallelebene  (/.  FE)  liegt,  hat  seine  Centralpro- 
jection a«|  außerhalb  der  Strecke  dv  und  zwar  auf  der  Seite  des  Durch- 
stoßpunktes d;  denn  der  Projectionsstrahl  CA^  wird  von  dem  Pro- 
jectionsstrahl Cd  und  dem  zur  Geraden  l  parallelen  Strahle  CIJ  ein- 
geschlossen. 

Endlich  liegt  die  Projection  a,  eines  vor  der  ersten  Parallelebene 
liegenden  Punktes  A^  der  Geraden  X,  außerhalb  dv^  auf  der  Seite  des 
Fluchtpunktes  t;,  da  der  Strahl  GA^  von  den  Strahlen  Gv  und  GU 
eingeschlossen  wird. 

Betrachten  wir  den  Schnittpunkt  27  der  Geraden  L  mit  der  vor- 
deren Parallelebene  etwas  näher,  so  finden  wir,  dass  diesem  Punkte  ein 
Projectionsstrahl  G  üuoo  entspricht,  welcher  in  der  genannten  Parallel- 
ebene  liegt,  und  folglich  zur  Bildebene  parallel  ist.  Dieser  Projections- 
strahl schneidet  demnach  die  Bildebene  erst  in  unendlicher  Entfernung 
in  einem  Punkte  Uoo,  welcher,   als  Projection  eines  Punktes  ü  der 
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Geraden,   kein  anderer  sein  kann,  als  der  unendlich  ferne  Punkt  der 
Centralprojection  l^  von  L. 

Der  unendlich  ferne  Pankt  Uoo  der  Centralprojection  h  ist  daher 
die  Centralprojection  jenes  Punktes  ü  der  Geraden  L,  in  welchem  die- 
selbe die  vordere  Parallelebeue  triflft. 

Den  Punkt  ü  der  Geraden  L  wollen  wir  als  ^S  purp  unkt"  der 
Geraden  L  bezeichnen. 

In  nachherigen  Betrachtungen  wird  derselbe  Punkt  infolge  be- 
sonderer Eigenschaften ,  die  ihm  zukommen ,  auch  unter  anderem 
Namen  wieder  auftreten. 

Die  Ergebnisse  der  vorstehenden  einfachen  Betrachtungen  zu- 
sammengefasst,  geben  den  Satz: 

13,  j^Ist  ß  die  Centralprqjection  einer  Geraden  L  im  Baume, 
so  enthält  die  endliche  Strecke  dv  die  Centralprojectionen  aller  hinter 
der  Bildebene  liegenden  Punkte  der  Geraden;  die  sich  ins  Unendliche 
verlierende^  außerhalb  dv  auf  der  Seite  des  Durchstoßpunktes  liegende 
Strecke  enthält  die  Centralprojectionen  aller  zwischen  Bildebene  und 
vorderer  Parallelebene  liegenden  Punkte  und  endlich  die  unendliche 
Strecke  außerhalb  dv,  auf  der  Seite  des  Fluchtpunktes  v,  umfasst  die 
Centralprojectionen  aller  vor  der  vorderen  Parallelebene  liegenden 
Punkte  der  Geraden.  Der  unendlich  ferne  Punkt  der  Geraden  dv 
ist  die  Centralprojection  des  Spurpunktes  der  Raumgeraden,  d.  i. 
jenes  Punktes,  in  welchem  die  Raumgerade  die  vordere  Paraüelei>ene 
schneidet^ 

§.  19. 

Denken  wir  uns  durch  irgend  einen  Punkt  77,  der  vorderen 
Parallelebene  eine  beliebige  Anzahl  von  Geraden  gezogen,  so 
leerden  die  Centralprojectionen  d^v^,  d^v^,  d^v^. ..  oflfenbar  die  Central- 
projection des  Punktes  ü^  gemein  haben,  d.  h.  diese  Central- 
projectionen werden  untereinander  parallel  sein. 

Folglich  der  Satz: 

14.  y^Die  Centralprojectionen  von  Geraden,  welche  den  nämlichen 
Spurpunkt  besitzen,  d.  ä.  welche  durch  einen  und  denselben  Punkt  der 
vorderen  Parallelebene  gehen,  sind  untereinander  parallel,^ 

Die  Umkehrung  dieses  Satzes  gilt  bloß  unter  gewissen  Bedin- 
gungen. Wir  werden  später  nachweisen^  dass  Gerade,  deren  Central- 
projectionen parallel  sind,  im  „allgemeinen*^  nicht  den  nämlichen  Spur- 
punkt besitzen. 
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§.  20. 

An  die  eben  yoransgeschickten  Betrachtungen  lässt  sich  noch 
folgende  Bemerkung  knüpfen.  Da  Cv  (Taf.  I,  Fig.  8  a)  und  L,  sowie 
auch  Cü  und  l  beziehungsweise  zu  einander  parallel  sind,  ist  das 
Viereck  Cvdü  ein  Parallelogramm. 

Hieraus  folgt  einerseits,  dass  Cv=dU  und  andererseits  G  U=  d  v 
sei.  Bezeichnet  man  die  Strecke  dv  als  die  „Bildlänge*^  der  Ge- 
raden L,  so  folgt  aus  der  zweiten  Oleiohung  nachstehender  Satz: 

loa.  y^Die  Bildlänge  dv  einer  Geraden  ist  gleich  dem  Abstände 
ihres  Spurpunktes  vom  Projectionscentrum.^ 

§.  21. 

Hiernach  haben  alle  Geraden,  deren  Spurpunkte  vom  Centrum 
einen  gleichen  Abstand  besitzeu,  also  auf  der  Peripherie  eines  Kreises 
Tom  Badius  ÜC  liegen,  dessen  Ebene  die  vordere  Parallelebene^  dessen 
Mittelpunkt  das  Projectionscentrum  und  dessen  Badius  jener  Abstand 
ist,  eine  gleiche  Bildlänge. 

Umgekehrt  liegen  auch  wieder  die  Spurpunkte  aller  Geraden  von 
gleicher  Bildlänge  auf  der  Peripherie  eines  Kreises,  dessen  Mittelpunkt 
das  Projectionscentrum  und  dessen  Badius  die  gemeinschaftliche  Bild- 
länge ist. 

Einen  jeden  solchen  Kreis  nennt  man  einen  „Spurkreis  von 
Geraden  gleicher  Bildlänge.'' 

§.  22. 

Haben  mehrere  Geraden  den  nämlichen  Spurpunkt  ü,  so  sind 
deren  Bildlängen  ebenfalls  gleich,  und  zwar  gleich  der  Strecke  Cü. 

Außerdem  besitzen  diese  Geraden  parallele  Gentralprojec- 
tionen.  Diese  Bemerkung  erlaubt  uns  die  Umkehrung  des  vorigen 
Satxes,  welcher  sonach  lautet: 

156.  „Sind  die  Centrcdprojectionen  mehrerer  Gerolden  parallely 
hesüzen  diese  Centrälprajectionen  gleiche  Biidldngen  und  verlaufen 
dieselben  in  gletchem  Sinne  ^  so  gehen  die  entsprechenden  Geraden 
durch  einen  und  denselben  Punkt  der  vorderen  ParaUelebene;  sie  fee- 
siteen  also  den  nämlichen  Spurpunkt. ^ 

§.  23. 

Schließlich  mag  noch  der  Lage  jenes  Punktes  M  Erwähnung 
geschehen,  in  welchem  die  Gerade  L  die  zweite  Parallelebene  {IL  PE) 
schneidet,  welcher  also  hinter  der  Bildebene  ißE)  auf  der  Geraden 
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L  liegt  und  von  der  Bildebene  soweit  absteht,  als  das  Centrum  (7  vor 
derselben  von  dieser  Ebene  {BE)  entfernt  ist. 

Es  lässt  sich  leicht  nachweisen^  dass  die  Centralprojection  m 
dieses  Punktes  die  Strecke  dv  halbiert. 

Die  Dreiecke  Mdm  und  MUC  entstehen  durch  den  Schnitt 
zweier  in  einem  Punkte  M  conver^erender  Geraden  L  und  MC 
mit  zwei  parallelen  Geraden  l  und  UC,  und  sind  demnach  ähnlich. 
Da  nun  der  Voraussetzung  über  die  Lage  der  Parallelebenen  gegen 
die  Bildebene  gemäß  Md=zdü  ist,  so  folgt,  dass  Md  =  \MU^ 
daher  auch  md  =  iGÜ=^\dv  sei,  dass  also  der  Punkt  m  in  der 
Mitte  der  Streck«  dv  liegt. 

Hiedurch  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt,  die  Lage  eines  Punktes 
der  Geraden  L  hinter  der  Bildebene  noch  etwas  näher  präcisieren  zu 
können. 

Es  ist  nämlich  leicht  einzusehen,  dass  sich  die  Centralprojec- 
tionen  jener  Punkte  der  Geraden  l,  welche  zwischen  der  Bildebene  und 
der  hinteren  Parallelebene  liegen ^  innerhalb  der  Strecke  dm  der  Ge- 
raden l\  vorfinden  müssen,  während  sich  diejenigen  Punkte  von  L, 
welche  hinter  der  zweiten  Parallelebene  liegen,  innerhalb  der  Strecke 
m  V  projicieren. 

§.  24. 

Die  Lage  eines  Punktes  und  die  Lage  einer  Geraden  in  einer  Ebene. 

Wenn  eine  Ebene  E  durch  ihre  Tracen  E^  und  E^  gegeben  ist, 
so  ist  ein  Punkt  P  dieser  Ebene  durch  die  Angabe  seiner  Central- 
projection p  vollkommen  bestimmt.  Die  Rechtfertigung  liegt  darin, 
dass  sich  der  genannte  Punkt  als  Schnitt  des  ihm  entsprechenden 
Projectionsstrahles  mit  der  dmxh  ihre  Tracen  Ei  und  Er  räumlich 
vollkommen  bestimmten  Ebene  E  ergibt. 

Wir  wollen  nun  die  Bedingungen  aufsuchen,  welchen  die  Cen- 
tralprojection dv  einer  Geraden  genügen  muss,  wenn  diese  Gerade  in 
einer  durch  ihre  Tracen  E^  und  £«  gegebenen  Ebene  liegen  solL 

Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir  voraus,  es  sei  {BE)  (Taf.  I, 
Fig.  9a,  96)  die  Bildebene,  C  das  Projectionscentrum ,  (I.  FE)    und 

(//.  FE)  die   vordere,   resp.  die  rückwärtige  Parallelebene,  ferner  E 
irgend  eine  Ebene  und  L  irgend  eine  in  derselben  liegende  Gerade. 

Die  Ebene  E  schneidet  die  Bildebene  (ßE)  in  der  Bildflächtrace 
Et  und  die  Gerade  L  trifft  die  Bildebene  in  dem  Durchstoßpunkte  ä, 
welcher  nothwendig  in  der  Bildfiächtrace  Ei  der  Ebene  E  liegen  muss, 
da  die  Gerade  L  in  der  nämlichen  Ebene  E  liegt. 
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Denken  wir  uns  ferner  durch  C  die  zur  Ebene  E  parallele 
Fluchtebene  (FE)  gelegt,  welche  bekanntlich  die  Bildebene  (BE) 
in  der  Fluchttrace  Et,  der  Ebene  E  schneidet.  In  dieser  Fluchtebene 
liegt  offenbar  auch  der  Fluchtstrahl  Cv  der  in  E  liegenden  Geraden  L. 

Der  Schnittpunkt  von  Cv  mit  der  Bildebene,  d.  h.  der  Flucht- 
punkt V  der  Geraden  L,  muss  sich  daher  nothwendig  in  der  Flucht- 
trace E9  der  Ebene  E  vorfinden. 

Zu  demselben  fie&ultate  gelangen  wir  auch  durch  folgende  Be- 
trachtung. Die  Fluchttrace  E^  der  Ebene  E  ist,  wie  bereits  nach- 
gewiesen, der  geometrische  Ort  der  Centralprojectionen  aller  unendlich 
fernen  Punkte  der  Ebene  E.  Der  unendlich  ferne  Punkt  F^  der  in 
E  liegenden  Geraden  L  ist  aber  einer  der  unendlich  fernen  Punkte 
dieser  Ebene,  woraus  folgt,  dass  seine  Centralprojection ,  d.  h.  der 
Fluchtpunkt  v  der  Geraden  Z,  in  der  Fluchttrace  £«  der  Ebene  E 
hegen  muss.     Es  folgt  demnach  der  Satz: 

16.  jjDer  Durchstoßpunkt  einer  in  einer  Ebene  liegenden  Ge- 
raden liegt  in  der  Bildflächtrace  und  der  Fluchtpunkt  derselben  in 
der  Fluchttrace  dieser  Ebene.^ 

§.  25. 

Durch  diesen  Satz  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt,  über  die  Lage 
eines  Punktes  in  einer  Ebene  näher  zu  urtheilen.  Die  Centralprojec- 
tion  eines  Punktes  der  Ebene  E  wird  sonach  auf  Grund  des  Gesagten, 
sobald  die  beiden  Tracen  EbEv  der  letzteren  als  bekannt  vorliegen, 
zur  Bestimmung  des  Punktes  P  im  Bäume  vollständig  genügen. 

Denken  wir  uns  nun  durch  den  Punkt  P  der  Ebene  E  eine  Ge- 
rade L  in  dieser  Ebene  E  gelegt,  deren  Centralprojection  l  durch  die 
Centralprojection  p  des  oben  genannten  Punktes  geht,  wobei  gleich- 
zeitig der  Durchstoßpunkt  d  dieser  Geraden  in  der  Bildflächtrace  Eb 
und  der  Fluchtpunkt  v  in  der  Fluchttrace  jEJ«  liegt. 

Den  früher  aufgestellten  Kriterien,  über  die  Lage  eines  Punktes 
in  einer  Geraden,  gemäß,  unterscheidet  man  auch  hier  folgende  Fälle. 

Liegt  der  Punkt  p,  d.  h.  die  Centralprojection  des  Punktes  P 
zwischen  der  Bildflächtrace  und  der  Fluchttrace,  so  liegt  p  auch  zwi- 
schen dem  Durchstoßpunkte  d  und  dem  Fluchtpunkte  v  eines  belie- 
bigen in  der  Ebene  E  durch  ihn  gezogenen  Trägers  L,  mithin  P  hinter 
der  Bildebene. 

Die  Ebene  E  schneidet  die  vordere  Parallelebene  (/.  PE)  in 
einer  zur  Bildflächtca^e  Eh  parallelen  Geraden  Eu ,  welche  offenbar  den 
Ort  der  Spurpunkte  aller  in  der  Ebene  E  liegenden  Geraden  dar- 
stellt. Denn  irgend  eine  in  E  liegende  Gerade  L  muss  die  ebenfalls  der 
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Ebene  E  angehörende  Gerade  J?«  in  einem  Punkte  U  treffen,  welcher 
gleichzeitig  in  der  Parallelebene  (J.  PE)  liegt  und  mithin  den  Spur- 
punkt der  Geraden  L  repräsentiert. 

Mit  Bflcksicht  auf  diese  Auseinandersetzung  erkennen  wir  auch, 
dass  ein  Punkt  P^,  dessen  Centralprojection  p^  außerhalb  des  von  Eb 
und  E9  begrenzten  Streifens,  etwa  auf  der  Seite  der  Bildflächtrace 
Eh  gelegen  ist,  zwischen  der  Bildebene  und  der  vorderen  Parallelebeae 
liegt,  da  die  Centralprojection  p^  auch  außerhalb  der  Strecke  dv  eines 
durch  Pj  in  der  Ebene  E  gezogenen  Trägers  Z,  und  zwar  auf  der 
Seite  des  Durchstoßpunktes  d  sich  befindet. 

Auf  gleiche  Weise  urtheilt  man  auch,  dass,  wenn  die  Central- 
projection i>3  außerhalb  des  Streifens  EhE^  auf  der  Seite  der  Flucht- 
trace  Et,  liegt,  der  Punkt  P,  in  der  Ebene  E  auf  der  Geraden  L  vor 
der  Parallelebene  gelegen  sein  müsse. 

Schließlich  ist  noch  zu  bemerken ,  dass  ein  Punkt  U  der  Ebene 
Ej  welcher  gleichzeitig  der  vorderen  Parallelebene  —  also  auch  der 
Geraden  Eu^  der  sogenannten  „Spurtrace^  der  Ebene  E  —  angehört, 
seine  Centralprojection  u»  in  unendlicher  Entfernung  hat,  da  der  ent- 
sprechende Projectionsstrahl  CU  parallel  zur  Bildebene  ist.  Hieraus 
folgt  ohne  weiters,  dass  die  Centralprojection  der  Spurtrace 
Eu  selbst  ihrer  ganzen  Länge  nach  in  unendliche  Entfernung  fällt. 

§.  26. 

Wir  wollen  nun  die  Lage  einer  Geraden  in  der  Ebene  E 
näher  untersuchen,  wobei  wir  jedoch  einstweilen  jene  Betrachtungen 
ausschließen,  welche  mit  der  Neigung  der  Geraden  in  irgend  einem 
Zusammenhange  stehen. 

Wir  wissen  bereits,  dass  eine  Gerade,  welche  in  einer  Ebene 
E  liegt,  die  wesentliche  Eigenschaft  besitzt,  dass  ihr  Durchstoß pnnkt 
d  in  der  Bildflächtrace  Eh  und  ihr  Fluchtpunkt  v  in  der  Fluchttrace 
Ev  der  gegebenen  Ebene  E  liegen  muss. 

Es  kann  aber  der  Fall  eintreten,  dass  die  Gerade,  welche  in  der 
Ebene  liegt,  parallel  zur  Bildebene,  mithin  parallel  zur  Bild- 
flächtrace ist.  Eine  derartige  Gerade  schneidet  die  Bildflächtrace  selbst- 
verständlich erst  in  unendlicher  Entfernung,  daher  ihr  Durchstoßpunkt 
im  Unendlichen  zu  suchen  sein  wird.  Femer  ist  auch  der  Flucht- 
strahl einer  zur  Bildflächtrace  parallelen  Geraden  parallel  zur  Flucht- 
trace  der  Ebene;  er  schneidet  dieselbe  also  im  Unendlichen  oder  mit 
anderen  Worten,  der  Fluchtpunkt  einer  derartigen  Geraden  li^  in 
unendlicher  Entfernung.  Der  unendlich  ferne  Punkt  der  Bildflächtrace, 
resp.  der  Fluchttrace  ist  daher  gleichzeitig  der  Durchstoßpunkt  oder 
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beziehungsweise  der  Fluchtpunkt  jeder  in  der  Ebene  parallel  zur  Bild- 
flächtrace  gezogenen  Geraden. 

Betrachten  wir  nun  dieCentralprojection  einer  solchen  Oera- 
den,  so  kann  man  sich  direct  darauf  berufen,  dass  die  Oentralprojection 
l  einer  zur  Bildebene  B  parallelen  Geraden  L  zu  dieser  Geraden  selbst 
parallel  ist ;  im  vorliegenden  Falle  also  auch  zur  Bildfläohtrace  Ei,  der 
durch  sie  gehenden  Ebene  E  parallel  sein  wird. 

Setzen  wir  nun  voraus,  es  wären  Ei,  und  J?«  (Taf.  II,  Fig.  10) 
die  Tracen  einer  beliebigen  Ebene  und  {  die  zu  Ei,  parallele  Oentral- 
projection einer  in  dieser  Ebene  E  parallel  zu  Eb  gezogenen  Geraden  L. 

Es  ist  nun  leicht  einzusehen,  dass  diese  Gerade  L  durch  die 
bloße  Angabe  der  Oentralprojection  l  räumlich  vollkommen  bestimmt 
ist,  vorausgesetzt,  dass  die  Tracen  Ei,  und  jEJ«  als  gegeben  vorliegen. 
Denn  irgend  ein  Punkt  p  von  l  ist  die  Oentralprojection  eines  Punktes 
P.  der  Geraden  L  sowohl,  als  auch  der  Ebene  E.  Denken  wir  uns 
durch  diesen  Punkt  P  einen  Träger  rü  in  der  Ebene  E  gezogen,  so 
ist  durch  denselben  der  Punkt  P  räumlich  vollständig  festgestellt, 
mithin  auch  die  Lage  der  durch  P  zu  Et  parallel  gefQhrten  Geraden 
L  bestimmt. 

Unter  allen  zur  Bildebene,  resp.  zur  Bildfläohtrace  parallelen 
Geraden  einer  Ebene  ist  jene  besonders  bemerkenswert,  deren  Oen- 
tralprojection g  den  Abstand  zwischen  der  Bildfläch-  und  Fluchttrace 
halbiert. 

Denken  wir  uns  durch  einen  Träger  dv  (Taf.  II,  Fig.  11)  in  der 
Ebene  E  einen  ihrer  Punkte,  etwa  Jf,  räumlich  bestimmt,  so  finden 
wir,  dass  dM=  vM  ist ,  der  Punkt  M  also  in  der  zweiten  Paral- 
lelebene (//.  FE)  liegt.  Das  Gleiche  gilt  auch  von  jedem  anderen 
Punkte  M  dieser  Geraden  9,  woraus  unmittelbar  folgt,  dass  g  die 
Oentralprojection  jener  Geraden  Q  ist,  in  welcher  die  zweite  Parallel- 
ebene  von  der  Ebene  E  geschnitten  wird. 

§.  27. 

Der  Zusammenhang  einer  beliebigen  Ebene  E  mit  der  vorderen 
Parallelebene  (I.  PE)  enthält  eine  interessante  Eigenschaft,  die  wir 
im  Folgenden  besprechen  wollen. 

Die  Ebene  E  (Taf.  I,  Fig.  9  a)  schneidet  nämlich  die  Bild- 
ebene B  in  der  Bildfläohtrace  Eb  und  die  erste  Parallelebene  in  der 
Spnrtrace  Eu.  Ferner  schneidet  die  Fluchtebene  {FE)  die  Bildebene 
in  der  Fluchttrace  Ej,  und  die  erste  Parallelebene  in  einer  Geraden  Euv, 
welche  durch  das  Oentrum  G  geht.  Es  ist  nun  klar,  dass  der  Abstand 
der  Geraden  Eb  und  E^  gleich  ist  dem  Abstände  der  beiden  parallelen 
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Geraden  £,«  und  Eut  oder  gleich   ist   dem  Abstände  des  Projections- 
centrums  C  von  der  Spurtrace  £„  der  Ebene  E. 

Nennen  wir  den  Abstand  der  Bildflächtrace  Ei  und  der  Flucht- 
trace  JE*«  einer  Ebene  die  „Bildbreite^  dieser  Ebene,  so  folgt  hieraus 
der  Satz: 

17.  y^Bie  Bildbreite  einer  Ebene  ist  gleich  dem  Abstände  des  Pro^ 
jectionscentrums  von  der  Spurtrace  dieser  Ebene  und  umgekehrt.^ 

§.  28. 

Aus  dem  vorstehenden  Satze  ist  za  entnehmen,  dass  die  Spur- 
tracen  von  Ebenen  gleicher  Bildbreite  den  nämlichen  Abstand 
von  dem  Frojectionscentrum  haben  und  demnach  einen  Ereis  berühren, 
dessen  Mittelpunkt  das  Frojectionscentrum  und  dessen  Badius  die  ge- 
nannte Bildbreite  ist. 

Einen  jeden  solchen  Kreis  nennen  wir  den  „Spurkreis"  von 
Ebenen  gleicher  Bildbreite. 

Bezitzen  zwei  oder  mehrere  Ebenen  eine  und  dieselbe  Spurtrace 
Ewi  so  sind,  der  vorhergehenden  Betrachtung  zufolge,  ihre  Bild- 
breiten einander  gleich. 

Außerdem  sind  die  Tracen  der  einen  Ebene,  sowie  die  der  an* 
deren  Ebene  zu  der  gemeinschaftlichen  Spurtrace,  also  auch  unter- 
einander parallel. 

Es  folgt  daher  der  Satz: 

18.  „Ebenen^  tvelche  dieselbe  Spurtrace  besitzen ,  haben  parallele 
Tracen  und  gleiche  Bildbrexten,^ 

Eine  ümkehrung  dieses  Satzes  ist  nicht  ohne  weiters  möglich, 
weil  Ebenen,  welche  gleiche  Bildbreiten  und  parallele  Tracen  besitzen, 
nicht  nothwendig  auch  dieselbe  Spurtrace  besitzen 
müssen. 

Denkt  man  sich  nämlich  an  irgend  einen  beliebigen  Spurkreis 
zwei  parallele  Tangenten  gezogen  und  dieselben  als  Spurtracen  von 
Ebenen  betrachtet,  so  werden  zwei  Ebenen,  deren  eine  durch  die  eine 
Tangente,  die  zweite  dagegen  durch  die  andere  Tangente  geht,  parallele 
Tracen  besitzen,  da  ihre  Spurtracen  parallel  sind,  und  gleiche  Bild- 
breite deswegen,  weil  die  Spurlinien  denselben  Spurkreis  berühren. 

Um  daher  obigen  Satz  umkehren  zu  können,  müssen  wir  noch 
eine  weitere  Bedingung  hinzufügen,  welche  die  letzterläuterte  Un* 
bestimmtheit ,  resp.  Zweideutigkeit  aufhebt.  Diese  Bedingung  aufzu- 
stellen, werden  wir  baldigst  in  der  Lage  sein. 
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IL  Capitel. 

Projectivische  Beziehungen  zwischen  Punict,  Gerade  und  Ebene. 

§.  29. 

Wenn  der  Zusammenhang  der  Elemente  eines  geometrischen  Ge- 
bildes oder  der  Zusammenhang  mehrerer  geometrischer  Gebilde  bloß 
TOD  der  gegenseitigen  Lage  der  Elemente  oder  der  Gebilde  abhängig 
ist,  ohne  dass  hiebei  auf  die  Größe  der  dabei  auftretenden  gerad- 
linigen Entfernungen  und  der  Winkel  Eücksicht  genommen  wird,  so 
nennt  man  eine  derartige  Beziehung  eine  „projectivische"  und,  im 
allgemeinen  Sinne  des  Wortes,  die  betrachteten  Gebilde  selbst  „pro- 
jectivische Gebilde". 

Im  engeren  Sinne  versteht  man  unter  „projecti vischen  Gebilden" 
eine  besondere  projectivische  Beziehung  zweier  oder 
mehrerer  Gebilde,  und  zwar  bezeichnet  man  mit  diesem  Namen 
solche  Gebilde,  deren  eines  aus  dem  anderen  durch  Projection  abgeleitet 
werden  kann. 

Vorderhand  wollen  wir  uns  mit  der  Betrachtung  und  der  Con- 
struction  allgemeiner  geometrisch  -  projecti  vischer  Beziehungen 
befassen. 

Wir  haben  diese  Beziehungen  soeben  als  solche  definiert,  welche, 
ohne  Bücksicht  auf  Längen-  und  Winkelgrößen^  bloß 
von  der  gegenseitigen  Lage  der  Elemente  eines  Gebildes 
oder  mehrerer  Gebilde  untereinander  abhängig  sind. 

§.  30. 

Alle  geometrischen  Gebilde,  mögen  sie  wie  immer  beschaffen 
sein,  kann  man  immer  als  Combinationen  einer  endlichen  oder 
unendlichen  Anzahl  von  Funkten,  Geraden  oder  Ebenen  betrachten. 
Diese  drei  einfachsten  Gebilde,  den  Punkt,  die  Gerade  und  die  Ebene, 
pflegen  wir  auch  die  „geometrischen  Elemente^  zu  nennen. 

Beachtet  man,  dass  eine  Gerade  aus  der  unendlich  grossen  Anzahl 
ihrer  Punkte,  eine  Ebene  aus  der  unendlich  großen  Anzahl  aller  ihrer 
Geraden,  und  jede  dieser  Geraden  wieder  aus  unendlich  viel  Punkten 
zusammengesetzt  ist,  so  gelangen  wir  zu  der  Erkenntnis,  dass  über- 
haupt alle  geometrischen  Gebilde  in  eine  unendliche  Anzahl  von 
Punkten  aufgelöst  werden  können. 
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Aus  diesem  Grande  nennen  wir 

den  Punkt  ein  „Element  erster  Stufe^, 

die  Gerade  ein  „Element  der  zweiten  Stufe" 

und  die  Ebene  ein  „Element  der  dritten  Stufe". 

Nach  dieser  Unterscheidung  kann  man  den  Begriff  der  projec- 
tivischen  Beziehungen  präciser  fassen. 

Da  nämlich  diese  Beziehungen  nur  auf  Lagenverhältnisse, 
nicht  aber  auf  Längen-  und  Winkelgrößen  BQcksicht  nehmen,  so  ist 
einleuchtend,  dass  sich  dieselben  bloß  auf  das  „Ineinanderliegen", 
d.  h.  auf  die  sogenannte  „Incidenz"  der  Elemente  des  Gebildes  er- 
strecken können. 

^Den  Gegenstand  der  Betrachtung  projectivischer  Oebüde  badet 
demnach  das  ^Indnanderliegen^  oder  die  j^Incidenz^  der  Elemente 
dieser  Gebilde."' 

m 

§.  31. 

Das  eben  Erörterte  lässt  sich  übrigens  noch  in  einer  anderen 
Form  aussprechen.  Man  sagt  nämlich,  ein  Punkt  liege  in  einer  Gera- 
den, wenn  er  einen  Bestandtheil  derselben  ausmacht.  Eine  gleiche  Be- 
deutung legt  man  der  Ausdrucksweise:  ein  Punkt  oder  eine  Gerade 
liegt  in  einer  Ebene,  bei. 

Umgekehrt  pflegt  man  diesen  Zusammenhang  auch  dadurch  aus- 
zudrücken, dass  man  sagt,  die  Gerade  gehe  durch  einen  Punkt  oder 
die  Ebene  gehe  durch  eine  Gerade,  resp.  durch  einen  Punkt. 

Nach  diesem  Sprachgebrauche  kann  man  also  allgemein  be- 
haupten: „ein  Element  niederer  Stufe  liege  in  einem  Ele- 
mente höherer  Stufe",  und  umgekehrt:  „ein  Element  höherer 
Stufe  gehe  durch  ein  Element  niederer  Stufe". 

Dies  berücksichtigend,  gelangt  man  zu  dem  Schlüsse: 

„Der  Gegenstand  der  Betrachtung  projectimscher  Beziehungen 
ist  jener  Zusammenhang  geometrischer  Gebilde^  welcher  darauf  beruht, 
dass  ein  Element  niederer  Stufe  in  einem  oder  gleichzeitig  in  mehreren 
Elementen  höherer  Stufe  liege,  oder  dass  ein  Element  höherer  Stufe 
durch  ein  oder  gleichzeitig  durch  mehrere  Elemente  niederer  Stufe 
hindurchgeht^ 

Von  dieser  Anschauungsweise,  die  sich  als  allgemein  giltig  und 
als  sehr  fruchtbringend  erweisen  wird,  ausgehend,  wollen  wir  zur  Dar- 
stellungund  Untersuchung  der  projectivischen  Beziehun- 
gen übergehen. 
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§.  32. 

Sich  im  Räume  schneidende  Gerade. 

Wir  haben  bereits  gefunden,  dass  eine  Oerade  L  in  einer  Ebene 
E  liegt,  wenn  sich  deren  Durchstoßpunkt  d  in  der  Bildflächtrace  Eh 
und  deren  Fluchtpunkt  v  in  der  Fluchttrace  iv«  der  Ebene  E  befindet. 

Diese  Eigenschaft  setzt  uns  sofort  in  den  Stand,  folgende  zwei 
principielle  Probleme  zu  lösen: 

1.  Aufgebe.  In  einer  durch  ihre  Tracen  gegebenen  Ebene  ist  eine 
beliebige  Oerade  darzustellen. 

Die  Lösung  wird  einfach  dadurch  erreicht,  dass  man  einen  belie- 
bigen Punkt  d  (Taf.  II,  Fig.  12)  der  Bildflächtrace  E^  als  Durch- 
stoßpunkt und  einen  beliebigen  Punkt  v  der  Fluchttrace  E^  als  Flucht- 
punkt der  Geraden  betrachtet;  die  Verbindungslinie  l  dieser  beiden 
Punkte  ist  dann  die  Centralprojection  ll  der  gedachten  Geraden. 

Das  Gesagte  wird  offenbar  keine  Änderung  erfahren,  wenn  die 
gegebene  Ebene  eine  centralprojicierende  ist,  ihre  Tracen  Eh  und  E^ 
also  in  die  nämliche  Gerade  fallen.  Unter  dieser  Voraussetzung  stimmt 
die  Verbindungsgerade  der  beiden  angenommenen  Hauptpunkte  v  und 
d  mit  den  genannten  Geraden  E^Ev  überein,  was  selbstverständlich 
eintreten  muss,  da  die  Centralprojectionen  sämmtlicher  in  einer  cen- 
tralprojicierenden  Ebene  liegenden  Geraden  mit  der  Trace  dieser 
Ebene  auf  der  Bildebene  zusammenfallen. 

2.  Aufgäbe,  Durch  eine  Gerade,  welche  centralprojectivisch 
dureh  die  Angabe  ihrer  Hauptpunkte  gegeben  ist,  ist  eine  Ebene 
zu  legen. 

Diese  Aufgabe  ist  die  directe  Umkehrung  der  vorigen.  Um  die- 
selbe zu  lösen,  hat  man  zu  berücksichtigen,  dass  die  beiden  Tracen 
einer  Ebene  immer  zu  einander  parallel  sind,  und  dass  für  den  Fall, 
wenn  die  Ebene  E  die  gegebene  Gerade  enthalten  soll,  ihre  Bildfläch- 
trace Eh  durch  den  Durchstoßpunkt  d  und  ihre  Fluchttrace  E^  durch 
den  Fluchtpunkt  v  der  Geraden  gehen  müsse« 

Hiernach  besteht  die  Lösung  der  vorgegebenen  Aufgabe  darin, 
dass  man  durch  den  DurchstoQpunkt  d  und  den  Fluchtpunkt  v  der 
Geraden  l  zwei  beliebige  zu  einander  parallele  Geraden  zieht,  wovon 
die  erstere  als  die  Bildflächtrace  Eh ,  die  zweite  dagegen  als  die  Flucht- 
trace E^  einer  der  unendlich  vielen  durch  die  Geraden  gehenden  Ebenen 
E  zu  betrachten  ist. 

Unter  all  den  verschiedenen  Ebenen,  welche  durch  eine  gegebene 
Gerade  gelegt  werden  können,  wollen  wir  vorderhand  nur  jene  Ebene 
besonders  hervorheben,  welche  gleichzeitig  centralprojicierend  ist,  deren 
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Tracen  also  in  eine  und  dieselbe  Gerade  {E„Eb)  fallen,  welch  letztere 
Gerade  offenbar  mit  der  Centralprojection  der  gegebenen  Geraden  zu- 
sammenfällt. 

§.  33. 

Es  wird  sich  jetzt  weiters  darum  handeln,  mehrere  Gerade,  welche 
in  einer  Ebene  liegen,  oder  mehrere  Gerade,  welche  durch  den 
nämlichen  Punkt  im  Baume  gehen,  darzustellen. 

Zu  diesem  Zwecke  erscheint  es  wichtig,  ein  Mittel  zu  finden  oder 
ein  Erkennungszeichen  festzustellen,  auf  Grund  dessen  es  auf  eine 
einfache  Weise  ermöglicht  wird;  aus  den  gegebenen  Centralprojectionen 
zweier  oder  mehrerer  Geraden  zu  entnehmen,  ob  diese  Geraden  sich  in 
einem  Funkte  schneiden  oder  nicht.  Dieses  Mittel  ergibt  sich  sofort, 
wenn  man  bedenkt,  dass  zwei  in  einem  Punkte  sich  schneidende 
gerade  Linien  immer  in  einer  Ebene  liegen. 

Denkt  man  sich  diese  Ebene  E  centralprojectivisch  dar- 
gestellt, so  wird  ihre  Bildflächtrace  Et  (Taf.  II,  Fig.  13)  durch  die 
Durchstoßpunkte  d  und  ä,  der  beiden  sich  schneidenden  Geraden  l 
und  ?j,  und  die  Fluch ttrace  E^,  durch  die  Fluchtpunkte  v  und  v^  der- 
selben hindurchgehen  müssen. 

Da  aber  die  Tracen  Eo  und  E^  einer  Ebene  E  nothwendig  zu 
einander  parallel  sein  müssen,  so  folgt,  dass  zwei  centralprojectivisch 
gegebene  Gerade  sich  nur  dann  in  einem  Punkte  schneiden  können, 
wenn  durch  dieselben  eine  Ebene  gelegt  werden  kann,  d.  h.  wenn  die 
Verbindungslinie  Et  ihrer  Durchstoß  punkte  zur  Verbindungslinie  Et, 
ihrer  Fluchtpunkte  parallel  ist.     Daher  der  Satz: 

19.  j^Ztcei  centralprojectivisch  darijestdlte  Gerade  schneiden  sich 
in  einem  Punkte,  wenn  die  Verhindungslinie  der  Thirchstoßpunkte 
parallel  ist  zur  Verhindmigslinie  der  beiden  Fluchtpunlcte.  Diese  Ver- 
hi^idungsgeraden  stellen  gleichzeitig  die  Bildfläch-  und  die  Fluchttrace 
der  durch  die  beiden  Geraden  gehenden  Ebene  dar.^ 

§.  34. 

In  jenen  Fällen  dagegen,  wo  die  Bedingung  der  Parallelität  der 
genannten  Verbindungslinien  nicht  erfüllt  wird,  kann  durch  die  gege- 
benen Geraden  auch  keine  Ebene  gelegt  werden,  die  Geraden  sind 
somit  bloß  sich  kreuzende,  aneinander  vorübergehende  oder,  wie 
man  sich  auch  auszudrücken  pflegt,  in  Bezug  aufeinander  wind- 
schiefe Gerade. 

Zwei  parallele  Gerade  schneiden  sich  bekanntlich  in  unend- 
licher Entfernung  und  liegen  daher  immer  in  einer  Ebene. 
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Sind  nun  zwei  parallele  Gerade  centralprojectivisoh  dargestellt, 
so  ist  die  Verbindungslinie  ihrer  Durehstoßpunkte  d  und  d^  die  Bild- 
flächtrace  Et  der  durch  sie  gehenden  Ebene  E,  während  die  zu  derselben 
durch  den  gemeinschaftlichen  Fluchtpunkt  vv^  parallel  gezogene  Oerade 
J?v,  die  Fluchttrace  der  besagten  Ebene  repräsentiert. 

Nachdem  die  Bildflächtrace  Et  einer  Ebene  E  der  Ort  der  Durch- 
stoßpunkte aller  in  ihr  liegenden  Geraden  und  die  Fluchttrace  E^  der 
Ort  der  Fluchtpunkte  eben  solcher  Geraden  ist,  bestimmt  der  obige 
Satz  auch  die  Bedingung,  welche  zu  erfüllen  sein  wird,  um  eine  Ebene 
durch  zwei  sich  schneidende  Gerade  centralprojectivisoh  dar- 
zustellen. 

Dieser  Bedingung  wird  insbesondere  auch  dann  GenQge  geleistet, 
wenn  die  beiden  Bilder  dv  und  d^v^  (Taf.  II,  Fig.  14)  parallel,  die 
Strecken  dv  und  d^v^  gleich  lang  und  gleich  gerichtet  sind.  Da  sich 
durch  diese  beiden  Geraden  eine  Ebene  Ei,  Ev  legen  lässt,  so  schneiden 
sich  dieselben  nothwendig  in  einem  Punkte^  welcher,  nachdem  dessen 
Centralprojection  in  unendlicher  Entfernung  liegt,  der  Spur- 
ebene angehören  muss. 

Auf  Grund  dieser  einfachen  Betrachtungen  unterliegt  es  nunmehr 
auch  keiner  Schwierigkeit,  den  Träger  dv  eines  gegebenen  Punktes  p 
(Taf.  II,  Fig.  13)  durch  einen  beliebigen  anderen  Träger  d^v^  zu  er- 
setzen. 

Nehmen  wir  beispielsweise  an ,  es  sei  l^  die  durch  p  willkürlich 
gezogene  Centralprojection  des  neuen  Trägers,  den  wir  mit  d^v^ 
bezeichnen  wollen.  Da  sich  nun  die  beiden  Geraden  dv  und  d^v^ 
im  Punkte  p  schneiden  sollen,  so  müssen  notl^edrungen  diese  beiden 
Geraden  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  es  muss  folglich  dd^  zu 
vv^  parallel  sein.  Da  sonst  keine  Bedingung  zu  erfüllen  ist,  wird  es 
genügen,  durch  d  und  t;  zwei  ganz  beliebige  parallele  Gerade  zu  ziehen^ 
um  in  deren  Schnittpunkten  d^  und  t^i  mit  {|,  den  Durchstoßpunkt  ä,, 
resp.  den  Fluchtpunkt  v,  des  neuen  Trägers  \  zu  erhalten. 

Auf  demselben  Principe  beruht  auch  das  folgende  Problem. 

§.  35. 

3.  Aufgabe.  „Durch  einen  gegebenen  Punkt  ist  zu  einer  gege- 
benen Geraden  eine  Parallele  zu  ziehen  und  eentralprojectivisch  dar- 
zustellen.^ 

Sei  p  (Taf.  II,  Fig.  15)  der  gegebene  Punkt,  d(p  dessen  Träger 
und  dv  die  g^ebene  Gerade.  Es  soll  nun  durch  p  eine  zu  dv  parallele 
Gerade  gezogen  werden.  Die  Centralprojection  der  gesuchten  Geraden 
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g  muss  bekanntlich  den  Punkt  v  als  Fluchtpunkt  besitzen.  Wir  er- 
halten demnach  die  verlangte  Centralprojection,  als  Yerbindungsgerade 
der  Punkte  p  und  v^  in  g.  Es  erübrigt  jetzt  noch,  den  Durchstoßpunkt 
d|  dieser  Geraden  g  zu  bestimmen.  Diesbezüglich  ist  klar,  dass  d,d  und 
v^  zu  einander  parallel  sein  müssen,  da  die  Geraden  dq>  und  d^o  den 
Punkt  p  gemeinschaftlich  haben,  also  in  einer  und  derselben  Ebene 
€bev  liegen  müssen.  Man  erhält  demnach  den  Durchstoßpunkt  ä,  im 
Schnitte  von  g  mit  der  zu  q>v  durch  8  parallel  gezogenen  Geraden  dd^. 
Hiernach  ist  d^v  jene  Gerade,  welche  einerseits  zu  dv  parallel  ist,  indem 
diese  beiden  Geraden  denselben  Fluchtpunkt  v  besitzen,  andererseits 
aber  durch  den  Funkt  p  geht  und  folglich  der  gestellten  Aufgabe 
Genüge  leistet« 

§.  36. 

4:.  Aufgabe,  ^Zwei  Punkte  sind  centralprojectivisch  mittelst 
zweier  Träger  gegeben;  es  ist  die  Verbindungsgerade  derselben 
centralprojectivisch  durch  ihren  Dnrchstoßpunkt  und  Fluchtpunkt 
darzustellen.'^ 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  besteht  in  einer  Combination  der 
beiden  vorhergehenden. 

Seien  p^  und  p^  (Taf  II,  Fig.  16)  die  Centralprojectionen  der 
beiden  gegebenen  Punkte  und  dji;,,  resp.  d^v^  ihre  Träger. 

Die  Centralprojection  {  der  zu  bestimmenden  Geraden  ergibt  sich 
sofort,  wenn  man  p^  mit  j>,  verbindet ;  es  handelt  sich  somit  nur  noch 
darum,  den  Durchstoßpunkt  D  und  den  Fluchtpunkt  V  dieser  Geraden 
l  zu  bestimmen.  Dies  wird  offenbar  in  der  Weise  am  einfachsten  zu 
bewerkstelligen  sein,  dass  man  eine  Ebene  sucht,  welche  die  beiden 
Punkte  p^  und  p^ ,  also  auch  deren  Yerbindungsgerade  l  enthält  und 
diese  Ebene  durch  ihre  Tracen  darstellt. 

Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  durch  den  einen  Punkt,  etwa 
durch  p^^  eine  Parallele  zum  Träger  des  anderen  Punktes  ^,,  also  eine 
Parallele  zu  d^v^  führen. 

Die  diesbezügliche  Construction  stimmt  mit  jener  in  der  vor- 
hergehenden Aufgabe  überein.  Man  erhält  die  Centralprojection  der 
gesuchten  Parallelen,  indem  man  p^  mit  v^  verbindet  und  den  Durch- 
stoßpunkt d'j  als  Schnitt  von  p^v^  mit  jener  Geraden  d^d\  feststellt, 
welche  durch  d^  zu  v^  v^  parallel  gezogen  werden  kann. 

Wir  haben  auf  diese  Weise  zwei  Gerade  d^v^  und  d'^v,,  welche 
zu  einander  parallel  sind  und  deren  jede  einen  der  gegebenen  Punkte 
P\y  ^^P-  i'a   enthält«    Durch  diese  beiden  Parallelen  lässt  sich  nun 
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eine  Hilfsebene  i/^^o  legen,  deren  Bildflächtrace  Hh  durch  die  Yer- 
bindungsgerade  der  Durchstoßpunkte  d^  und  d^^  dargestellt  wird. 

Die  Ebene  H  enthält  die  beiden  gegebenen  Punkte  p^  und  p^, 
folglich  auch  deren  Yerbindungsgerade  l.  Der  Durchstoß punkt  D  und 
beziehungsweise  der  Fluchtpunkt  V  der  letzteren  ergibt  sich  nun  be- 
kanntlich im  Schnitte  von  l  mit  der  Sild&ächtrace  jB»,  resp.  mit  der 
Fluchttrace  H^, 

Auf  Grund  der  eben  besprochenen  Aufgabe  kann  nunmehr  auch 
noch  die  folgende  anstandslos  gelöst  werden. 

§.  37. 

5.  Aufgäbe,  „Drei  Punkte  sind  oentralprojeotiyisch  auf  drei  Trä- 
gern gegeben ;  man  soll  die  Traoen  der  durch  diese  Punkte  gehendea 
Ebene  bestimmen.^ 

Sind  i?p  p^  und  p^  (Taf.  II,  Fig.  17)  die  Centralprojectionen  der 
drei  gegebenen  Punkte;  d^v^,  d^^v^  und  d^v^  deren  Träger,  so  wird 
man  zunächst,  auf  Grund  der  vorigen  Aufgabe,  die  Verbindungslinie 
Dj  F,  zweier  der  gegebenen  Punkte,  etwa  jener  von  p^  und  p^  con- 
struieren.  Dasselbe  könnte  man  nun  selbstverständlich  auch  bezuglich 
zweier  anderer  Punkte,  allenfalls  der  Punkte  p^  und  p^  vollführen, 
wodurch  man  eine  zweite  Gerade  D^V^  erhalten  würde.  Diese  beiden 
Geraden  D^V^  und  D^V^  hätten  sodann,  gemäß  der  Art  ihrer  Ent- 
stehung, den  Punkt  p^  gemein,  woraus  folgt,  dass  sich  durch  die 
genannten  schneidenden  Geraden  eine  Ebene  E  legen  ließe,  deren 
Bildflächtrace  J?»  oder  D,  D^  und  deren  Fluchttrace  Ev  oder  Fj  F, 
wäre.  Die  so  bestimmte  Ebene  E  enthielte  folglich  die  drei  Punkte 
Pit  P«i  Pa  ^^^  ^^^^  demnach  die  gesuchte,  durch  ihre  Tracen  E^ 
and  Ep  dargestellte  Ebene. 

Man  kann  jedoch,  sobald  die  eine  der  Geraden  D,  F^  bestimmt 
ist,  auch  folgenden  einfacheren  Weg  einschlagen. 

Die  Gerade  DiF,  enthält  zwei  der  gegebenen  Punkte  p^  und  p,; 
fuhrt  man  durch  p^  eine  Parallele  D\  V^  zu  D^  F, ,  so  hat  man  zwei 
parallele  Gerade,  welche  die  drei  gegebenen  Punkte  p^,  p^  und  p^ 
enthalten.  Selbstverständlich  ist  nun  die  durch  diese  Geraden  D^V^ 
und  jy^  F,  gelegte  Ebene  E^E^  die  verlangte  Ebene  der  drei  Punkte 
Pi,  i>«»  und  i?3. 

§.  38. 
Schnitt  zweier  Ebenen. 

Die  Schnittlinie  zweier  Ebenen  ist  immer  als  eine  Gerade  zu 
betrachten,   welche  beiden  Ebenen  zugleich  angehört,  also  sowohl  in 
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der  einen,  als  anck'  in  der  anderen  der  beiden  sich  schneidenden  Ebenen ^ 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach,  liegt. 

Dies  im  Auge  behaltend,  wird  es  leicht  sein,  den  Schnitt  zweier 
centralprojectivisch  bestimmten  Ebenen  darzustellen.  Denn  wären 
EifEv  (Taf.  II,  Fig.  18}  und  ete^,  die  Tracen  der  beiden  gegebenen 
Ebenen,  so  wird  die  Schnittlinie  derselben  als  Gerade  betrachtet,  welche 
in  der  einen  Ebene  EbEv  liegt,  ihren  Durchstoßpunkt  d  in  irgend 
einem  Punkte  voi  Et  und  ihren  Fluchtpunkt  v  irgend  wo  in  E^ 
haben.  Betrachtet  man  dagegen  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen 
Eh  Et,  und  66^9  als  eine  Qerade,  welche  in  der  Ebene  ete^  liegt,  so 
ist  klar,  dass  ihr  Durchstoßpunkt  d  in  der  Trace  et  und  der  Flucht- 
punkt V  in  der  Fiuchttrace  e^,  liegen  mflsse.  Die  natflrliohe  Folge 
hieven  ist,  dass  der  Durchstoßpunkt  d  der  Schnittlinie,  gleichzeitig  in 
jeder  der  beiden  Bildflächtracen  Et  und  et ,  also  in  deren  Sohnittpankt, 
der  Fluchtpunkt  v  hingegen  gleichzeitig  in  beiden  Fluchttracen ,  also 
im  gegenseitigen  Schnitte  derselben  liegen  müsse.     Daher  der   Satz: 

21.  jjDie  Schnittlinie  zweier  centralprojectivisch  dargestellten 
Ebenen  hat  zur  Centralprojection  die  Verbindungslinie  derjenigen 
Punkte  d  und  r,  welche  sich  als  Schnittpunkte  der  beiden  Bildfläch- 
tracen, resp,  der  beiden  Fluchttracen  ergeben;  d  und  v  sind  sodann 
beziehungsweise  der  Durchstoßpunkt  und  FhicfUpunkt  der  Schnitt- 
geraden."^ 

§.  39. 

Setzen  wir  voraus,  dass  sich  die  Traoen  der  beiden  gegebenen 
Ebenen  innerhalb  der  als  ZeichnuDgsfläche  beschränkten  Bildebene 
nicht  schneiden,  oder  dass  die  Tracen  der  beiden  Ebenen 
parallel  sind,  so  wird  das  angegebene  Verfahren  zur  Bestimmung 
ihres  gegenseitigen  Schnittes  unbrauchbar.  Man  kann  in  diesem  Falle 
allenfalls  von  der  Eigenschaft  Gebrauch  machen,  dass  eine  beliebige 
dritte  Ebene  die  Schnittlinie  der  beiden  gegebenen  Ebenen  in  jenem 
Punkte  schneidet,  in  welchem  sich  die  Schnittlinien  der  dritten  Ebene 
(Hilfsebene)  mit  jeder  der  beiden  anderen  treffen. 

Seien  demnach  EtE^,  und  ete^,  (Tafo  II,  Fig.  19}  die  sich  auf  der 
Zeichnungsfläche  nicht  schneidenden  Tracen  zweier  gegebenen  Ebenen 
E  und  6,  und  sei  hK  eine  beliebig  gewählte  dritte  Ebene,  welche  die 
Ebenen  E  und  e  beziehungsweise  in  den  Geraden  dq)  und  ^^g>^  schneidet» 
so  ist  der  Punkt  p,  in  welchem  sich  d<p  und  ^^(p^  treffen ,  ein  Punkt 
der  gesuchten  Schnittlinie.  Dasselbe  Verfahren  wiederholt  man  mit 
einer  zweiten  Ebene  h'h„'y  um  auf  gleiche  Weise  noch  einen  zweiten 
Punkt  p*  des  Schnittes  zu  erhalten.  Durch  die  Verbindungsgerade  pp^ 
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wird  sodann   der  gegenseitige  Schnitt   centralprojectivisch  dargestellt 
erscheinen. 

Sind  die  Tracen  £&£«  and  ^&e«  (Taf.  II,  Fig.  20)  der  gegebenen 
Ebenen  zu  einander  parallel,  so  ist  offenbar  auch  die  Gentralpro* 
jection  der  gemeinsamen  Geraden  l  zu  diesen  Tracen  parallel  ^  indem 
dieselbe  durch  den  unendlich  fernen  Schnittpunkt  der  beiden  Bildfläch-* 
tracen  Ei,  und  e^,  resp  durch  jenen  der  beiden  Fluchttracen  Et  und  e^ 
geht.  In  diesem  Falle  genügt  folglich,  zur  Bestimmung  des  gegen- 
seitigen Schnittes^  die  Projection  p  eines  einzigen  Punktes  des 
letzteren. 

§.  40. 

Schaitt  einer  durch  ihre  Tracen  gegebenen  Ebene  mit  einer  zur 

Bildebene  parallelen  Ebene. 

Die  Schnittlinie  einer  Ebene  E  mit  einer  zweiten  Ebene  e,  welche 
zur  Bildebene  parallel  ist,  läuft  selbstverständlich  parallel  zu  der 
Bildflächtrace  der  ersteren  Ebene.  Dasselbe  gilt  nun  offenbar  auch 
Yon  der  Centralprojection  dieser  Schnittlinie.  Es  wird  daher  zur  Be- 
stimmung des  gegenseitigen  Schnittes  die  Construction  der  Central- 
projection eines  einzigen,  den  beiden  Ebenen  gleichzeitig  angehörenden 
Punktes  genfigen. 

Um  dies  zu  erreichen,  wird  man,  so  wie  im  vorhergehenden 
Falle,  von  eingeschalteten  Hilfsebenen  Gebrauch  machen. 

Seien  nämlich  J?»,  E^  (Taf.  11^  Fig.  21)  die  Tracen  der  einen 
Ebene  E,  während  die  andere,  zur  Bildebene  parallele  Ebene  e  durch 
einen  ihrer  Punkte  m  auf  dem  Träger  dv  bestimmt  sei.  Es  kommt 
nun  darauf  an,  die  Centralprojection  eines  den  Ebenen  E  und  e  ge- 
meinschaftlichen Punktes  zu  finden.  Man  wird  also  eine  zweckmäßig 
gewählte  Hilfsebene  zeichnen  und  deren  Schnitte  mit  den  Ebenen  E 
und  e  aufsuchen,  um  dort,  wo  sich  die  beiden  Schnittlinien  treffen, 
den  verlangten  Punkt  zu  erhalten. 

Um  die  Schnittlinie  der  Ebene  e  mit  der  Hilfsebene  h  möglichst 
rasch  und  einfach  zu  bestimmen,  legen  wir  die  Hilfsebene  j^^^o  durch 
den  Träger  dv,  Hiedurch  erreicht  man,  dass  die  Schnittlinie  dieser 
Ebene  mit  der  zur  Bildebene  parallelen  Ebene  e  sofort  gezeichnet 
werden  kann. 

Da  nämlich  der  Punkt  m  sowohl  dieser  Ebene  e,  als  auch  der 
Hilfsebene  h  angehört,  und  andererseits  die  Schnittlinie  6  der  beiden 
Ebenen  zur  Trace  h  parallel  sein  muss ,  so  erhält  man  deren  Central- 
projection, wenn  man  durch  m  eine  Parallele  6  zu  h  zieht. 
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Die  Ebene  EbE^  hingegen  wird  von  der  Hilfsebene  hh,  in  der 
Geraden  d*v'  geschnitten ,  so  dass  man  im  Schnitte  von  dV  mit  <r 
die  Gentralprojection  eines  Punktes  s  erhält,  welcher  sowohl  der  Ebene 
E^  als  auch  der  Ebene  e  angehört. 

Zieht  man  endlich  darch  $  eine  Parallele  8  zur  Bildflächtrace 
Eh ;  so  repräsentiert  dieselbe  bereits  die  Gentralprojection  der  Schnitt- 
linie der  beiden  gegebenen  Ebenen. 

§.  41. 
Schnitt  einer  Ebene  mit  einer  centralprojicierenden  Ebene. 

Dem  Schnitte  einer  Ebene  E^Et,  (Taf.  II,  Fig.  22)  mit  einer 
centralprojicierenden  Ebene  Cb  C^  entspricht,  so  wie  jeder  anderen  in  der 
letztgenannten  Ebene  liegenden  Geraden,  die  Doppeltrace  ChC^  als 
Gentralprojection.  Es  liegen  ferner  der  Durchstoßpunkt  d  und  der 
Fluchtpunkt  v  der  Schnittgeraden  in  den  Schnittpunkten  der  Geraden 
Cby  resp.  Cv  mit  den  bezüglichen  Tracen  Eb  und  J?«  der  zweiten  Ebene. 

Wären  beide  Ebenen  centralprojicierend,  so  gebort  das  Projec- 
tionscentrum  gleichzeitig  sowohl  der  einen,  als  auch  der  anderen  Ebene 
an,  d.  h.  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  ist  selbst  eine  central- 
projicierende  Gerade,  deren  Projection  oJQfenbar  jener  Punkt  sein 
muss,  in  welchen^  sich  die  Doppeltracen  der  beiden  Ebenen  schneiden. 

§.  42. 
Besondere  Lagen  der  Schnittlinie  zweier  Ebenen. 

Zwei  Ebenen,  welche  eine  gemeinschaftliche  Fluchttrace  besitzen, 
sind,  wie  bereits  früher  dargethan  wurde,  parallel ;  die  besagte  Flucht- 
trace ist  in  diesem  Falle  die  Gentralprojection  ihrer  in  unendlicher 
Entfernung  liegenden  Schnittlinie. 

Weiters  wird  auch  noch  zu  untersuchen  sein,  wie  zwei  Ebenen 
beschaffen  sein  müssen,  oder  mit  anderen  Worten,  welcher  Bedingung 
ihre  Tracen  zu  genügen  haben  werden,  wenn  sich  dieselben  in  einer 
Geraden  der  vorderen  Parallelebene  oder  Spurebene  schneiden  sollen. 

Aus  dem  bereits  Besprochenen  ist  zu  entnehmen,  dass  solche 
Ebenen  nicht  nur  parallele  Tracen,  sondern  auch  gleiche  Bildbreiten 
besitzen  müssen.  Andererseits  wurde  aber  nachgewiesen,  dass  dieser 
Bedingung  auch  solche  Ebenen  genügen,  welche  zwar  nicht  die  näm- 
liche Spurtrace  besitzen,  deren  Spurtracen  jedoch  parallele  Tangenten 
eines  und  desselben  Spurkreises  sind. 

Um  diese  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  suchen  wir  vorerst  die 
Schnittlinie  der  vorliegenden  Ebenen  auf  die  bekannte  Weise  mittelst 
einer  beliebigen  Hilfsebene. 


39 

Seien  also  EiEv  und  e^e^  (Taf.  II,  Fig.  23)  zwei  Ebenen  mit 
parallelen  Tracen  und  gleicher  Bildbreite. 

Ist  hh^  die  obbezeichnete  Hilfsebene,  welche  die  gegebene  Ebene 
E^E^  in  der  Geraden  d^v^  und  die  Ebene  ete^  in  der  Geraden  d^v^ 
schneidet,  so  erhalten  wir  als  Centralprojection  der  Schnittlinie  der 
Ebenen  E  und  e  jene  Gerade,  welche  durch  den  Schnittpunkt  s  von  d^v^ 
und  d^v^  parallel  zu  den  Tracen  dieser  Ebenen  gezogen  werden  kann. 
Soll  mm  die  Schnittlinie  der  Ebenen  E  und  e  in  der  ersten  Parallel- 
ebene (I.  FE)  liegen ,  so  muss  ihre  Centralprojection  in  unendliche 
Ferne  fallen,  was  nur  dann  möglich  ist,  wenn  der  Punkt  s  im  Un- 
endlichen liegt,  d.  h.  wenn  die  Centralprojectionen  d^v^  und  dar« 
untereinander  parallel  sind.  Dies  kann  jedoch  nur  dann  eintreten, 
wenn  die  beiden  Tracen  E^E^  der  Ebene  E  in  demselben  Sinne  auf- 
einander folgen,  wie  die  beiden  gleichnamigen  Tracen  et  e^  der  Ebene  e. 

Man  hat  daher  folgenden  Satz: 

22.  y^Eaben  zwei  Ebenen  E  und  e  parallele  Tracen  und  gleiche 
Büdbreiten^  und  folgen  die  beiden  Tracen  der  Ebene  E  in  dem  näm- 
lichen Sinne  aufeinander,  wie  die  gleichnamigen  Trafen  der  Ebene  e, 
so  liegt  der  Schnitt  der  beiden  Ebenen  in  der  vorderen  Parällelebene, 
und  dessen  Centralprojection  demgemäß  in  unendlicher  Entfernung.'^ 

Haben  zwei  Ebenen  E  und  e  parallele  Tracen  und  gibt  es  eine 
Gerade  ?,  zu  welcher  die  Tracen  der  beiden  Ebenen  derart  symmetrisch 

liegen,  dass  l  sowohl  die   Bildbreite  {Et  Ey)   der  einen  Ebene  E,  als 

auch  die  Biidbreite  {ebe,)  der  zweiten  Ebene  e  halbiert,  so  stellt  diese 
Gerade  l  gleichzeitig  die  Centralprojection  des  in  der  zweiten  (rflck- 
wirtigen)  Parallelebene  (II.  PE)  liegenden  Schnittes  der  Ebenen  E 
and  €  dar. 

Denn  eine  Gerade  l,  deren  Centralprojection  die  Bildbreite  in  der 
einen  Ebene  halbiert,  repräsentiert  die  Schnittlinie  dieser  Ebene  mit 
der  zweiten  Parallelebene.  Im  vorliegenden  Falle  ist  demnach  l  die 
Centralprojection  des  Schnittes  von  E  mit  der  zweiten  Farallelebene, 
als  auch  die  Centralprojection  des  Schnittes  von  e  mit  derselben 
Parallelebene, .  woraus  folgt,  dass  diese  Gerade  beiden  Ebenen  gemein- 
schaftlich ist. 

§.  43. 
Schnittpunkt  einer  Geraden  mit  einer  Ebene. 

Legt  man  durch  irgend  eine  Gerade  eine  Ebene,  so  schneidet 
die  letztere  eine  beliebige  andere  Ebene  in  einer  Geraden,  welche 
durch  den  Schnittpunkt  dieser  Ebene  mit  der  erstgenannten  Gera- 
den geht. 
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Diese  Eigenschaft  wenden  wir  zur  Ermittelung  des  Schnittpunktes 
einer  durch  ihre  Hauptpunkte  d  und  v  centralprojectivisdi  dargestellten 
Geraden  mit  einer  durch  ihre  Tracen  Eh  und  E^  gegebenen  Ebene  an. 

Wir  legen  nämlich  durch  die  Gerade  dv  (Taf.  II ,  Fig.  24)  eine 
beliebige  Hilfsebene  hhK^  welche  die  gegebene  Ebene  EhE^  in  der 
Geraden  d^v^  schneidet.  Diese  Schnittgerade  d^v^  liegt  mit  der  Geraden 
dv  vü  der  Hilfeebene  h^h^  und  schneidet  sie  demnach  in  einem 
Punkte  s. 

Dieser  Punkt  s  gehört  nun  sowohl  der  Geraden  dv  als  auch  der 
Ebene  EtE^  an,  und  stellt  mithin  die  Centralprojection  des 
gesuchten  Schnittpunktes  dar. 

Ist  die  gegebene  Gerade  l  (Taf.  III,  Fig.  25}  parallel  zur 
Bildebene  und  ist  dieselbe  durch  ihre  Kichtung  Z,  sowie  durch 
einen  ihrer  Punkte  p  auf  einem  Träger  dv  fixiert,  so  wird  man,  um 
den  Schnittpunkt  s  derselben  mit  der  Ebene  EbEt  zu  construieren, 
als  Hilfsebene  zweckmäßig  jene  Ebene  h  wählen,  welche  gleichzeitig 
durch  den  Träger  d  v  geht,  deren  Tracen  hh  und  A,  also  durch  d,  resp. 

V  parallel  zu  l  gezogen  werden. 

Liegt  der  Fluchtpunkt  v  (Taf.  III,  Fig.  26)  einer  Geraden  dv  in 
der  Fluchttrace  E^  einer  Ebene  E^  so  stellt  derselbe  gleichzeitig  die 
Centralprojection  s  des  Schnittes  dieser  Geraden  H  mit  der  Ebene  vor. 
Der  Schnittpunkt  s  selbst  liegt  also  in  unendlicher  Entfernung,  oder 
mit  anderen  Worten,  die  Gerade  dv  ist  zur  Ebene  E^E^  parallel. 

Das  Gesagte  erhellt  auch  daraus,  dass,  wenn  man  in  der  Ebene 
E^E^  eine  Gerade  d^v  zieht,  deren  Fluchtpunkt  mit  dem  Fluchtpunkte 

V  der  gegebenen  Geraden  zusammenfällt,  die  Gerade  d^v  zur  Geraden 
dv  parallel  ist,  und  dass  daher  auch  die  letztere  nothwendig  zur  Ebene 
Et^E^  parallel  sein  müsse. 

Andererseits  lässt  sich  durch  eine  Gerade,  welche  zu  einer  Ebene 
parallel  ist,  immer  eine  zu  dieser  Ebene  parallele  Ebene  legen.  Da 
aber  parallele  Ebenen  eine  gemeinschaftliche  Fluchttrace  haben,  und 
die  Fluchttrace  einer  durch  eine  Gerade  dv  gelegten  Ebene  immer 
durch  deren  Fluchtpunkt  v  gehen  muss,  so  wird,  als  Bedingung  für 
die  Parallelität  einer  Geraden  und  einer  Ebene,  die  Bedingung  gefolgert 
werden  können,  dass  der  Fluchtpunkt  v  der  ersteren  in  der  Flucht- 
trace Ev  der  letzteren  liegen  müsse. 

Daher  der  Satz: 

23.  ^Der  Fluchtpunkt  einer  Geraden^  die  zu  einer  Ebern  parallel 
ist,  liegt  in  der  Fluchttrace  dieser  Ebene. ^ 


41 

§.  44. 

Schließlich  mag  noch  der  Fall  untersucht  werden,  in  welchem 
eine  Gerade  eine  Ebene  in  einem  Punkte  der  vorderen 
Parallelebene  trifft. 

Setzen  wir  voraus,  dv  und  EtE^  (Taf.  III,  Fig.  27)  wären 
beziehungsweise  eine  derartige  Gerade  und  Ebene,  während  ^  deren 
gegenseitigen  Schnitt  darstelle,  welcher  in  der  ersten  Parallelebene  er- 
folge. Der  gemachten  Voraussetzung  gemäß  muss  es  möglich  sein, 
in  der  Ebene  E^E^  irgend  eine  Gerade  d^v^  zu  ziehen,  welche  gleich* 
zeitig  durch  den  Schnittpunkt  d  geht. 

In  diesem  Falle  sind  sodann  dv  und  d^v^  zwei  Gerade,  welche 
einen  Punkt  der  Parallelebene  gemein  haben.  Die  wesentliche  Eigen- 
schaft zweier  solcher  Geraden  besteht  aber,  wie  wir  bereits  wissen, 
darin,  dass  sie  parallele  Bilder  und  gleiche  Bildlängen  besitzen,  und 
dass  Durchstoßpunkt  und  Fluchtpunkt  der  einen  Geraden  in  demselben 
Sinne  aufeinander  folgen,  wie  der  Durchstoßpunkt  und  Fluchtpunkt 
der  anderen  Geraden. 

Wenn  wir  daher  einerseits  d^i\  parallel  zm  dv  ziehen,  anderer- 
seits aber  finden,  dass  gleichzeitig  d,t',  =  dv  sei  und  die  Richtung  d^v^ 
mit  jener  von  d  v  übereinstimmt,  so  haben  wir  das  Merkmal,  dass  sieh 
die  Gerade  dv  und  die  Ebene  E^E^  in  einem  Punkte  der  vorderen 
Parallelebene  schneiden. 

Ebenso  muss  es  aber  auch  möglich  sein,  durch  6ie  Gerade  dv 
eine  Ebene  ehe„  zu  legen,  welche  sich  mit  der  Ebene  Ei,E^  in  einer 
Geraden  der  vorderen  Parallelebene  schneidet.  Diesfalls  müssen  die 
Tracen  e*Ce  dieser  Ebene  e,  wie  bekannt,   zu  den  Tracen  EtE^  der 

Ebene  E  parallel. sein;  ferner  muss  die  Bildbreite  {EiE^)  gleich  der 

Bildbreite  (e^e.)  und  endlich  der  Sinn  der  Aufeinanderfolge  von  Cb . .  .6« 
derselbe  wie  jener  von  E^,  ...E„  sein. 

Man  ersieht  hieraus,  dass  jedes  der  beiden  hier  aufgestellten 
Kriterien  das  andere  in  sich  schliesst,  dass  also  die  beiden  Kriterien 
im  directen  gegenseitigen  Zusammenhange  stehen. 

§.  45. 
Principielle  Aufgaben. 

Die  bisher  erörterten  Principien  reichen  vollständig  hin,  um 
jedes  Problem,  welches  rein  projectivischer  Natur  ist,  d.  h.  jede 
Aufgabe,  welche  sich  bloß  auf  „Lagenverhältnisse^  von  „Punkt, 
Gerade  und  Ebene^  bezieht,  constructiv  zu  lösen. 
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Behufs  Bestätigung  der  Bichtigkeit  der  eben  aufgestellten  Be- 
hauptung wollen  wir  im  Folgenden  eine  Beihe  principieller  projecti- 
visoher  Aufgaben  constructiv  behandeln  und  besonders  solche  Probleme 
besprechen  und  durchführen,  welche  eine  ausgebreitete  Anwendung 
finden. 

6.  Aufgabe.  Durch  eine  gegebene  Gerade  Ist  eine  Ebene  parallel 
zu  einer  zweiten  Geraden  zu  legen. 

Soll  eine  Ebene  E  durch  die  Gerade  H  (Taf.  III,  Fig.  28)  gelegt 
werden,  so  müssen  ihre  Tracen  E^  und  E^  beziehungsweise  die 
Hauptpunkte  d  und  v  dieser  Geraden  l  enthalten;  und  soll  dieselbe 
gleichzeitig  zu  einer  zweiten  Geraden  d^v^  parallel  sein,  so  muss 
selbstverständlich  ihre  Fluchttrace  E^  durch  den  Punkt  v^  gehen« 
Die  Fluchttrace  E^  der  gesuchten  Ebene  wird  sich  somit  als  Yerbin- 
dungsgerade  der  Fluchtpunkte  v  und  t;,  und  die  Bildfiächtrace  Ej,  als 
eine  durch  den  Punkt  d  gehende,  zu  vv^  Parallele  ergeben. 

§.  46. 

7.  Aufgabe.  Durch  einen  Punkt  ist  eine  Ebene  zu  legen,  welche 
zu  einer  gegebenen  Ebene  parallel  Ist. 

Seien  E^E^  (Taf.  III,  Fig.  29)  die  Tracen  der  gegebenen  Ebene 
E  und  a  der  auf  dem  Träger  dv  gegebene  Punkt. 

Nachdem  die  zu  suchende  Ebene  E'  zur  Ebene  EhEv  parallel  sein 
soll,  so  muss  offenbar  die  erstgenannte  Ebene  mit  der  letzteren  die 
Fluchttrace  E^  gemein  haben. 

Es  wird  sich  demnach  bloß  noch  darum  handeln,  die  Bildfiäch- 
trace E'b  einer  Ebene  E'  zu  ermitteln,  welche  durch  einen  bestimmten 
Punkt  a  geht  und  deren  Fluchttrace  E^  ihrer  Bichtnng  und  Lage 
nach  bereits  gegeben  ist.  Da  diese  Bildfiächtrace  E'i,  zur  Fluchttrace 
Et,  parallel  sein  muss,  so  wird  behufs  ihrer  Construction  bloß  die 
Kenntnis  eines  einzigen  Punktes  derselben  erforderlich  sein.  Um 
diesen  Punkt,  durch  welchen  besagte  Bildfiächtrace  Ei,  parallel  zu  E^ 
zu  fahren  ist,  zu  erhalten ,  construieren  wir  eine  beliebige  Gerade  g, 
welche  durch  a  geht  und  in  der  verlangten  Ebene  E'  liegt. 

Der  Fluchtpunkt  v  dieser  Geraden  g  liegt  bekanntlich  in  der 
bereits  vorhandenen  Fluchttrace  E^  (und  kann  in  derselben  will- 
kürlich gewählt  werden) ;  ein  weiterer  Punkt  der  zu  ziehenden  Geraden 
ist  offenbar  der  gegebene  Punkt  a. 

Um  nun  den  Durchstoßpunkt  d^  der  Geraden  v^a  zu  finden, 
haben  wir  nur  zu  berücksichtigen,  dass  dieselbe  mit  der  Geraden  dv 
(dem  Träger  von  ä)  den  Punkt  a  gemein  hat,   dass  sich  also  durch 
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die  zwei  sich  schneidenden  Geraden  dv  und  v^a  eine  Ebene  legen 
lässt,  deren  Flnchttrace  A«  die  Verbindungslinie  der  beiden  Flucht- 
punkte t;  und  t;^  ist,  und  deren  Bildflächtrace  h  durch  d  parallel  zu 
vv^  geht.  Die  Bildflächtrace  A^  trifft  die  Gerade  ^  in  di,  welcher 
Punkt  als  IDurchstoßpunkt  einer  in  der  gesuchten  Ebene^  E^bE^, 
liegenden  Geraden  mit  der  Bildebene  ihrer  Bildflächtrace  E'b  angehört. 
Letztere  ist  somit  vollkommen  bestimmt. 

§.  47. 

6.  Aufgäbe.  Durch  einen  Punkt  ist  eine  Ebene  parallel  zu  zwei 
gegebenen  Geraden  zu  legen. 

Sind  djVj  und  d^v^  (Taf.  III,  Fig.  30)  die  beiden  gegebenen 
Geraden  und  a  der  auf  dem  Träger  dv  gegebene  Punkt,  so  muss  die 
Fluchttrace  J?«  der  zu  bestimmenden  Ebene,  als  einer  Ebene  an- 
gehörend, die  durch  das  Projectionscentrum  parallel  zu  jener  Ebene 
zu  führen  ist,  welche  zu  den  beiden  Geraden  d^v^  und  d^v^  parallel 
sein  soll,  die  Fluchtpunkte  v^  und  v^  dieser  Geraden  enthalten,  ist 
daher  durch  die  Yerbindungsgerade  dieser  beiden  Punkte  unmittelbar 
dargestellt. 

Nachdem  somit  die  Fluchttrace  Ev  bekannt  ist,  hat  man  nun- 
mehr die  Bildflächtrace  Ej,  der  gesuchten  Ebene  so  zu  bestimmen, 
dass  die  letztere  durch  den  Punkt  a  geht.  Hiemit  ist  diese  Aufgabe 
auf  die  vorhergehende  zurückgeführt. 

§.  48. 

9.  Aufgabe.  Durch  einen  Punkt  ist  eine  Gerade  zu  legen,  welche 
eine  gegebene  Gerade  schneidet  und  zu  einer  gegebenen  Ebene 
parallel  ist 

Diese  Aufgabe  lässt  zwei  dem  Principe  nach  gleiche,  der  Con- 
stmction  nach  aber  verschiedene  Lösungen  zu.  Der  Grund  hiefür  liegt 
bloß  in  der  constructiven  Verschiedenheit  der  beiden  bereits  besprochenen 
Kriterien  für  den  Parallelismus  einer  Geraden  und  einer  Ebene. 

Sei  a  (Taf.  III,  Fig.  31)  der  gegebene  Punkt  (durch  den  Träger 
dv  fixiert),  d^v^  die  gegebene  Gerade  und  Ev  die  Fluchttrace  der  gegebeneu 
Ebene  E.  Die  Bildflächtrace  Et  braucht  selbstverständlich  nicht  ge- 
geben zu  sein,  da  es  sich  bloß  um  den  durch  die  Fluchttrace  E^  einzig 
und  allein  bedingten  Parallelismus  der  Geraden  handelt. 

Die  zu  suchende  Gerade  muss,  als  parallel  zur  Ebene  £«,  in 
einer  Ebene  liegen,  welche  zur  Ebene  E^  parallel  ist,  deren  Flucht- 
trace E\  also  mit  E^  zusammenfällt^  während  deren  Bildflächtrace  E^t 
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mittelst  einer  durch  den  Punkt  a  gehenden  Hilfageraden  9 ad,  wie 
in  Aufgabe  2.  besprochen,  bestimmt  wird. 

In  dieser  Ebene  E\E'h  ist  nun  durch  den  Punkt  a  eine  Gerade 
g  zu  ziehen,  welche  gleichzeitig  die  gegebene  Gerade  d^v^  schneidet. 
Es  gibt  offenbar  nur  eine  einzige  Gerade  dieser  Art,  nämlich  jene, 
welche  den  Punkt  a  mit  dem  Punkte  s^  in  welchem  die  Gerade  d^t\ 
die  Ebene  EbE,  schneidet,  verbindet 

Der  Punkt  s  wird  anif  die  bekannte  Weise  mittelst  der  durch  d^i\ 
gelegten  Hilfsebene  h^K  erhalten.  Es  ist  somit  as  die  gesuchte 
Gerade  g  und  da  dieselbe  in  der  Ebene  E'kE\  liegt,  so  findet  man 
ihren  Durchstoßpunkt  D,  resp.  Fluchtpunkt  V  im  Schnitte  derselben 
mit  der  Bildflächtrace  E'^^  resp.  der  Fluchttrace  £^,. 

§.  49. 

10.  Aufgäbe,  Eine  Gerade  ist  zu  coustmieren,  welche  zwei  sich 
nicht  schneidende  Gerade  in  je  einem  Punkte  trifft  und  xu  einer 
Ebene  parallel  ist 

Seien  d,t;,  und  d^v^  (Taf.  III,  Fig.  32)  die  gegebenen  Geraden 
und  E^  die  Fluchttrace  der  gegebenen  Ebene  E.  Nimmt  man  in  der 
einen  der  beiden  Geraden,  etwa  in  d^v^  einen  Punkt  s^  an,  durch 
welchen  die  gesuchte  Gerade  gehen  soll,  so  ist  die  Gonstruction  und 
Lösung  dieses  Problemes  auch  schon  auf  eine  der  vorhergegangenen 
Aufgaben  (4)  zurückgef&hrt. 

Zugleich  lehrt  uns  die  beliebige  Annahme  des  Punktes  5,  in  der 
Geraden  d^v^^  dass  es  unendlich  viele  Geraden  gibt,  welche  der  gestellten 
Aufgabe  genügen  werden. 

Handelt  es  sich  nicht  darum,  dass  die  gesuchte  Gerade  durch 
einen  bestimmten  Punkt  der  einen  gegebenen  Geraden  hindurch- 
gehe, sondern  bloß  an  und  für  sich  um  irgend  eine  Lage  all'  der 
unendlich  vielen  der  Aufgabe  entsprechenden  Geraden,  so  führt  fol- 
gende Gonstruction  noch  rascher  zum  Ziele. 

Denkt  man  sich  nämlich  zu  Et  (Taf.  III,  Fig.  32)  eine  beliebige 
Parallele  Eh  gezogen,  so  kann  dieselbe  als  Bildflächtrace  einer  zu  (ß^ ,  C) 
parallelen  Ebene  E  betrachtet  werden. 

Diese  Ebene  E^E^  schneidet  die  beiden  gegebenen  Geraden  d^v^ 
und  d^v^  in  je  einem  der  Punkte  s,  und  s^,  welch'  letztere  mittelst 
der  durch  diese  Geraden  gelegten  Hilfsebenen  A'^A«,  h**hK  (der  Ein* 
fachheit  halber  wurde  die  Verbindungslinie  von  v^  und  v^  ah  Flucht* 
trace  h^  gewählt)  erhalten  werden.  Die  Gerade  s^s^  schneidet  die 
gegebenen  Geraden  d^v^  und  d^v  beziehungsweise  in  den  Punkten  s^ 
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und  ^2,  und  ist  parallel  zur  Ebene  ^«,  entspricht  also  allen  Bedin- 
gungen der  Aufgabe.  Die  Hauptpunkte  D  und  V  der  gesuchten 
Geraden  g  ergeben  sich  als  Schnitte  mit  den  Tracen  E^  und  E^  der 
sie  enthäutenden  Ebene  Ei^E^, 

§.  50. 

11.  Aufgabe.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  ist  eine  Gerade  zu 
ziehen,  welche  zwei  gegebene  Gerade  in  je  einem  Punkte  schneidet. 

Bevor  wir  auf  die  Lösung  dieser  Aufgabe  übergehen,  sei  noch 
beaierkt,  dass  dieselbe  nur  eine  Verallgemeinerung  des  bereits  in 
Taf.  III,  Fig.  31  durchgeführten  Problems  sei  und  dass,  wenn  man 
die  eine  der  hier  gegebenen  Geraden,  etwa  d^v^^  in  unendlicher  Ent- 
fernung liegend  annimmt  (in  welchem  Falle  dieselbe  durch  ihre  Cen- 
tralprojection  {E^)  bestimmt  ist),  die  dort  näher  bezeichnete  Auf- 
gabe aus  der  eben  jetzt  gestellten  unmittelbar  folgt.  Betrachtet  man 
sodann  J?«  als  Fluchttrace  irgend  einer  Ebene,  so  ist  die  Bedingung, 
dass  die  zu  suchende  Gerade  die  unendlich  ferne,  durch  E^  dargestellte 
Gerade  schneide,  identisch  mit  der  Bedingung,  dass  dieselbe  zur  Ebene 
£v  parallel  sei. 

Um  die  vorliegende  verallgemeinerte  Aufgabe  zu  lösen,  setzen 
wir  voraus,  es  seien  a  (Taf.  III,  Fig.  33)  der  auf  dem  Träger  dv  ge- 
gebene Punkt  und  d^v^  und  d^\\  die  beiden  gegebenen  Geraden. 

Wenn  nun  die  zu  suchende  Gerade  g  durch  den  Punkt  a  gehen 
und  die  beiden  Geraden  d{Vy  und  d^v^  schneiden  soll,  so  ist  leicht 
begreiflich,  dass  sie  einerseits  in  derjenigen  Ebene  E\E\  liegen 
muss,  welche  durch  den  Punkt  a  und  die  Gerade  d^v^  geht  und 
andererseits  in  jener  Ebene  zu  suchen  sei,  welche  durch  den  Punkt  a 
und  die  zweite  Gerade  d^i\  bestimmt  wird,  dass  also  die  verlangte 
Gerade  g  mit  der  Schnittlinie  dieser  beiden  Ebenen  identisch  ist. 

Um  durch  a  und  d^x\  eine  Ebene  E'hE\  zu  legen,  ziehen  wir 
durch  den  Punkt  a  eine  Parallele  v^d*  zu  (2ji\,  d.  h.  eine  Gerade, 
welehe  mit  dxV^  den  Fluchtpunkt  t?^  gemein  hat.  Der  Durcbstoß- 
punkt  d*  dieser  Geraden  kann  mittelst  der  durch  dieselbe  und  den 
Träger  dv  gelegten  Hilfsebene  htK  festgestellt  werden.  Die  Bild- 
flächtraee  E'h  der  gesuchten  Ebene  ist  nun  die  Verbindungslinie  der 
Durchstoßpunkte  d^  und  d\  während  die  Fluchttrace  E\  durch  den 
Punkt  v^  parallel  zu  dieser  Geraden  E'b  läuft. 

Auf  gleiche  Weise  könnte  man  auch  durch  den  Punkt  a  und 
die  Gerade  d^v^  eine  Ebene  E"i,E"v  legen.  Die  Schnittgerade  der 
Ebenen  E*  und  E"  würde   sodann,   mit  Zugrundelegung  der  voraus- 
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geschickten  Betrachtungen  die  Gerade,  welche  der  gestellten  Aufgabe 
entspricht,  repräsentieren. 

Da  aber  die  Ermittelung  einer  Ebene,  welche  durch  eine  Gerade 
und  einen  Punkt  geht,  eine  Neben-  oder  Hilfsconstniction  erfordert, 
wird  man  auf  folgende  Weise  einfacher  und  rascher  zum  Ziele 
gelangen. 

Denkt  man  sich  nämlich  den  Durchschnittspunkt  c  der  Geraden 
d^v^  mit  der  Ebene  E\E\  direct  aufgesucht,  so  erhält  man  ih  der 
Verbindungslinie  ac  offenbar  eine  in  der  Ebene  E'bE\  liegende  Gerade, 
welche  demnach  die  ebenfalls  in  E%E\  liegende  Gerade  d^v^  in  irgend 
einem  Punkte  h  treffen  muss.  Diese  Gerade  ac,  deren  Hauptpunkte 
D  und  V  sich  in  ihren  Schnitten  mit  den  Tracen  E'iEU  ergeben, 
geht  durch  den  Punkt  a,  trifft  die  Gerade  d^v^  in  einem  Punkte  h 
und  die  Gerade  d^v^  in  einem  Punkte  c,  stellt  daher  bereits  die  ge- 
forderte Gerade  g  dar. 

§.  51. 

:12,  Aufgabe.  Es  sind  drei  sich  nicht  schneidende  Gerade  dv, 
dji;,  und  d^v^  gegeben;  es  ist  eine  Gerade  zu  bestimmen,  welche  jede 
dieser  Geraden  in  einem  Punkte  schneidet. 

Auch  diese  Aufgabe  ist  nur  ein  besonderer  Fall  eines  bereits  (Auf- 
gabe 10.)  gelösten  Problems.  Wie  leicht  einzusehen,  können  wir  auch 
diesfalls  einen  zweifachen  Weg  einschlagen,  um  zur  Lösung  der  Aufgabe 
zu  gelangen.  Der  eine  bestäht  darin,  dass  man  auf  einer  der  Geraden, 
etwa  auf  d,t;,  einen  beliebigen  Punkt  a  annimmt  und  auf  Grund  der 
in  Taf.  III,  Fig.  33  durchgefOhrten  Aufgabe,  diejenige  Gerade  bestimmt, 
welche  durch  a  geht  und  die  beiden  Geraden  d^v^  und  d^v^^  schneidet. 

Aus  dieser  Art  der  Lösung  ist  auch  zu  entnehmen,  dass  es  an- 
endlich  viele  Geraden  gibt,  welche  der  gestellten  Aufgabe  genügen,  da 
man  auf  der  Geraden  d,v,  unendlich  viele  Punkte  a  annehmen  und 
durch  jeden  derselben  eine  solche  Gerade  ziehen  kann. 

Folgende  Art  der  Lösung  liefert  jedoch  rascher  eine  der  unend- 
lich vielen,  den  gegebenen  Bedingungen  entsprechenden  Geraden. 

Denkt  man  sich  nämlich  durch  die  Gerade  d,  v^  (Taf.  III,  Fig.  34) 
eine  beliebige  Ebene  EhE^,  gelegt  und  auf  bekannte  Weise  deren 
Schnittpunkte  h  und  c  mit  den  Geraden  d^v^  und  d^v^  bestimmt,  so 
stellt  die  Verbindungslinie  hc  eine  in  der  Ebene  j^fr^t  liegende  Gerade 
vor,  welche  daher  die  in  der  nämlichen  Ebene  liegende  Gerade  d^v^ 
in  einem  Punkte  a  schneidet.    Die  Hauptpunkte  D  und  V  einer  der 

den  Bedingungen  der  Aufgabe  entsprechenden  Geraden  (abc)   ergeben 
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sich    direct  im   Schnitte   derselben  mit  den   Tracen  Et  und  Ev  der 
diesbezQglich  beliebig  durch  v^d^  gelegten  Ebene  E, 

Als  specieller  Fall  der  eben  besprochenen  Aufgabe  ist  die  fol- 
gende zu  betrachten. 

§.  52. 

13.  Aufgabe.  Es  sind  drei  Gerade  dv,  d^v^,  d^v^,  die  nicht  in 
derselben  Ebene  liegen,  gegeben;  es  ist  eine  Gerade  zu  constmieren, 
welche  zur  Geraden  dv  parallel  ist  und  die  beiden  Geraden  d^v^  und 
d^v^  schneidet 

Da  die  zu  suchende  Gerade  g  zur  Geraden  dv  parallel  sein  soll, 
muss  ihre  Centralprojection  mit  der  Geraden  dv  (Taf.  III,  Fig.  35) 
den  Fluchtpunkt  v  gemein  haben. 

Die  Gerade  g  wird  demnach  einerseits  in  einer  Ebene  EbE\^ 
welche  durch  die  Gerade  d^v^  und  durch  den  Punkt  v  geht  (d.  h. 
parallel  zur  Geraden  dv  ist)  und  andererseits  in  einer  Ebene^'^^"« 
liegen,  welche  durch  d^v^  und  den  Punkt  v  (also  gleichfalls  zur  Ge- 
raden dv  parallel  ist),  gelegt  werden  kann. 

Der  Schnitt  vD  dieser  beiden  Ebenen  E*  und  E*  liefert  bereits 
die  verlangte  Gerade  g,  da  dieselbe  mit  dv  den  gemeinschaftlichen 
Fluchtpunkt  v  hat  und,  ak  Gerade  der  Ebenen  E*bE\  und  E*bE'\j 
sowohl  die  Gerade  d^v^  als  auch  die  Gerade  d^v^  in  je  einem  Punkte 
l,  resp.  c  schneiden  muss. 

§.  53. 

14.  Aufgabe.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  soll  eine  Gerade 
gesogen  werden,  welche  mit  einer  gegebenen  Geraden  einen  gemein- 
sehaftlichen  Spurpunkt  besitzt. 

Sei  a  (Taf.  III,  Fig.  36)  der  auf  dem  Träger  dv  gegebene  Punkt 
und  d|t7|  die  gegebene  Gerade.  Die  zu  suchende  Gerade  DV  muss 
offenbar  in  jener  Ebene  e^e^  liegen,  welche  durch  den  Träger  dv  und 
durch  den  Spurpunkt  der  Geraden  d^v^  geht. 

Um  diese  Ebene  e^a«  zu  erhalten,  ziehen  wir  eine  Gerade  vd' 
so,  dass  sie  einerseits  parallel  und  gleich  mit  d^Vy  ist  und  dass 
überdies  die  Strecken  d'v  und  d^v^  gleich  gerichtet  sind.  Es  wird 
sonach  durch  d'v  eine  Gerade  dargestellt,  welche  mit  der  Geraden 
d,t7,  den  Spurpunkt  d  gemein  hat.  Die  dmch  dv  und  d*v  gelegte 
Ebene  ist  folglich  die  oben  verlangte  mit  e^a«  bezeichnete  Hilfsebene. 
In  dieser  Ebene  liegt  nun  die  zu  suchende  Geiade  DV  und  wird 
bekanntlich  erhalten,  wenn  man  durch  a  eine  Parallele  zu  d^v^  zieht. 


48 

Die  soeben  gegebene  Constraction  kann  auch  auf  planimetrischem 
Wege  gerechtfertigt  werden.  Die  zu  suchende  Gerade  B  V  soll  näm- 
lich die  Gerade  d^v^  in  deren  Spurpunkt  schneiden.  Das  Bild  DV 
derselben  muss  daher  gleichgerichtet,  parallel  und  gleich  dem  Bilde 
d^v^  sein.  Ferner  muss  die  zu  suchende  Gerade  DF,  da  sie  durch  a 
gehen  soll,  mit  dv  in  der  nämlichen  £bene  e  liegen,  d.  h.  es  muss 
dD  parallel  zu  t^F  sein.  Es  kömmt  demnach  darauf  an,  durch  d 
und  V  zwei  Parallele  (e^,  e^)  so  zu  ziehen,  dass  dieselben  auf  jeder  zu 
d^v^  parallelen  Geraden  eine  Strecke  abschneiden,  die  mit  der  Strecke 
(Z^t7i  gleich  und  gleichgerichtet  ist;  derartige  Parallelen  ß^  und  e^  erhält 
man  nun,  wie  leicht  einzusehen  ist,  wenn  d'v  gleich  und  parallel  zu 
d^v^  gezogen  wird,  in  eb^==  dd^  und  in  der  durch  v  parallel  zu  dd' 
geführten  Geraden  e^.  Jede  zu  (2,t;,  parallele  Gerade,  also  auch  die 
durch  a  gehende,  wird  von  diesen  Parallelen  in  zwei  Punkten  D  und 
V  geschnitten,  deren  Abstand  der  Größe  und  dem  Sinne  nach  mit 
d^v^  übereinstimmt. 

§.  54. 

Die  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  besprochenen  Beziehungen 
und  Aufgaben,  die  wir  „projectivische^  oder  „descriptive^ 
Beziehungen  oder  Aufgaben  nannten,  beschäftigten  sich  mit  der  Be* 
trachtung  der  „Incidenz^,  d.  h.  des  „Ineinanderliegens'^  von 
geometrischen  Elementen. 

Bei  allen  bisher  gepflogenen  Erörterungen  trat  die  f(ir  den  ersten 
Augenblick  auffallende  Erscheinung  zu  Tage,  dass  dem  Projections- 
centrum  keinerlei  Beachtung  zugewendet  wurde,  indem  sämmtliche 
hieher  gehörige  Constructionen  unabhängig  von  der  Lage  des  Gentrums 
ausgeführt  wurden.  Die  Erklärung  dieser  Thatsache  ist  einerseits  in 
dem  Wesen  des  Projicierens  von  einem  Punkte,  „dem  Centrum^  aus, 
und  andererseits  in  der  Art  und  Weise  der  centralprojectivischen  Be- 
stimmung von  „Punkt,  Gerade  und  Ebene"  zu  suchen. 

Wir  wissen  nämlich,  dass  die  Projection  eines  auf  einer  Geraden 
lingenden  Punktes  in  der  Projection  dieser  Geraden  liegen  müsse. 
Ferner  wurde  gezeigt,  dass  die  Hauptpunkte  v  und  d  einer  Geraden 
ß,  welche  in  einer  Ebene  E  liegt,  in  den  Tracen  E^E^  dieser  Ebene 
liegen  müssen. 

Nachdem  diese  Fundamentalbedingungen  von  der  Lage  des  Pro- 
jectionscentrums  unabhängig  sind^  so  gilt  dasselbe  offenbar  auch  für 
alle  aus  ihnen  einzig  und  allein  abgeleiteten  Beziehungen. 

Selbstverständlich  ist  es  jedoch,  dass  bei  verschiedener  Lage  des 
Projectionscentrums  die  räumliche  Lage  der  durch  eine  und  die- 
selbe Projection  dargestellten  Gebilde  eine  jeweilig  verschiedene  sein 
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wird,  ohne  dass  aber  die  Art  und  Weise  der  Verknüpfuag  ihrer  Elemente 
sich  ändert. 

Umgekehrt  hat  ein  räumliches  Gebilde,  dessen  Elemente  nur 
solche  Beziehungen,  wie  sie  bisher  entwickelt  wurden,  aufweisen,  Pro- 
jectionen,  welche,  wie  auch  das  Centrum  angenommen  werden  mag, 
stets  denselben  Charakter  zeigen,  oder  mit  anderen  Worten,  die  gleiche 
Anzahl  gleichartiger  Elemente  in  gleicher  Verknüpfung  besitzen. 
Aus  diesem  Grunde  werden  die  genannten  Beziehungen  im  Vereine  mit 
einer  Gruppe  weiterer  Beziehungen^  welche  mit  diesen  in  engster  Ver- 
bindung stehen  und  in  der  Folge  einer  eingehenderen  Betrachtung 
unterzogen  werden  sollen,  „projectivische^  oder  „descriptiye^ 
Beziehungen  genannt. 

In  gleichem  Sinne  kann  nunmehr  auch  von  ^^projectivischen 
Eigenschaften",  „projectivischen  Aufgaben"  und  ebenso  voa 
einer  „projectivischen  Geometrie"  im  engeren  Sinne  des  Wortes 
die  Rede  sein. 


111.  Capitel. 
Metrische  Eigenschaften   (Beziehungen). 

§55. 
Allgemeine  Bemerkangen. 

Eine  wichtige  Aufgabe  der  darstellenden  Geometrie  ist  bekannt- 
lich auch  die  construotive  Ermittelung  der  wahren  Größen  von  durch 
ihre  Projectionen  bestimmten  Strecken  und  Winkeln,  und  ebenso  um- 
gekehrt, die  Bestimmung  der  Projectionen  aus  den  wahren  Größen 
gegebener  Gebilde. 

Da  eine  centralprojectivisch  dargestellte  Strecke  nur  dann  in 
wahrer  Größe  erscheint,  wenn  sie  in  der  Bildebene  selbst  liegt,  und 
ein  centralprojectivisch  dargestellter  Winkel  nur  dann  in  seinem  wirk- 
lichen Ausmaße  erscheint,  wenn  seine  Ebene  mit  der  Bildebene  zu- 
sammenfallt oder  wenigstens  zu  derselben  parallel  ist,  so  wird  es  vor 
allem  darauf  ankommen,  centralprojectivisch  dargestellte  Strecken  oder 
Winkel  in  eine  solche  Lage  zu  bringen,  dass  dieselben  mit  der  Bild- 
ebene zusammenfallen. 

Selbstverständlich  müssen  diese  Lagenveränderungen  des 
räumlichen  Gebildes  derart  beschaffen  sein,  dass  das  veränderte  Bild 
aus  dem  ursprunglichen  Bilde  durch  graphische  Constructionen  in 
der  Bildebene,  abgeleitet  werden  kann. 

Penchka,  Darstellende  a.  projectire  Geometrie.  4 
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Die  besagten  Lagenveräuderungen  räumlicher  Gebilde  köuneD 
entweder  durch  eine  „Parallelverschiebung"  oder  durch  eine 
„Drehung"  des  Gebildes  ihre  Verwirklichung  finden. 

Durch  Parallelverschiebung  wird  die  Lage  eines  gegen  die 
Bildebene  geneigten  Gebildes,  in  Bezug  auf  dessen  Neigung  nicht 
geändert.  Ist  demnach  eine  Strecke  oder  ein  Winkel  zur  Bildebene 
nicht  parallel,  so  werden  diese  Gebilde  durch  eine  bloße  Parallelver- 
schiebung auch  nie  in  eine  zur  Bildebene  parallele  Lage  gebracht 
werden  können. 

Die  Drehung  des  räumlichen  Gebildes  dagegen  fDhrt  immer 
zu  dem  angestrebten  Ziele.  Überdies  wird  man  es  im  allgemeinen 
immer  nur  mit  der  Drehung  einer  Ebene  zu  thun  haben. 

Handelt  es  sich  nämlich  darum,  die  wahre  Größe  einer  central- 
projectivisch  dargestellten  geradlinigen  Strecke  zu  bestimmen,  so  wird 
man  durch  den  Träger  dieser  Strecke  eine  Ebene  legen  und  diese 
sammt  der  in  ihr  liegenden  Strecke  in  die  Bildebene  um  ihre  Bild- 
flächtrace  drehen.  Ebenso  wird  man,  um  die  wahre  Größe  eines  Win- 
kels zu  bestimmen,  die  Ebene  desselben  suchen  und  diese  um  ihre 
Bildflächtrace  in  die  Bildebene  hineindrehen. 

Die  Größe  des  Drehungswinkels  einer  Ebene,  d.  h. 
jenes  Winkels,  welchen  (im  Bogenmaße)  jeder  Punkt  der  zu  drehenden 
Ebene  beschreibt,  bis  er  in  die  Bildebene  gelangt,  ist  offenbar  über- 
einstimmend mit  der  Größe  des  Neigungswinkels  der  zu 
drehenden  Ebene  mit  der  Bildebene. 

Die  angegebene  Drehungsoperation,  welche  den  Zweck  hat,  eine 
Ebene  sammt  den  in  ihr  liegenden  Gebilden  mit  der  Bildebene  zur 
Coincidenz  zu  bringen,  nennt  man  das  „Umlegen"  oder  das  ^um- 
klappen" der  Ebene  und  das  in  derselben  befindliche  Gebilde  nach 
der  vollzogenen  Drehung  das  „umgelegte  Original"  oder  die  „Um- 
legung". 

Um  eine  Ebene  umzulegen ,  ist  die  Kenntnis  ihres  Neigungs- 
winkels gegen  die  Bildebene  erforderlich  und  letzteres  setzt  wieder 
voraus,  dass  das  Projectionscentrum  bekannt  sei,  da  dieses  in  Verbin- 
dung mit  der  Fluchttrace  der  Ebene,  die  Neigung  der  letzteren  gegen 
die  Bildebene  bestimmt. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  zur  Bestimmung  der  wahren  Größe  einer 
Strecke  oder  eines  Winkels  die  Lage  des  Projectionscentrums  bekannt 
sein  müsse,  dass  also  auch  zur  Construction  von  gegenseitigen  Bezie- 
hungen und  zur  Lösung  von  Aufgaben,  in  welche  Längen-  und  Winkel- 
größen eintreten ,  die  Kenntnis  der  Lage  des  Projectionscentrums 
nothwendige  Bedingung    sei.     Derartige    Beziehungen   oder  Probleme 
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pflegen  wir  im  allgemeinen  als  ^metrische  Beziehungen'^  oder 
«metrische  Probleme^  zu  bezeichnen. 

Eine  Ausnahme  hievon  bildet  die  Orößenbestimmung  von 
Gebilden,  welche  in  Ebenen  liegen,  die  zur  Bildebene  pa- 
rallel sind. 

Die  Centralprojection  eines  in  einer  zur  Bildebene  parallelen 
Ebene  liegenden  Winkels  hat,  wie  leicht  einzusehen  ist,  dieselbe 
Größe  wie  der  Winkel  im  Baume  selbst. 

Die  Centralprojection  einer  Strecke,  die  in  einer  zur  Bildebene 
parallelen  Ebene  liegt,  erscheint  zwar  daselbst  nicht  unmittelbar  in 
wahrer  Größe,  kann  aber  durch  Parallelyerschiebung  mit  der  Bildebene 
znr  Incidenz  gebracht  werden ;  ohne  dass  die  Lage  des  Projeotions- 
centrums  nothwendig  als  gegeben  vorliegen  mQsste. 

Die  Construction  für  diese  besonderen  Fälle  wird  in  der  Folge 
näher  erläutert  werden. 

§.  56. 

Bestimmang  des  Neigungswinkels  einer  Geraden  mit  der  BUdebene. 
Neigungskreis  von  Geraden  gleicher  BUdflftohneigang. 

Seien  dv  (Taf.  IV,  Fig.  37)  eine  centralprojectivisch  dargestellte 
Gerade  und  D  der  Distanzkreis.  Die  Gerade  ll  oder  d  v  besitzt  selbst- 
yerständlich  dieselbe  Bildflächneigung,  wie  der  ihr  zugehörige  Flucht- 
strahl ((7,  v).  Es  wird  daher  genügen,  jenen  Winkel  zu  bestimmen, 
welchen  dieser  Fluchtstrahl  mit  der  Bildebene  B  bildet,  oder  was  das- 
selbe ist,  den  Winkel  zu  ermitteln^  welchen  der  Fluchtstrahl  mit  seiner 
Orthogonalprojection  auf  die  Bildebene  einschließt. 

Die  Orthogonalprojection  des  Punktes  C  (des  Centrums  im  Baume) 
auf  die  Bildebene  ist  der  Hauptpunkt  A^  folglich  die  orthogonale  Pro- 
jection  des  Strahles  Cv  auf  die  Bildebene  die  Verbindungsgerade  Äv. 

In  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  CAv  ist  sodann  der  Winkel 
CvA  der  gesuchte  Neigungswinkel  des  Fluchtstrahles  (CjV)^ 
also  auch  jener  Winkel,  welchen  die  durch  dv  dargestellte  Gerade  mit 
der  Bildebene  einschließt. 

Denken  wir  uns  noch  schließlich  das  bei  A  rechtwinklige  Dreieck 
C vA  xim  Av  in  die  Bildebene  umgelegt,  so  erscheint  der  gesuchte 
Neigungswinkel  n&  der  Geraden  ll  mit  der  Bildebene  in 
dieser  Lage  in  seiner  wahren  Größe.  Die  eine  Kathete  C^A  des 
rechtwinkligen  Dreiecks  vAC  ist  offenbar  gleich  der  Distanz,  die 
zweite  Kathete  Av  repräsentiert  die  orthogonale  Bildflächprojection 
des  Fluchtstrahles  C^v  und  der  Winkel  C^vA  stellt  den  gesuchten 
Neigungswinkel  Uh  in  wahrer  Größe  dar. 

4* 
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Aus  dem  Dreiecke  C^vÄ  ergibt  sich  ferner,  wenn  man  die  Distanz 
Cf^Ä  der  Kürze  wegen  mit  d  und  die  Länge  vÄ  mit  £  bezeichnet, 
folgende  einfache  Beziehung: 

d 


und      s  = 


tangnt  ^ 

wobeiy  wie  bereits  gesagt,  n&  den  Neigungswinkel  der  Geraden  dv  mit 
der  Bildebene  vorstellt. 

Der  vorstehenden  Formel  entnehmen  wir,  dass  bei  gegebenem  Pro- 
jeotionscentrum;  das  heisst,  wenn  d  constant  ist,  die  Größe  des  Neigungs- 
winkels nt  nur  von  der  Entfernung  Äv  ==  e  des  Fluchtpunktes  v  von 
dem  Hauptpunkte  Ä  abhängig  sei,  und  dass  s  =  Äv  um  so  größer, 
resp.  kleiner  ist,  je  kleiner,  resp«  größer  n«,  also  auch  tätig nt,  ist 
und  umgekehrt. 

Für  ni  =  0,  d.  i.  für  solche  Geraden,  die  zur  Bildebene  parallel 

sind,  ergibt  sich 

tgnt  =  0,  also  B  =  Äv  =  cx>, 

d«  lu  der  Fluchtpunkt   von   zur   Bildebene   parallelen   Geraden 

liegt,  wie  wir  vordem  bereits  direct  nachgewiesen  haben,  in  unendlicher 

Entfernung. 

Für  Gerade 9  die  zur  Bildebene  senkrecht  stehen,  d«  h.  für 
W5  =  90«,  ist: 

tangtih  =  oo,  also  Äv  =  0. 

Hieraus  folgt  der  Satz: 

^4.  y^Der  Fluchtpunkt  aller  zur  Bildebene  senkrechten  Geraden 
fällt  mit  dem  Hauptpunkte  A  zusammen.^ 

§.  57. 

Die  Formel  —  =  tangn^  lässt  noch  weitere  Discussionen  zu. 

Wäre  beispielsweise  der  geometrische  Ort  der  Fluchtpunkte  aller 
Geraden  zu  bestimmen, .  welche  einen  gegebenen  Winkel  a  mit  der 
Bildebene  einschließen,  so  ist  für  diesen  Fall: 

—  =  tanga   oder 

a  =  r  -    -  =  const. 
tanga 

Diese  Beziehung  sagt  aus,  dass  die  Entfernung  der  Fluchtpunkte 
von  Geraden,  die  eine  gegebene  Bildflächneigung  besitzen,  vom  Haupt- 
punkte A  constant  ist,  dass  also  die  Fluchtpunkte  von  all  jenen 
Geraden,  welche  gegen  die  Bildebene  gleich  geneigt  sind,  in 
der  Peripherie  eines  Kreises  liegen,  dessen  Mittelpunkt  A  ist. 
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Mit  Bezug  auf  die  Bedeutung  von  d,  s  und  n»  =  c^  in  dem 
Dreiecke  C^vÄ  (Taf.    IV,  Fig*  37)   erhält  man  den  wichtigen  Satz: 

25.  j^Die  Fluchtpunkte  aller  Geraden^  welche  die  nämliche  Nei- 
gung («)  gegen  die  Bildebene  besitzen,  liegen  in  einem  Kreise,  dessen 
Mittelpunkt  der  Hauptpunkt  A  ist.  Der  Radius  dieses  Kreises  ergibt 
sich  als  die  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreieckes,  dessen  eweite 
Kathete  die  Distanjs  ist  ufhd  deren  gegenüberliegende  Winkel  a,  die 
Neigung  der  Geraden  gegen  die  Bildebene  darstellt J'' 

Besagten  Kreis  pflegt  man  den  „Fluchtkreis^  oder  „Neigungs- 
kreis^  gleichgeneigter  Qeraden  zu  nennen. 

Ist  der  Winkel  a  =  45",  so  ist  toMga  =  1  und  daher: 

«  =  cZ, 

d.  h.:  ^Der  Neigungskreis  von  Geraden,  die  mit  der  Bildebene  einen 
Winkel  von  45"  einschließen,  hat  die  Distanz  d  zum  Badius,  fällt 
demnach  mit  dem  Distanzkreise D  zusammen^,  oder  ^alle  Geraden, 
welche  unter  45"  gegen  die  Bildebene  geneigt  sind,  ver- 
schwinden im  Distanzkreise^. 

§.  58. 

Bestimmiuig  des  Neigungswinkels  einer  durch  ihre  Tracen  gegebenen 
Ebene   mit  der  Bildebene.     Flucht-   oder  Neigungskreis   yon  Ebenen 

gleicher  Bildflächneigung. 

Die  Fluchtebene  ((7,  E^)  (Taf.  IV,  Fig.  38)  einer  gegebenen  Ebene 
EhE^  ist  zu  der  letzteren  parallel,  schließt  daher  mit  der  Bildebene 
den  nämlichen  Winkel  ein,  wie  diese. 

Es  wird  sich  demnach  bloß  darum  handeln,  den  Neigungswinkel 
der  Fluchtebene  mit  der  Bildebene  zu  ermitteln. 

Bekanntlich  ist  der  Neigangswinkel  zweier  Ebenen  identisch  mit 
jenem  Winkel^  welchen  die  Schnittlinien  dieser  Ebenen  mit  einer  auf 
ihrer  Durchschnittsgeraden  senkrecht  stehenden  Ebene  untereinander 
einschließen. 

Im  vorliegenden  Falle  wird  man  also  zuerst  eine  Ebene  bestim- 
men, welche  zur  Schnittgeraden  der  Bildebene  mit  der  Ebene  {G.E^)^ 
also  zur  Trace  E^  derselben,  senkrecht  steht. 

Eine  solche  Ebene  wird  nun  offenbar  auch  zur  Bildebene  selbst 
senkrecht  stehen  mQssen  und  eine  Bildflächtrace  besitzen,  die  senkrecht 
zur  Geraden  £«  ist. 

Denken  wir  uns  diese  Hilfsebene  so  gelegt,  dass  sie  gleichzeitig 
durch  das  Projectionscentrum  C  geht,  so  wird,  wie  leicht  einzusehen^ 
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ihre  Trace  auf  der  Bildebene  durch  die  von  A  auf  E^  senkrecht  ge- 
zogene Gerade  AA^  dargestellt,  während  deren  Schnittlinie  CA^  mit 
der  Ebene  (£„,  C)  die  Verbindungsgerade  von  C  mit  A^  ist. 

In  dem  auf  diese  Weise  entstandenen  rechtwinkligen  Dreiecke 
CAA^  ist  bereits  der  Winkel  CA^A  der  gesuchte  Neigungs- 
winkel. Wenn  man  das  so  erhaltene  rechtwinklige  Dreieck  CA^A^ 
in  welchem  AC -=  AC^^  die  Distanz  repräsentiert;  \xm  A^A  in  die 
Bildebene  umlegt ,  wodurch  derselbe  nach  A^C^A  gelangt,  so  wird 
durch  den  Winkel  G^^A^A  die  wahre  Größe  des  vorerwähnten  N e i- 
gungswinkels  Nh  der  Ebene  E  mit  der  Bildebene  B  dar- 
gestellt. 

Diese  Gonstruction  zeigt,  dass  die  Ebene  E^  deren  Fluchttrace 
Ev  ist,  mit  der  Bildebene  den  nämlichen  Winkel  ein- 
sehließt, wie  jene  Geraden,  deren  Flucht-  oderVer- 
schwindungspunkt  v  mit  A^  zusammenfällt. 

Hieran  lassen  sich  noch  einige  Bemerkungen  knüpfen. 

Nehmen  wir  nämlich  A^  als  den  Fluchtpunkt  irgend  einer  belie- 
bigen, in  der  Ebene  EhEt  liegenden  Geraden  J.,d,  an,  was,  da  der 
Fluchtpunkt  A^  in  der  Fluchttrace  J?„  liegt,  anstandslos  geschehen 
kann,  so  findet  man  sofort,  dass  d^A^  eine  von  denjenigen  Geraden  in 
der  Ebene  EhE^  ist,  welche  mit  der  Bildebene  den  größten  (spitzen) 
Winkel  einschließen ;  denn  da  A  A^  senkrecht  zu  J?,  steht ,  so  ist  A^ 
derjenige  Funkt  in  JEJt,  welcher  vom  Hauptpunkte  A  den  kleinsten 
Abstand  hat,  mithin  also  den  Fluchtpunkt  jener  Geraden  in  der  Ebene 
EbEv  vorstellt,  welche  mit  der  Bildebene  den  größten  Winkel  ein- 
schließt. Wir  haben  bereits  vorher  darauf  hingewiesen,  dass  dieser 
Winkel  dem  Neigungswinkel  Nh  der  Ebene  EhE^  gegen  die 
Bildebene  gleich  ist. 

Man  nennt  daher  derartige  Gerade  in  der  Ebene  Ei,E^^  welche 
mit  der  Bildebene  den  größtmöglichsten  Winkel  (gleich  dem 
Neigungswinkel  der  Ebene  E  gegen  die  Bildebene)  einschließen, 
und  deren  Fluchtpunkt  der  Fußpunkt  J.,  des  vom  Haupt- 
punkte A  auf  die  Trace  E^  gefällten  Perpendikels  ist,  die 
^Linien  größten  Falles**  oder  kurz  die  „Falllinien"  der  ge- 
gebenen Ebene  EtE^, 

Ferner  ist  ersichtlich,  dass  der  Fluchtstrahl  CA^  dieser  Geraden 
in  der  zur  Bildebene  und  zur  Trace  E^  senkrechten  Ebene  (CAA^) 
liegt  und  demgemäß  zur  Trace  Et  senkrecht  steht.  Es  ist  nun  infolge 
der  Parallelität  der  Tracen  Et  und  JEJ«,  sowie  der  Geraden  d^A^, 
d^A^...  und  des  Fluchtstrahles  CA^  klar,  dass  die  Falllinien  einer 
Ebene  auf  der  Bildflächtrace  derselben  senkrecht  stehen. 
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Aus  dem  rechtfrinkligen  Dreieck  CAA^  folgt  die  Belation: 

-  =  tang  Ni , 

E 

wenn  wir  unter  d  wieder  die  Distanz,  unter  b  die  Länge  AA^  oder 
den  Abstand  der  Fluchttrace  £r  vom  Hauptpunkte  A  und  unter  2^b 
den  Neigungswinkel  der  Ebene  E^E^  gegen  die  Bildebene  verstehen. 

Diese  Formel  sagt  aus,  dass  der  Neigungswinkel  ^^  einer  Ebene 
gegen  die  Bildebene  um  so  größer,  resp.  kleiner  sei,  je  kleiner,  resp. 
größer  der  Abstand  ihrer  Fluchttrace  vom  Hauptpunkte 
JL  ist. 

Wenden  wir  wieder  den  beiden  Grenzwerten  ^6=0  und  ^^6=90® 
des  obbezeichneten  Neigungswinkels  unsere  Aufmerksamkeit  zu,  so 
finden  wir,  dass  wenn  eine  Ebene  mit  der  Bildebene  den  Winkel 
Nh^=^0  einschließt ,  wenn  dieselbe  also  zur  Bildebene  parallel  ist : 
Uing  N^  :=:  tang  0  =  0  und  folglich  €  =  cx>  sei . 

Aus  dieser  einfachen  Erörterung  folgt,  dass  die  Fluchttrace 
einer  zur  Bildebene  parallelen  Ebene  in  unendlicher 
Entfernung  Hegt,  ein  Resultat,  welches  wir  bereits  anderweitig  auf 
direct«rn  Wege  abgeleitet  haben. 

Schließt  eine  Ebene  mit  der  Bildebene  den  Winkel  Nb  =  90® 
ein,  so  ist  tangNb  =  tgOO^  =  oo  und  c  =  0,  d.  h.  die  Fluchttrace 
einer  zur  Bildebene  senkrecht  stehenden  Ebene  hat  vom 
Hauptpunkte  A  den  Abstand  0  (Null)  oder  was  dasselbe  ist,  die 
Fluchttrace  einer  zur  Bildebene  senkrecht  stehenden 
Ebene  geht  unmittelbar  durch  die  orthogonale  Bildfläch- 
projection  A  des  Projectionscentrums. 

Das  Gesagte  erhellt  auch  aus  der  Betrachtung,  dass  die  Fall- 
linien einer  zur  Bildebene  senkrechten  Ebene  gleichfalls  zur  Bildebene 
senkrecht  stehen  und  daher  deren  Fluchtpunkt  A  ein  Punkt  der  Flucht- 
trace dieser  Ebene  sein  mQsse. 

§.  59. 

Setzen  wir  weiters  voraus,  dass  eine  beliebige  Zahl  von  Ebenen 
vorliege,  deren  Neigungswinkel  a  gegen  die  Bildebene  von  willkür- 
licher Größe,  in  Bezug  aufeinander  jedoch  von  gleichem  Zahlwerte 
seien.  Diesfalls  wird  sich  bezüglich  der  Lage  der  Fluchttracen  aller 
jener  Ebenen,  welche  den  nämlichen  Winkel  a  mit  der  Bildebene 
einschließen,  eine  interessante  Eigenschaft  ergeben. 

Betrachten  wir  die  vorher  aufgestellte  Formel: 

—  =  tang  Nb, 
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so  ergibt  dieselbe  in  diesem  Falle  die  Beziehung: 

6  =  -2 =  const., 

tanga 

d.  h.  die  Fluchttracen  aller  Ebenen,  welche  die  gleiche  Bildflächneigung 
cc  besitzen,  haben  vom  Hauptpunkte  Ä  eine  gleiche,  nur  von  der  Größe 
des  Winkels  a  abhängige  Entfernung,  oder  mit  anderen  Worten,  die 
Fluchttracen  sämmtlicher  Ebenen  berühren  einen  Kreis,  dessen  Mittel- 
punkt der  Hauptpuukt  Ä  ist.  Wir  können  demnach,  mit  Bezug  auf 
die  Bedeutung  von  d,  s,  und  a  =  Nt  in  dem  rechtwinkligen  Drei- 
ecke CäA^,  folgenden  Satz  aussprechen: 

26.  j^Die  Fluchttracen  aller  Ebenen^  welche  mit  der  Büdebene 
einen  und  denselben  Winkel  cc  einschließeny  besitzen  vom  Hauptpunkte 
A  einen  Abstand  s ,  welcher  sich  als  die  Kathete  eines  rechtunnkligen 
Dreieckes  ergibt ,  dessen  zweite  Kathete  die  Distanz  d  und  der  der- 
selben gegenüberliegende  Winkel  dem  Neigungswinkel  a  gleich  ist^ 
d«  Ä.  die  sämmtlichen  Fluchttracen  van  gegen  die  Bildebene  gleich 
geneigten  Ebenen  erscheinen  als  Tangenten  an  einen  Kreis^  dessen  Mittel- 
punkt der  Hauptpunkt  A^  und  dessen  Radius  der  obgenannte  Ab" 
stand  ist^ 

Man  nennt' jeden  solchen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  der  Haupt- 
punkt J.  ist,  einen  „Fluchtkreis"  oder  „Neigungskreis"  gleich 
geneigter  Ebenen. 

Ist  speciell  «  =  45",  also  tanga  ^=1,  so  ist  « =  d,  d.  h. 
der  Fluchtkreis  von  Ebenen,  die  mit  der  Bildebene  den 
Winkel  von  45"  einschließen,  fällt  mit  dem  Distanzkreise 
zusammen. 

Zur  Kenntnis  der  Fluchtkreise  gleichgeneigter  Geraden  und 
Ebenen  hätte  man  auch  auf  rein  geometrischem  Wege  gelangen  können, 
indem  eine  Gerade  (der  Fluchtstrahl),  welche  durch  das  Projections- 
centrum  C  geht  und  einen  constanten  Winkel  mit  der  Bildebene 
einschließt,  einen  Sotationskegel  erzeugt,  dessen  Scheitel  das  Centrum, 
dessen  Axe  der  Hauptstrahl  und  dessen  kreisförmige  Leitlinie  auf  der 
Bildebene  der  vorbezeichnete  Neigungskreis  der  obgenannten  Gera- 
den ist. 

In  gleicher  Weise  ergibt  sich  auch  der  Flachtkreis  gleioh- 
geneigter  Ebenen  als  die  kreisförmige  Leitlinie  jenes  Kegels  auf  der 
Bildebene,  welcher  von  den  gleichgeneigten  Fluchtebenen  einge- 
hüllt wird. 
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§.  60. 
Aufgaben  über  die  Bildflächneignng  von  Geraden  und  Ebenen. 

15.  Aufgabe,  In  einer  Ebene  ist  dnreli  einen  Pnnkt  eine  Gerade 
zn  stehen,  welche  mit  der  Bildebene  einen  gegebenen  Winkel  ein- 
schließt 

Sei  EbE^  [(Taf.  IV,  Fig.  39)  die  gegebene  Ebene,  a  die  Central- 
projection  des  in  derselben  gegebenen  Punktes  und  cc  die  wahre  GröOe 
des  gegebenen  Winkels* 

Der  Fluchtpunkt  v  der  zu  suchenden  Geraden  dgiuss,  der  gestellten 
Aufgabe  entsprechend,  einerseits  in  der  Fluchttrace  JEJ«  der  gegebenen 
Ebene  E  und  andererseits  in  dem  dem  Winkel  a  entsprechenden 
Fiuchtkreise  Vm  liegen.  Der  Badius  q  des  letzteren  ergibt  sich  (nach 
Satz  26)  als  die  Kathete  Ar  des  rechtwinkligen  Dreieckes  G^Ar. 
In  letzterem  kann  Ar  selbstverständlich  nach  jeder  beliebigen  Rich- 
tung gezogen,  hierauf  G^A=^d  senkrecht  errichtet  und  sodann  C^r 
unter  dem  Winkel  (90  —  a)  gegen  C^A  oder  unter  dem  Winkel  « 
gegen  Ar  gefuhrt  werden. 

Beschreibt  man  nun  aus  dem  Mittelpunkte  A  mit  dem  Badius 
Ar  :=  Q  einen  Kreis  F»,  so  stellt  dieser  den  dem  Winkel  a  entspre- 
chenden Neigungskreis  dar,  während  dessen  Durcbschnittspunkte  v 
und  v^  mit  der  Fluchttrace  E^  die  gesuchten  Fluchtpunkte  liefern. 
Die  der  Aufgabe  entsprechenden  Geraden  sind  sodann  av  und  av^, 
deren  Durchstoßpunkte  d  und  d^  sich  als  die  Schnittpunkte  dieser 
Geraden  mit  der  Bildflächtrace  £&  ergeben. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  reelle  Lösungen  der  Aufgabe 
nur  dann  bestehen,  wenn  der  Neigungskreis  F«  von  der  Fluchttrace 
£«  geschnitten  wird,  d.  h.  sobald  der  Badius  q  des  Neigungskreises 
Vk  größer  als  der  Abstand  s  der  Fluchttrace  E^  vom  Hauptpunkte 
A  ist.  Diese  Anforderung  ist  offenbar  gleichbedeutend  mit  der  Bedin- 
gung, dass  der  gegebene  Neigungswinkel  a  kleiner  sein  müsse 
als  die  Bildflächneigung  der  gegebenen  Ebene.  Letzteres  hätte 
man  übrigens  auch  von  vornherein  behaupten  können,  da  bereits  nach- 
gewiesen wurde,  dass  der  Neigungswinkel  Nh  einer  Ebene  E  gegen  die 
Bildebene  der  grösste  Winkel  ist,  den  eine  in  dieser  Ebene  liegende 
Gerade  mit  der  Bildebene  einschließen  kann. 

Ist  der  gegebene  Neigungswinkel  a  dem  Neigungswinkel  Nt  der 
gegebenen  Ebene  E  gleich,  so  ist  der  diesem  Winkel  entsprechende 
Neigangskreis  Vi  auch  gleichzeitig  der  Fluchtkreis  der  gegebenen  Ebene 
EbE^\  derselbe  wird  also  von  der  Fluchttrace  Ej,  berührt.  Unter  dieser 
Annahme  fallen  naturgemäß  die  zwei  Schnittpunkte  v  und  t^i  in  dem 
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Berührungspunkte  von  Ef,  mit  Vk  zusammen  und  es  gibt  sodann  nur 
eine,  oder  richtiger  gesagt,  zwei  zusammenfallende  Gerade«  welche  den 
Bedingungen  der  gestellten  Aufgabe  entsprechen. 

Sehneidet  endlich  die  Fluchttrace  Et,  den  dem  Winkel  a  ent- 
spreoheoden  Neigungswinkel  Vk  nicht»  was,  wie  früher  bemerkt  wurde, 
immer  dann  eintritt,  sobald  der  gegebene  Winkel  a  größer  als  die 
Bildflächneigung  der  gegebenen  Ebene  Et  Et,  ist,  so  existieren  keine, 
oder  richtiger  gesagt,  zwei  imaginäre  oder  ideelle  Geraden,  welche  der 
oben  gestellten  Aufgabe  Genüge  leisten. 

§.  61. 

16.  Aufgabe.  Durch  eine  gegebene  Gerade  ist  eine  Ebene  zu 
legen,  welche  mit  der  Bildebene  einen  bestimmten  Winkel  ein- 
schließt. 

Es  seien  dv  (Taf.  IV,  Fig.  40)  die  gegebene  Gerade  und  a  der 
gegebene  Neigungswinkel,  welchen  die  darzustellende  Ebene  E  mit  der 
Bildebene  einschließen  soll.  Die  Fluchttrace  E^  der  zu  suchenden 
Ebene  muss  einerseits,  da  die  letztere  durch  die  Gerade  dv  gehen 
soll,  den  Fluchtpunkt  v  dieser  Geraden  enthalten  und  andererseits,  da 
dieselbe  mit  der  Bildebene  den  Winkel  a  einzuschließen  hat,  den  diesem 
Winkel  a  zugehörigen  Neigungskreis  Vk  berühren. 

Der  Badius  Ar  =z  q  des  genannten  Neigungskreises  wird  nach 
Früherem  aus  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  C^Ar  construiert,  in 
welchem  q  die  eine  Kathete  repräsentiert,  während  die  andere  Kathete 
CqA  die  Distanz  d  und  der  ihr  gegenüberliegende  Winkel  a,  oder 
der  derselben  anliegende  Winkel  (90  —  a),  ist.  Zieht  man  an  diesen 
Neigungskreis  Vk  von  dem  Fluchtpunkte  v  aus  die  Tangenten  E^  und 
E\,  so  stellen  diese  die  Fluchttracen  der  gesuchten  Ebenen  dar,  deren 
Bildflächtracen  Et  und  E'j,  durch  d,  beziehungsweise  parallel  zu 
Ev  und  E\  zu  ziehen  sind. 

Wenn  wir  diese  Aufgabe  discutiereu;  so  werden  wir  finden,  dass 
derselben,  ähnlich  wie  im  vorhergehenden  Falle,  entweder  zwei  reelle 
oder  zwei  imaginäre  oder  auch  zwei  reelle  zusammenfallende  Ebenen 
entsprechen. 

Zwei  reelle  Tangenten  sind  von  v  an  den  Neigungskreis  Vk  nur 
dann  möglich,  wenn  v  außerhalb  dieses  Kreises  liegt,  wenn  also  die 
Entfernung  vA  größer  als  der  Badius  q  des  Neigungskreises  ist. 

Hieraus  geht  unmittelbar  hervor,  dass  in  dem  Falle  als  zwei 
reelle  getrennte  Lösungen  der  gestellten  Aufgabe  möglich  sein  sollen, 
der  Neigungswinkel  a  größer  sein  müsse  als  der  Neigungswinkel  der 
gegebenen  Geraden  dv  gegen  die  Bildebene.    Dies  ist  übrigens  auch 
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aus  d^m  umstände  erklärlich,  dass  der  Neigungswinkel  einer  Ebene 
gegen  die  Bildebene  der  größte  Winkel  ist,  unter  welchem  eine  Gerade 
in  dieser  Ebene  gegen  die  Bildebene  gesogen  werden  kann,  dass  also 
umgekehrt  der  Neigungswinkel  einer  Geraden  gegen  die  Bildebene 
der  kleinste  Winkel  ist,  unter  welchem  eine  Ebene  durch  die 
Gerade  gegen  die  Bildebene  zu  legen  möglich  ist. 

Ist  demnach  der  gegebene  Winkel  a  größer  als  die  Bild- 
flächneigung der  gegebenen  Geraden,  so  existieren  zwei 
reelle  Ebenen,  welche  den  Bedingungen  der  Aufgabe  genügen;  ist 
dagegen  der  Winkel  a  kleiner  als  die  Bildfiächneigung  der  Geraden 
äf7,  80  existieren  keine,  resp.  zwei  imaginäre  der  Aufgabe  ent- 
sprechende Ebenen. 

Der  besondere  Fall,  dass  der  gegebene  Winkel  a  dem  Neigungs- 
winkel der  Geraden  dv  gegen  die  Bildebene  gleich  ist,  bildet  die 
Grenze  zwischen  den  beiden  eben  erläuterten  Fällen. 

Ist  a  gleich  jenem  Winkel,  welchen  dv  mit  der  Bildebene  ein- 
schließt, so  ist  der  Neigungskreis,  welcher  diesfalls  dem  obbezeichneten 
Winkel  a  entspricht,  identisch  mit  dem  Neigungskreise,  welcher  der 
Geraden  dv  zukömmt;  es  wird  demnach  der  Punkt  v  auf  der  Peripherie 
des  erstgenannten  Kreises  liegen,  und  kann  somit  von  demselben  bloß 
eine  den  Ereis  berührende  Gerade,  oder  richtiger  gesagt,  es  können 
nur  zwei  zusammenfallende  Tangenten  an  den  Kreis  gezogen  werden. 
Die  Gerade  dv  stellt  also  in  diesem  Falle  gleichzeitig  eine  Fall- 
linie der  gesuchten  Ebene  dar. 

§.  62. 

17.  Aufgabe.  Durch  eine  zur  Bildebene  parallele  Gerade  ist  eine 
Ebene  zu  legen,  welche  mit  der  Bildebene  einen  gegebenen  Winkel 
einschließt 

Sei  l  (Taf.  IV,  Fig.  41)  die  auf  dem  Träger  dv{a)  gegebene, 
zur  Bildebene  parallele  Gerade  und  a  der  vorbezeichnete  Neigungs- 
winkel. 

Construieren  wir  vor  allem  auf  bereits  bekannte  Weise,  mittelst 
des  Dreieckes  C^Ar^  den  dem  Winkel  a  entsprechenden  Neigungs- 
kreis, welchen  wir,  als  durch  die  Größe  des  Winkels  a  bedingt,  mit 
Ka  bezeichnen  wollen. 

Die  Fluchttrace  der  zu  ermittelnden  Ebene  E  muss  selbstver- 
ständlich diesen  Ereis  £«  berühren,  und  da  die  Tracen  einer  Ebene, 
welche  eine  zur  Bildebene  parallele  Gerade  enthält,  zu  dieser  Geraden, 
also  auch  zu  ihrer  Oentralprojection  l  parallel  sein  müssen,  so  er- 
halten wir  die  Fluchttracen  der  gesuchten  Ebenen  E^  wenn  wir  an 
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den  Ereis  Ka  die  zu  l  parallelen  Tangenten  Ev  und  E\  ziehen«  Es 
erübrigt  jetzt  nur  noch,  die  Bildflächtracen  Eb  und  E*b  dieser  Ebenen 
zu  ermitteln,  was  in  folgender  bereits  mehrfach  besprochenen  Weise 
bewerkstelligt  werden  kann. 

Um  beispielsweise  die  Bildflächtrace  Et  der  Ebene  E  zu  finden, 
ist  bloß  zu  bedenken,  dass  ein  Punkt  dieser  Ebene  offenbar  schon  der- 
jenige Punkt  a  sein  wird,  welcher  der  gegebenen  Geraden  l  und  dem 
Träger  dv  angehört. 

Zieht  man  demnach  durch  a  eine  in  der  Ebene  E  liegende 
Gerade  tpa^  deren  Fluchtpunkt  tp  in  E^,  liegen  muss  und  deren 
Durchstoßpunkt  8  vermittelst  der  durch  q>a  und  dv  gelegten  Hilfs- 
ebene hhhv  bestimmt  wird,  so  stellt  dieser  letztere  gleichzeitig  einen 
Punkt  der  gesuchten  Bildflächtrace  E^  dar.  Auf  gleiche  Weise  ver- 
fährt mau,  um  die  Bildflächtrace  E'i  der  zweiten  Ebene  JE'  zu  finden. 

Wie  ersichtlich,  ist  diese  Aufgabe  nur  ein  besonderer  Fall  der 
vorhergehenden  und  es  wäre  allenfalls  bloß  noch  zu  bemerken,  dass 
dieselbe  stets  zwei  reelle  Lösungen  liefert,  da  an  einen  Kreis,  parallel 
zu  einer  Geraden,  immer  zwei  reelle  Tangenten  gezogen  werden  können. 
Die  Eealität  der  beiden  Ebenen  für  den  vorliegenden  Fall  ist  auch 
stereometrisch  evident. 

Wir  haben  nämlich  früher  nachgewiesen,  dass  durch  eine  Gerade 
reelle  Ebenen  von  gegebener  Bildflächneigung  a  nur  dann  gelegt  werden 
können,  wenn  dieser  Winkel  a  größer  als  die  Bildflächneigung  der  gege- 
benen Geraden  ist.  Ist  demnach  die  gegebene  Gerade  l  zur  Bildebene 
parallel,  also  ihre  Bildflächneigung  gleich  0  (Null),  so  ist  offenbar  jeder 
andere  Winkel  a  größer  als  dieser  und  sind  demnach  die  Ebenen  durch 

I  immer  reell.  Nur  in  dem  Falle,  wenn  «  =  0  ist,  d.  h*  die  durch  l 
zu  legende  Ebene  selbst  parallel  zur  Bildebene  sein  soll,  gibt  es  eine 
einzige,  der  Aufgabe  entsprechende  Ebene. 

§.  63. 

18,  Aufgabe.  Eine  Gerade  ist  centralprojectivisch  gegeben,  es 
soll  ihre  orthogonale  Projection  auf  die  Bildebene  bestimmt  werden. 

Da  die  orthogonale  Projection  eines  Punktes  der  Fußpunkt  des 
von  diesem  Punkte  auf  die  Bildebene  gefällten  Perpendikels  ist  und 
die  orthogonale  Projection  einer  Geraden  auf  eine  Ebene  durch  den 
Schnitt  dieser  Ebene  mit  der  durch  die  Gerade  zu  der  genannten  Ebene 
senkrecht  gelegten  Ebene  bestimmt  wird,  so  hat  man  im  vorliegenden 
Falle,  um  die  orthogonale  Bildflächprojection  der  Geraden 

II  (Taf  IV,  Fig.  42)  zu  bestimmen,  nichts  anderes  zu  thun,  als  durch 
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diese  Gerade  eine  zur  Bildebene  senkrechte  Ebene  E  zu  legen.  Die 
Fluchttrace  E^  dieser  Ebene  geht  einerseits  durch  den  Fluchtpunkt  v 
der  gegebenen  Geraden  und  andererseits,  nach  Satz  24),  durch  den 
Hauptpunkt  A.  Die  Bildfiächtrace  Eh  dieser  Ebene  muss  nun  selbst- 
verständlich durch  den  Durchstoßpunkt  d  der  gegebenen  Geraden  dv 
parallel  zu  £c  gehen  und  wird  als  solche  unmittelbar  die  verlangte 
Orthogonalprojection  V  der  Geraden  dv  auf  die   Bildebene  darstellen. 

§.  64. 

10,  Aufgabe.  Die  orthogonale  fiildfl&chprojection  einer  zur  Bild- 
ebene parallelen  y  centralprojectivisch  dargestellten  Geraden  ist  zu 
ennitteln. 

Sei  l  (Taf.  IV,  Fig.  43)  die  durch  ihre  Eichtung  und  durch 
einen  (ihrer  auf  dem  Träger  dv  liegenden)  Punkte  a  gegebene 
Gerade. 

Die  orthogonale  Bildflächprojection  dieser  Geraden  wird 
durch  die  Bildfiächtrace  Eh  der  durch  dieselbe  zur  Bildebene  senk- 
recht gelegten  Ebene  E  dargestellt.  Die  Tracen  der  letztgenannten 
Ebene  E  müssen,  wie  nachgewiesen,  zur  Geraden  L,  also  auch  zur 
Centralprojection  l  parallel  sein  und  muss  weiters,  wie  bekannt,  die 
Fluchttrace  E^  durch  den  Hauptpunkt  A  gehen.  Wir  erhalten  also 
sofort  die  Fluchttrace  Ev  der  gesuchten  Ebene  E  als  die  durch  A  zu 
I  parallel  gezogene  Gerade.  Die  Bildfiächtrace  Eh  wird  bestimmt  sein, 
sobald  ein  Punkt  derselben  bekannt  ist.  Ein  solcher  Punkt  d  wird 
als  der  Durchstoßpunkt  einer  beliebigen,  durch  a  in  der  Ebene  £^  ge- 
führten Geraden  af),  vermittelst  der  durch  aq>  und  den  Träger  dv 
gehenden  Hilfsebene  hhK  erhalten.  Die  zur  Fluchttrace  E^  durch  ö 
gezogene  Parallele  stellt  sodann  die  gesuchte  Bildfiächtrace  Eh^  resp. 
die  orthogonale  Bildflächprojection  V  der  Geraden  l  vor. 

Zu  gleichem  Resultate  gelangt  man  auch  durch  nachstehende, 
nur  wenig  abweichende  Schlussfolge.  Wir  bestimmen  nämlich  die 
orthogonale  Bildflächprojection  irgend  eines  Punktes  a  (Taf.  IV,  Fig.  44) 
der  Geraden  l,  am  einfachsten  jedenfalls  die  orthogonale  Bildfläch- 
projection a'  oder  D  des  Punktes  a,  indem  man  durch  a  eine  zur 
Bildebene  senkrechte  Gerade  aA  zieht  und  deren  Durchstoßpunkt 
D^=a',  mittelst  der  durch  aA  und  den  Träger  dv  gelegten  Hilfs- 
ebene hhK  sucht.  Die  orthogonale  Bildflächprojection  V  der  Geraden  l 
geht  sodann  durch  diesen  Punkt  T>  z=.  ol*  und  ist  parallel  zu  l. 

Es  kömmt  nicht  selten  vor,  dass  in  der  Bildebene  Punkte,  Ge- 
raden etc.  in  einem  gewissen  geometrischen  Zusammenhange  gezeichnet 
vorliegen,  und  dass  diese  Gebilde  als  Üentralprojectionen  räum- 
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lieber  Oebilde,  die  gewissen  Bedingungen  genügen,  betrachtet 
werden.  In  solchen  Fällen  handelt  es  sich  dann  gewöhnlich  um  die 
Ermittelung  des  Projectionscentrums. 

Obwohl  derartige  Beispiele  in  der  Folge  häufig  vorkommen  werden, 
so  mag  doch  schon  an  dieser  Stelle  eines  oder  das  andere  Platz  finden. 

§.  65. 

20.  Aufgabe.  In  der  Bildebene  sind  drei  beliebige  Strecken  d^  v^ , 
d^v^y  dg  1^3  gegeben;  dieselben  sind  als  die  Gentralprojeotionen  dreier 
gegen  die  Bildebene  unter  dem  Winkel  a  geneigte  Gerade  zu  betrach- 
ten; es  soll  die  Lage  des  zugehörigen  Projectionscentrums  bestimmt 
werden. 

Da  die  drei  Bilder  d,f;,,  d^Vj,  d^v^  (Taf.  IV,  Fig.  45)  dreien 
gegen  die  Bildebene  unter  dem  Winkel  a  geneigten  Geraden  angehören, 
so  muss  der  durch  die  drei  Fluchtpunkte  Vp  v^  und  t?,  gelegte  Ereis  Ka 
den  dem  Winkel  a  entsprechenden  Neigungskreis  vorstellen.  In  dem 
Mittelpunkte  A  dieses  Kreises  Ka  erhalten  wir  demnach  bereits  den 
verlangten  Hauptpunkt. 

Die  Distanz  d  ergibt  sich  als  die  Kathete  C^A  eines  rechtwink- 
ligen Dreieckes  C^Av^,  dessen  andere  Kathete  irgend  ein  Badius  des 
Neigungswinkels  Ka ,  etwa  Av^  ist  und  deren  anliegender  Winkel  (7^  v^A 
dem  gegebenen  Neigungswinke)  a  gleich  ist.  Sonach  erhalten  wir  das 
Centrum  G  durch  den  Hauptpunkt  A  und  die  Distanz  d  bestimmt. 

§.  66. 

21.  Aufgäbe.  Es  sind  drei  Paare  paralleler  Geraden  EbE^. 
Fb  Ft,  und  Gb  Ov  als  Tracen  dreier  unter  den  Winkeln  «,  ß,  y  gegen 
die  Bildebene  geneigten  Ebenen  gegeben;  es  ist  das  entsprechende 
Projectionsoentrum  zu  bestimmen. 

1.  Lösungsart.  Das  Projectionsoentrum  wird  sich  als  der 
Schnittpunkt  der  drei  Fluchtebenen,  d.  h.  jener  Ebenen  ergeben, 
welche  durch  E,,  F, ,  G,  (Taf.  IV,  Fig.  46)  gehen  und  mit  der  Bild- 
ebene beziehungsweise  die  Winkel  a,  ß,  y  einschließen. 

Es  sind  demnach  durch  JE7«,  F«,  G^  Ebenen  zu  legen,  die  mit 
der  Bildebene  die  bezQglichen  Winkel  ccy  ß^  y  einschließen  und  deren 
Schnittpunkt  zu  bestimmen. 

Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  vorderhand  ein  ganz  beliebiges 
Projectionsoentrum  [A*,  C'^]  an,  construieren  die  den  Neigungswinkeln 
a,  ß,  y  entsprechenden  Neigungskreise  K'a,  K*ß^  K'y  und  ziehen  an 
letztere,  beziehungsweise  parallel  zu  J?p,  JF»,  Cr»  die  Tangenten  JE',,, 
F%  und  G\. 
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Es  stellen  somit  E^E^ ,  F^  F\ ,  (r«  G\  gleichsam  drei  gegen  die 
Bildebene  unter  den  Winkeln  a,  ß,  y  geneigte  Ebenen  E,  F  und  6r 
dar,  wenn  man  die  nrspränglichen  Flnchttraoen  £«,  Ff,  und  Gv  nun 
als  deren  Bildfiächtracen  und  die  Geraden  E\,  F\,  G\  als  deren 
Flachttracen  anffassi 

Den  Schnittpunkt  c  dieser  drei  Ebenen  bestimmt  man  auf  die 
bekannte  Weise;  derselbe  repräsentiert  das  gesuchte  Projectionscen- 
tmm  in  centralprojectivischer  Darstellung. 

Um  letzteres  durch  die  gewöhnlichen  Bestimmungsstücke  (Haupt- 
punkt und  Distanz)  festzustellen,  ftllen  wir  von  c  aus,  mit  Hilfe  des 
angenommenen  Hauptpunktes  A'  eine  Senkrechte  A*c  zur  Bildebene^ 
deren  Durcbstoßpunkt  A  mittelst  der  durch  A'c  und  die  Schnittlinie 
dq>  der  Ebenen  E^E\^  F^F\  gelegten  Hilfsebene  h^K  erhalten 
wurde.  Der  so  gefundene  Punkt  A  ist  bereits  der  verlangte  Haupt- 
punkt. 

Die  Distanz  d  bestimmt  man  einfach  auf  folgende  Weise.  Für 
A  als  Hauptpunkt  können  wir  nun  wieder  E^,  als  die  Fluehttrace 
jener  unter  dem  Winkel  a  gegen  die  Bildebene  geneigten  Ebene  be- 
trachten. Ihr  Neigungskreis  Ka  ist  derjenige,  dessen  Mittelpunkt  A 
und  dessen  Radius  p  der  Abstand  AA^  des  Punktes  A  von  Er,  ist. 

Mit  Zuhilfenahme  eines  beliebigen  Badius  AA^  dieses  Kreises 
als  Kathete  und  des  der  letzteren  anliegenden  Winkels  AA^C^^=l  a 
ergibt  sich  die  gesuchte  Distanz  d  als  zweite  Kathete  AC^  des  aus 
den  eben  bezeichneten  Stücken  construierten  Dreieckes  A^AG^. 

§.  67. 

2.  Lösungsart.  Diese  ergibt,  obwohl  die  einzelnen  Construc- 
tionslinien  eine  andere  Bedeutung  haben,  nahezu  ganz  dieselbe  Durch- 
führung. 

Man  construiert  nämlich  die  drei  den  Winkeln  a,  ß,  y  (Taf.  IV, 
Fig.  46)  entsprechenden  Neigungskreise  K\ ,  K*^ ,  K'y  für  ein  beliebig 
gewähltes  Projectionscentrum  {A\  O^  und  zieht  an  dieselben,  beziehungs- 
weise parallel  zu  JE?«,  F«,  G^  die  Tangenten  £^,  F\  und  G\. 

Es  wird  nun  darauf  ankommen,  für  die  nicht  accentuierte  Figur 
einen  Punkt  A  von  derselben  Bedeutung  zu  finden,  wie  jene  ist,  welche 
dem  angenommenen  Punkte  A*  (der  accentuierten  Figur)  beigelegt 
wurde.  Wenn  man  nun  bedenkt,  dass  die  von  Er,,  F«,  Gv  und  von 
£%,  FU^  G\  gebildeten  Dreiecke  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind, 
30  rednciert  sich  die  Aufgabe  einfach  darauf,  den  dem  Punkte  A*  des 
aoeentuierten  Systems  ähnlich  gelegenen  Punkt  A  des  nicht  accen- 
tuierten Systemes  zu  bestimmen. 
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Der  Durchschnittspunkt  c  von  dg?  und  8^^>^  ist  der  ^Ihnlich- 
keitspunkt''  der  beiden  Systeme.  Auf  dem  Ähnlichkeitsstrahle 
cA'  muss  somit  der  Punkt  A  liegen,  welcher  sich  als  Durchschnitts- 
punkt mit  jener  der  Geraden  A*^  ähnlich  gelegenen  (parallelen)  Ge- 
raden 8A  ergibt.  Nachdem  auf  diese  Weise  .der  Hauptpunkt  A 
bestimmt  ist,  kann  die  Distanz  C^A  auf  die  in  der  ersten  Lösungs- 
art angegebenen  Weise  gefunden  und  festgestellt  werden. 

Man  kann  aber  auch  noch  weiter  von  der  Ähnlichkeit  der  beiden 
Systeme  Gebrauch  machen.  Es  ist  nämlich  leicht  einzusehen,  dass 
das  Dreieck  A^ACq  dem  Dreiecke  A^*A*C^*  ähnlich  ist,  da  beide 
rechtwinklig  sind  und  überdies  jedes  derselben  den  Winkel  a  enthält. 
Es  wird  sich  daher: 

Hieraus  folgt,  dass  C^  und  G^'  ähnlich  gelegene  Punkte. sind, 
und  dadurch  consbructiv  erhalten  werden  können,  dass  man  die  Gerade 
C^*c  und  die  zu  A'C^   ähnlich  gelegene  (parallele)  Gerade  AC^  zieht. 

Im  Schnitte  C^  der  letzteren  mit  G\c  ergibt  sich  das  in  die 
Bildebene  gedrehte  Centrum  und  folglich  in  G^A  die  Distanz  d. 

Auf  ähnliche  Weise  können  häufig  centralprojectivische,  überhaupt 
darstellend  geometrische  Aufgaben  auf  Probleme  der  ebenen  Geometrie 
zurückgeführt  werden. 

Wir  werden  in  der  Folge  auch  umgekehrt  solche  Fälle  kennen 
lernen,  in  welchen  planimetrische  Aufgaben  durch  räumliche  Betrach- 
tung höchst  einfach  zu  lösen  sind. 

§.  68. 
Das  Umlegen  ebener  Gebilde.  Bestimmang  wahrer  Größen.   Anfgaben. 

In  den  einleitenden  Bemerkungen  wurde  bereits  gezeigt,  dass  ein 
geeignetes  Mittel  zur  Bestimmung  der  wahren  Größe  von  Geraden 
oder  ebenen  Gebilden  überhaupt,  die  Drehung  der  diese  Gebilde  ent- 
haltenden Ebene  um  ihre  Bildilächtrace  sei.  Auch  wurde  darauf  hin- 
gewiesen, dass  diese  y,Drehung^  in  der  Weise  zu  geschehen  habe,  dass 
die  besagte  Ebene  zum  Zusammenfallen  mit  der  Bildebene  gebracht 
werde,  und  nannten  diesen  Vorgang  das  „Umlegen^  oder  7,üm- 
k  läppen^  ebener  Gebilde« 

Dabei  ist  selbstverständlich  die  Größe  des  Drehungswiukels, 
d.  h.  desjenigen  Winkels,  welchen  jeder  einzelne  Punkt  der  zu  drehen- 
den Ebene  zu  beschreiben  hat,  um  in  die  Bildebene  zu  gelangen, 
gleich  dem  Neigungswinkel  dieser  Ebene  gegen  die  Bildebene. 

Jeder  Punkt  der  Ebene  durchläuft  bei  seiner  Umlegung  einen 
Kreisbogen,  dessen  Ebene  zu  der  Bildflächtrace  der  zu  drehenden  Ebene 


65 

senkrecht  steht,  dessen  Mittelpunkt  in  dieser  Bildflächtrace  liegt  und 
dessen  Drehungsradius  der  Abstand  des  zu  drehenden  Punktes  von  der 
Bildflächtrace  seiner  Ebene  ist. 

Was  die  Durchführung  einer  solchen  „Umlegung''  in  centraler 
Projeetion  anbelangt,  so  gibt  es  verschiedene  Methoden,  deren  jede, 
je  nach  der  Art  der  durchzuführenden  Constructionen  oder  je  nach  der 
für  die  Lösung  eines  gegebenen  Problems  vorliegenden  Bestimmungs- 
stucke ihre  Yorheile  bietet. 

§.  69. 

1.  Methode.  Umlegung  vermittelst  der  Palllinlen  und  der  Distanz- 
punkte. 

Nacb  dieser  Methode  wird  der  in  einer  Ebene  gegebene  Punkt 
direct  um  die  Traoe  derselben  umgelegt  und  zu  diesem  Zwecke  un- 
mittelbar der  Mittelpunkt  des  Drehungskreises  und  der  Drehungsradius 
bestimmt. 

Sei  EhEv  (Taf.  V,  Fig.  47)  die  gegebene  Ebene  und  a  ein  in 
derselben  liegender  Punkt.  Der  Drehungskreis  liegt  in  einer  Ebene, 
welche  durch  den  Punkt  a  geht  und  zur  Bildflächtrace  Eh  senk- 
recht steht. 

Hieraus  folgt,  dass  der  Schnitt  der  Drehkreisebene  mit  der  Ebene 
EkE^  jene  Gerade  sei,  welche  durch  den  Punkt  a  geht  und  zur  Bild- 
flächtrace El,  senkrecht  steht.  Besagte  Gerade  repräsentiert  demnach 
die  Falllinie  des  Punktes  a. 

Im  Vorhergehenden  wurde  nachgewiesen,  dass  der  Verschwin- 
dnagspunkt  A^  aller  Falllinien  einer  Ebene  E  der  Fußpunkt  des  vom 
Hauptpunkte  A  auf  die  Fluchttrace  E^  gefällten  Perpendikels  sei. 
Diesen  charakteristischen  Punkt  A^^  in  welchem  alle  zur  Bild- 
flächtrace Eb  einer  Ebene  E  senkrecht  stehenden  Geraden  verschwin- 
den, wollen  wir,  infolge  der  Analogie  desselben  mit  dem  Hauptpunkte 
A^  den  „Nebenhauptpunkt^  der  Ebene  E^E^  nennen. 

Die  dem  Punkte  a  entsprechende  Falllinie  der  Ebene  E^Ei  ist 
denuiach  centralprojectivisch  in  A^a  dargestellt,  ihr  Durchstoßpunkt 
i  liegt  in  der  Bildflächtrace  Et  und  ist,  den  vorangegangenen  Be- 
traebtangen  zufolge,  der  Mittelpunkt  des  Drehkreises. 

Der  Drehungsradius  endlich  ist  die  wahre  Länge  der  durch 
ad  centralprojectivisch  dargestellten  Strecke. 

Da  nun,  wie  leicht  einzusehen,  der  Drehungsradius,  indem  er  in 
der  zur  Bildflächtrace  senkrechten  Drehebene  liegt,  in  allen  Lagen 
während  der  Drehung  zur  Drehaxe  (Bildflächtrace  Ei)  senkrecht  ist, 
wird  der  umgelegte,  d.  h.  in  der  Bildebene  liegende  Drehungsradius 

Peichka,  Dsniellende  n.  projectire  Geometrie.  5 
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durch  jene  Gerade  a^^d  dargestellt  erscheinen,  welche  durch  d  nor- 
mal zur  Bildflächtrace  gezogen  werden  kann,  oder  mit  anderen 
Worten  a^  d  ist  die  um  die  Bildflächtrace  Eb  der  Ebene  E  umgelegte 
Falllinie  aJ^  des  Punktes  a. 

Da  der  umzulegende  Punkt  a  auf  der  Geraden  aJ.^  oder  ad  lieget, 
so  muss  sich  der  umgelegte  Punkt  a^  auf  der  Geradon  %d  befinden, 
und  zwar  in  einer  Entfernung  von  d,  welche  der  wahren  Größe  des 
Drehungsradius  ad  gleichkommt. 

Die  wahre  Größe  des  Drehungsradius  kann  auf  folgende  Weise 
bestimmt  werden.  Wir  denken  uns  in  der  Ebene  Et  Et  durch  den 
Punkt  a  eine  Gerade  k  gezogen,  welche  mit  der  Bildflächtrace  Et,  und 
folglich  auch  mit  der  zu  derselben  senkrecht  stehenden  Falllinie  ad 
den  Winkel  von  45"  bildet. 

Setzen  wir  voraus,  diese  Gerade  A  schneide  die  Bildflächtrace  j^« 
in  dem  Punkte  a.  unter  dieser  Annahme  stellt  sodann  aäa  offenbar 
ein  gleichschenkliges  rechtwinkliges  Dreieck  vor,  in  welchem  ad  und 
ad  die  einander  gleichen  Katheten  desselben  sind. 

Weil  aber  die  eine  dieser  Seiten  da  in  der  Bildflächtrace  JE^^, 
also  auch  in  der  Bildebene  liegt,  so  erscheint  sie  in  wahrer  Größe 
und  repräsentiert  somit  in  diesem  Falle  die  wahre  Größe  des 
Drehungsradius  ad. 

um  aber  die  genannte  Gerade  k  oder  aa  unter  45"  gegen  die 
Bildflächtrace  Et  ziehen  zu  können,  geuügt  es  deren  Fluchtpunkt  N 
zu  kennen,  welcher  seinerseits  dadurch  erhalten  wird,  dass  man  in  der 
Fluchtebene  (£«,  C)  durch  das  Centrum  eine  Gerade  CN  zieht,  weiche 
mit  der  Fluchttrace,  also  auch  mit  der  Geraden  Ä^C  den  Winkel  von 
45"  einschließt.  Auch  hier  ist  das  Dreieck  CA^N  ein  gleichschenklig 
rechtwinkliges,  dessen  gleiche  Katheten  CAi  und  A^N  sind. 

Bestimmt  man  nun,  wie  den  vorhergehenden  Erörterungen  zu 
entnehmen  ist,  die  Lauge  A^C  als  Hypot\ienuse  A^C^  eines  rechtwink- 
ligen Dreieckes,  in  welchem  die  beiden  Katneten  beziehungsweise  durch 
AA^  und  der  Distanz  G^A  gegeben  sind,  so  hat  man  nichts  anderes 
zu  thun,  als  die  Strecke  A^Cq^=AiCq',  welche  wir  die  „N  eb  en- 
dist an  z^  nennen,  vom  Nebenhauptpunkte  A^  nach  beiden  Seiten  der- 
selben auf  der  Fluchttrace  E„  aufzutragen,  um  in  deren  Endpunkten 
N^  und  N^  die  Fluchtpunkte  der  unter  45" -gegen  die  Bild- 
flächtrace geneigten  Geraden  zu  erhalten,  welche,  inConsequenz 
des  Vorigen,  die  „Nebendist  anzpunkte^  der  Ebene  E  oder  auch  kurz 
die  Distanzpunkte  derselben,  heißen  mögen. 

Verbinden  wir  nun  den  einen  oder  den  anderen  dieser  Neben- 
distanzpunkte  N^  oder  N^  mit  dem  Punkte  a,  so  schneidet  diese  Ver- 
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bindungsgerade  die  Bildflächtrace  Ei,  in  einem  Punkte  a,  dessen 
Eatfernung  von  dem  Punkte  d,  nach  früheren  Auseinandersetzungen, 
der  wahren  Größe  des  Drehungsradius  ad  gleich  ist.  Letzt- 
genannte Strecke  ad  wird  man  daher  bloß  auf  der  zu  Eb  Senkrechten  d% 
von  d  aus  aufzutragen  haben,  um  in  dem  Endpunkte  %  derselben  den 
umgelegten  Punkt  a  zu  erhalten. 

Aus  den  angestellten  Betrachtuugen  ist  gleichzeitig  zu  ersehen, 
da^  der  Punkt  a  keinerlei  Eintluss  auf  die  Bestimmung  des  Neben- 
hauptpunktes Ä^  und  der  Punkte  N^  und  JV^  hat,  dass  also  die  Punkte 
A^y  N^  oder  N^  zur  ümlegung  eines  jeden  beliebigen  Punktes  der 
Ebene  E^E^^  etwa  des  Punktes  &,  verwendet  werden  können  und  so- 
mit unter  übrigens  gleichen  Umständen  ^  d.  i.  derselben  Lage  des 
Hauptpunktes  A  und  der  nämlichen  Distanz  d  für  eine  bestimmt  vor- 
liegende Ebene  E^E^^  unverändert  bleiben« 

Sollte  eine  Gerade  ah  (Taf.  V,  Fig.  47)  umgelegt  werden,  so 
legt  man  zwei  beliebige  Punkte  allenfalls  a  und  i  derselben  in  die 
Bildebene  nach  %  und  h^  um,  und  verbindet  die  so  erhaltenen  um- 
gelegten Punkte  durch  eine  Gerade  %\. 

Selbstverständlich  hat  die  umgelegte  Gerade  a^h^  mit  der  ihr 
entsprechenden  Centralprojection  ah  den  Durchstoßpunkt  d  gemein, 
da  dieser  in  der  Drehaxe  E^  liegt  und  demnach  bei  der  Drehung  un- 
verändert bleibt. 

§.  70. 

2.  Methode,  ümlegung  vermittelst  des  um  die  Fluchttrace  um- 
gelegten Projectionscentrums. 

Nach  dieser  Methode  wird  ein  Punkt,  der  in  einer  Ebene  liegt, 
um  die  Bildflächtrace  der  letzteren  umgelegt,  wenn  man  durch  diesen 
Punkt  in  der  Ebene  zwei  beliebige  Gerade  zieht  und  diese  Geraden 
uml^.  Im  Schnittpunkte  der  umgelegten  Geraden  erhalten  wir  so- 
dann den  umgelegten  Punkt. 

Das  Umlegen  der  Geraden  kann  auf  folgende  Weise  bewerk- 
stelligt werden. 

Setzen  wir  voraus,  es  sei  BE  (Taf.  V,  Fig.  48)  die  Bildebene, 
E  die  umzulegende  Ebene,  FE  deren  Fluchtebene,  L  die  in  der  Ebene 
E  liegende  Gerade,  H  ihre  Centralprojection  und  Cv  der  der  Geraden 
L  zugehörige  Fluchtstrahl. 

Denken  wir  uns  nun  die  Ebene  E  mit  der  in  ihr  liegenden  Ge- 
raden L  sowohl,  als  auch  die  Fluchtebene  FE  mit  dem  Fluchtstrahle 
Cv  in  die  Bildebene  in  gleichem  Sinne  umgelegt. 

5* 
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Im  Baume  ist  der  Fluchtstrahl  Cv  zur  Geraden  L  parallel; 
ebenso  ist  die  Fluchttrace  E^  parallel  zur  Bildfiächtrace  Ei,;  es  schließt 
mithin  der  Fluchtstrahl  Cv  mit  der  Fluchttrace  Ep  den  nämlichen 
Winkel  ein,  wie  die  Gerade  L  mit  der  Bildflächtrace  Et.  Da  die 
genannten  Winkel  bei  der  ümlegung  ihre  Größe  nicht  ändern,  wird 
auch  der  umgelegte  Fluchtstrahl  C^v  zur  umgelegten  Geraden  L^ 
parallel  und  die  relative  Lage  dieser  beiden  Geraden  gegen  die  bezüg- 
lichen Tracen  Eb  oder  £„,  vor  und  nach  der  Drehung  dieselbe  sein  müssen. 

Es  handelt  sich  also  im  vorliegenden  Falle  bloß  darum,  den 
Fluchtstrahl  Cv  einer  Geraden  L  um  die  Fluchttrace  E„  umzulegen, 
und  zu  dem  umgelegten  Fluchtstrahle  CqV  dm-ch  den  Durchstoßpunkt 
d  eine  Parallele  L^  zu  ziehen,  um  die  umgelegte  Gerade  zu  erhalten. 

Da  bei  der  Umlegung  eines  Fluchtstrahles  um  die  Fluchttrace 
Ep  der  Fluchtpunkt  v,  als  ein  Punkt  der  letzteren,  ungeändert  bleibt, 
wird  es  genügen,  einen  einzigen  Punkt  des  Fluchtstrahles  umzulegen. 
Mit  Vortheil  kann  man  zu  diesem  Zwecke  das  Projectionscentrum  C 
wählen,  welches  allen  Fluchtstrahlen  gemeinschaftlich  ist.  Die  Um- 
legung des  Projectionscentrums  C  um  die  Fluchttrace  E„  lässt  sich 
auf  sehr  einfache  Weise  bewerkstelligen. 

Bekanntlich  ist  der  Drehungsmittelpunkt  für  das  Projections- 
centrum der  Fußpunkt  A^  des  vom  Centrum  C  auf  die  Fluchttrace  E„ 
gefällten  Perpendikels;  der  Drehungsradius  CA^  ergibt  sich  als  die 
Hypothenuse  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  GAA^,  dessen  Katheten 
beziehungsweise  die  Distanz  CA  und  die  zu  Eg  senkrechte  Strecke 
AA^  sind.  Nach  der  Umlegung  wird  der  Drehungsradius  A^Cq  nor- 
mal zur  Trace  E^  sein  und  in  wahrer  Größe  erscheinen,  so  dass  man 
das  umgelegte  Projectionscentrum  Cq  erhält,  wenn  man  die  Strecke 
A^Cq  =  A^C  macht. 

Um  nun  irgend  eine  centralprojectivisch  gegebene,  in  der  Ebene 
EbEt  (Taf.  V,  Fig.  49)  liegende  Gerade  ll  umzulegen,  hat  man  den 
oben  angestellten  Betrachtungen  gemäß,  nichts  anderes  zu  thun,  als  v 
mit  Cq  zu  verbinden  und  durch  den  Durchstoßpuukt  d  zu  vC^  eine 
Parallele  Iq  zu  ziehen. 

Sollte  irgend  ein  Punkt  a  umgelegt  werden,  so  kann  man  durch 
denselben  zwei  beliebige  Gerade  Id,  ld\  ziehen  und  dieselben  auf  die 
eben  angegebene  Weise  nach  Iq  und  i'^,  umlegen.  Im  gegenseitigen 
Schnitte  %  der  beiden  umgelegten  Geraden  Iq  und  l'^  erhalten  wir 
sodann  direct  den  umgelegten  Punkt. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  vorher  besprochene  Methode 
eigentlich  nur  ein  specieller  Fall  dieser  zweiten  Methode  ist,  indem 
auch  dort,  so  wie  hier,  der  Punkt  a  (Taf.  V,  Fig.  47)  als  der  Schnitt- 
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pankt  zweier  Geraden  betrachtet  wurde ,    die  sich  jedoch  durch  eine 

besondere  Lage  auszeichneten.    Die  eine  derselben,  A^ad  wurde  dort 

senkrecht  zur  Bildflächtrace  Et  gewählt ,  während  die  zweite  N^aa 
unter  den  Winkel  von  45^  gegen  die  Bildflächtrace  geneigt  angenommen 
wurde.  Nach  der  Umlegung  erscheint  die  erstere  durch  öcIq,  die 
zweite  dagegen  durch  aa^  dargestellt. 

§.  71. 
5.  Methode.  Umlegung  mittelst  besonderer  Geraden. 

Diese  Methode  kann  als  aus  der  vorhergehenden  durch  eine 
specielle  Annahme  der  einen  der  beiden  Geraden  Id  oder  Z^|  abgeleitet 
betrachtet  werden. 

Es  wurde  nämlich  gezeigt,  dass  eine  Gerade  dv  umgelegt  wird, 
wenn  man  den  Fluchtpunkt  v  mit  dem  umgelegten  Gentrum  G^  ver- 
bindet,  und  durch  den  Durchstoßpunkt  d  zu  CqV  eine  Parallele 
/ß  zieht. 

Betrachten  wir  nun  eine  Gerade  Z;  (Taf.  V,  Fig.  50) ,  deren 
Centralprojection  durch  das  umgelegte  Centrum  hindurch- 
geht. Der  umgelegte  Fluchtstrahl  C^v  fällt  unter  dieser  Voraussetzung 
mit  der  Centralprojection  ll  ebenso  zusammen  wie  die  durch  d  zu 
demselben  parallel  gezogene  Gerade  Iq  ,  weil  d  gleichfalls  auf  C  Vq  liegt. 
Hieraus  folgt  der  Satz: 

27.  jjGehf  die  Centralprojection  einer  in  der  Ebene  Et  1%  liegen- 
den Gereuten  durch  das  um  die  Fliichttrace  umgelegte  Centrum y  so 
decken  sich  die  Centralprojection  und  die  Umlegiing  dieser  Geraden.^ 

Um  nach  dieser  Methode  einen  Punkt  a  (Taf.  V,  Fig.  50)  um- 
zulegen, führt  man  durch  denselben  in  der  Ebene  EbE„  eine  beliebige 
Gerade  ld[  und  bewerkstelligt  deren  Umlegung' ü'j,  in  der  vorbespro- 
chenen Weise,  indem  man  durch  d^  zu  dem  entsprechenden  Flucht- 
strahle CqI\  eine  Parallele  l^  führt. 

Anstatt  nun  durch  den  gegebenen  Punkt  a  eine  zweite  willkür- 
lich gewählte  Gerade  zu  legen ,  verbinden  wir  a  direct  mit  C^  und 
betrachten  diese  Verbindungsgerade  als  die  Centralprojection  einer  in 
der  Ebene  El Eg  liegenden  Geraden  ötr,  deren  Umlegung  Z^  mit  dliÖ^^ 
zusammenfällt.  Man  erhält  demnach  den  umgelegten  Punkt  a^  so- 
gleich im  Schnitte  von  V^  und  C^a. 

Diese  Eigenschaft  lässt  sich  auch  in  der  Form  des  folgenden 
ebenso  interessanten  als  wichtigen  Satzes  aussprechen: 

28.  j^Die  Centralprojection  eines  Punktes,  der  umgelegte  Punkt 
und  das  umgelegte  Projectionscentrum  liegen  immer  auf  einer  Ge^ 
raden.^ 
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Die  in  diesem  Satze  ausgesprochene  merkwürdige  Beziehung  ist 
von  der  größten  Bedeutung  für  die  darstellende  Geometrie,  indem  die- 
selbe den  Ausgangspunkt  für  eine  sehr  fruchtbare  Theorie  bildet^ 
welcher  wir,  in  Anbetracht  ihrer  Wichtigkeit,  ein  eigenes  Capitel  zu 
widmen  veranlasst  sein  werden. 

§.  72. 

4.  Methode,  ümlegnng  mittelst  der  Spurtrace  einer  Ebene. 

Aus  vorhergegangenen  Betrachtungen  ist  bekannt,  dass  irgend 
eine  Ebene  E  (Taf.  V,  Fig.  51)  die  erste  oder  vordere  Parallelebene 
in  einer  Geraden  Eu  schneidet,  welche  zur  Bildfiächtrace  Eh  parallel 
ist  und  sämmtliche  Punkte  der  Ebene  E  enthält,  deren  Gentralpro- 
jectionen  in  unendliche  Entfernung  fallen. 

Es  ist  klar,  dass  diese  Gerade  Eu,  d.  i.  die  Spurtrace  der 
Ebene  E,  von  der  Bildfiächtrace  jE^6  dieselbe  Entfernung  besitzt,  wie 
das  Projectionscentrum  C  von  der  Fluchttrace  E,  und  wird  es  dem- 
nach auch  leicht  sein,  die  umgelegte  Spurtrace  Eu  unmittelbar  zu 
bestimmen,  da  man,  um  diese  zu  erhalten,  dem  eben  Gesagten  zufolge» 
nichts  anderes  zu  thun  hat,  als  in  einer  Entfernung  C^A^  (Taf.  V, 
Fig.  52)  von  der  Bildfiächtrace  E^  eine  Parallele  £®„  zu  der  ersteren 
zu  ziehen. 

Es  ist  jedoch  hiebei  nicht  zu  vergessen,  dass  die  Fluchtebene 
(£,,  C)  und  die  Ebene  E  in  gleichem  Sinne  gedreht  wurden,  und 
dass  demnach  die  umgelegte  Spurtrace  E^u  in  dem  nämlichen  Sinne 
auf  die  Bildfiächtrace  Eh  folgen  muss,  als  das  umgelegte  Projections- 
centrum Cq  auf  die  entsprechende  Fluchttrace  Ec  folgt. 

Ist  nun  Eh  (Taf.  V,  Fig.  52)  die  Bildfiächtrace,  E,  die  Flucht- 
trace, E^u  die  umgelegte  Spurtrace,  C^  das  umgelegte  Projections- 
centrum und  ll  eine  beliebige  in  der  Ebene  EhE^  liegende  Gerade,  so 
wird  man  bloß  v  mit  Cq  verbinden  und  durch  d  parallel  zu  G^v  eine 
Gerade  ziehen,  um  sogleich  in  l^  die  umgelegte  Gerade  zu  erhalten. 
Letztere  trifft  die  umgelegte  Spurtrace  E^u  in  einem  Punkte  u^ ,  welcher 
offenbar  den  umgelegten  Spurpunkt  der  Geraden  ll  darstellt.  Die 
Gentralprojection  u  dieses  Punktes  ist  nun  bekanntlich  der  unendlich 
ferne  Punkt  der  Gentralprojection  ll. 

Nach  dem  vorher  aufgestellten  Satze  (28)  müssen  aber  die  Punkte 
Cg,  Uq  und  u  in  einer  und  derselben  Geraden  liegen,  woraus  folgt, 
dass  die  Verbindungslinie  des  umgelegten  Spurpunktes  u^  mit  dem 
umgelegten  Projectionscentrum  O«  eine  Gerade  liefert,  welche  zur  Gen- 
tralprojection ll  der  entsprechenden  Geraden  L  parallel  ist. 
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Die  Gerade  ll  kann  daher  mit  Hilfe  der  Spurtrace  E^u 
umgelegt  werden,  indem  man  durch  das  umgelegte  Projections- 
centrom  C„  den  „Spurstrahl^  dieser  Geraden,  d.  i.  eine  Parallele 
CqI^o  zu  ihrer  Centralprojection  ll  zieht  und  den  Schnittpunkt  Uq  dieses 
Strahles  mit  der  umgelegten  Spurtrace  E^u  y  mit  dem  Durchstoßpunkte 
d  der  Geraden  ll  verbindet. 

Dieser  Construction  ist  auch  folgender  Satz  zu  entlehnen: 

29.  ri-^i€  Centralprojection  einer  in  einer  beliebigen  Ebene 
liegenden  Gerade7i  ist  parallel  zum  umgelegten  Spur  strahle  und  die 
umgel^e  Gerade  ist  parallel  zum  umgelegten  Fluchtstrahle.^ 

Oder  mit  anderen  Worten: 

30.  jfDer  Durchstoßpunkt  ^  der  Fluchtpunkt  und  der  umgelegte 
Spurpunkt  einer  Geraden  bilden  im  Vereine  mit  dem  umgelegten 
Projedionscentrum  die  Eckpunkte  eines  Parallelogrammes,^ 

Ebenso  häufig  wie  das  „Umlegen^,  kömmt  auch  die  umge- 
kehrte Aufgabe  vor. 

Es  können  nämlich  ein  Punkt,  eine  Gerade  etc.  durch  ihre  Um- 
leg ung,  letztere  also  in  wahrer  Größe  gegeben  sein  und  kann  die 
Construction  der  Centralprojectionen  dieser  Gebilde  verlangt   werden. 

Es  ist  evident,  dass  man  in  all  diesen  Fällen,  einerlei  von 
welcher  der  vier  angegebenen  Methoden  Gebrauch  gemacht  wird,  bloß 
die  Beihe  der  dort  erörterten  Operationen  umzukehren  hat,  um  zu  dem 
angestrebten  Ziele  zu  gelangen. 

§.  73. 

2^.  Aufgabe.  In  einer  Ebene  ist  ein  Polygon  gegeben;  es  soll 
die  wahre  Größe  desselben  bestimmt  werden. 

Die  vorliegende  Aufgabe  wird  einfach  dadurch  gelöst,  dass  man 
das  durch  seine  Centralprojection  gegebene  Polygon,  diesfalls  das  Tiereck 
abcd  (Taf.  V,  Fig.  53)  um  die  Bildflächtrace  seiner  Ebene  EtE^  in 
die  Bildebene  umlegt. 

Man  bestimmt  daher  vor  allem  das  umgelegte  Projectionscentrum 
(7q  vermittelst  des  rechtwinkligen  Dreieckes  CAA^  und  legt  sodann 
die  einzelnen  Seiten  des  Viereckes  abcd  auf  Grund  der  bisher  bekannten 
Mittel  in  die  Bildebene  um. 

Dabei  ergeben  sich  aber  nicht  selten  fQr  die  hier  einzuhaltenden 
Constmctionen  mancherlei  Vereinfachungen ;  so  legen  wir  beispielsweise 
mit  Hilfe  des  Fluchtstrahles  C^tV  die  Gerade  d  v  oder  die  Seite  ab  des 
Viereckes  um  und  bestimmen  nach  Satz  28,  unmittelbar  die  umgelegten 

Endpunkte  a^  und  b^  mittelst  der  beiden  Geraden  (7^  a   und  C^  b.    Um 
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die  Gerade  bc  nach  ihrer  ümlegung  zu  bestimmen,  wird  es  nicht  mehr 
nothwendig  sein,  den  Fluchtstrahl  C^v^  zu  benützen,  da  ein  bereits 
umgelegter  Punkt  b^  dieser  Geraden  schon  bekannt  und  ein  zweiter 
Punkt  derselben  der  Durchstoßpunkt  d,  der  Geraden  bc  ist,  welcher, 
wie  wir  wissen,  der  Centralprojection  bc  und  der  umgelegten  Geraden 
K^n  zugleich  angehört.  Die  Gerade  cd  gestattet,  da  ihr  Durchstoßpunkt 
d„  außerhalb  des  zur  Verfügung  stehenden  Theiles  der  Zeichnungsfläche 
fällt,  bezüglich  ihrer  Umlegung  nicht  mehr  die  Verwertung  derselben 
Hilfsconstructionen,  wie  solche  bei  bc  zur  Geltung  gelangten.  Ähnliches 
gilt  von  der  Geraden  ad.  In  den  angedeuteten  Fällen  wird  man  zu 
anderen  Hilfsmitteln  Zuflucht  nehmen  müssen  und  eignet  sich  beispiels- 
weise in  betreff  des  Punktes  d,  der  den  beiden  genannten  Geraden  cd 
und  ad  gemeinschaftlich  ist,  die  durch  d  gehende  Diagonale  2^(2  ganz 
gut,  um  den  in  die  Bildebene  umgelegten  Punkt  d^  zu  ermitteln.  Die 
bezeichnete  Diagonale  geht  in  ilirer  ümlegung  durch  b^^  und  den 
Durchstoß punkt  ä  von  bd  mit  der  Bildebene  und  kann  auf  derselben 
der  Punkt  d^  mittelst  der  Geraden  C^d  anstandslos  bestimmt  werden. 

Führt  keine  der  angegebenen  Constructionen  zum  Ziele,  so  legt 
man  durch  den  betreffenden  umzulegenden  Punkt  passend  gewählte 
Gerade,  welche  ohne  Schwierigkeit  umgelegt,  schließlich  zurConstruc- 
tion  des  umgelegten  Punktes  führen. 

Es  bedarf  wohl  keiner  besonderen  Auseinandersetzungen,  um  zu 
erkennen,  dass  man  bei  der  ümlegung  anderer  Polygone  oder  über- 
haupt bei  der  ümlegung  ebener  Gebilde  in  ähnlicher  Weise,  wie 
hier  durchgeführt,  verfahren  wird.  Nebenbei  sei  nur  erwähnt,  dass 
man  selbstverständlich  von  sich  allenfalls  darbietenden  günstigen  Lagen- 
verhältnissen behufs  Vereinfachung  der  gewöhnlichen  Constructionen 
und  graphischen  Durchführungen  jederzeit  mit  Vortheil  Gebrauch 
machen  wird. 

§.  74. 

;^.V.  Aufgabe.  Eine  centralprojectivlsch  gegebene  Strecke  soll  in 
n  gleiche  Theile  getheilt  werden. 

Die  Lösung  der  Aufgabe  besteht  darin,  dass  mau  zunächst  die 
wahre  Länge  der  Strecke  bestimmt,  indem  man  dieselbe  um  die  Bild- 
flächtraxje  irgend  einer  durch  ihren  Träger  geführten  Ebene  umlegt,  die 
umgelegte  Strecke  sodann  in  die  geforderte  Anzahl  gleicher  Theile  theilt 
und  die  Projectionen  der  einzelnen  so  erhaltenen  Theilpuakte  aufsucht. 

Unter  all  den  verschiedenen  Ebenen,  welche  durch  die  Gerade 
gelegt  werden  können,  wählen  wir  im  allgemeinen  am  zweckmäßigsten 
4lie  zur  Bildebene  senkrecht  stehende  Ebene  lihJ^^  (Taf.  V,  Fig.  54), 
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da  durch  diese  Annahme  die  Constructionen  bezüglich  der  Umlegung 
nicht  unwes^tlich  vereinfacht  werden. 

Indem  nämlich  die  Fluchttrace  E^  diesfalls  durch  den  Haupt- 
punkt A  geht,  fällt  dieser  mit  dem  Nebenhauptpunkte  Ä^  zusammen 
und  ist  die  Distanz  CA  zugleich  der  Drehungsradius  für  das  Pro- 
jectionscentrum. 

Die  Umlegung  Cq  von  C  wird  demnach  erhalten,  wenn  man  in 
A  auf  die  Fluchttrace  E„  eine  Senkrechte  fällt  uDd  von  A  aus  auf 
derselben  die  Länge  A  Cq  gleich  der  Distanz  AC  ^=  d  aufträgt. 

Die  umgelegte  Gerade  l^  erhalten  wir  nach  der  vorher  angeführten 
zweiten  Methode,  wenn  durch  den  Durchstoßpunkt  d  eine  Parallele  Iq 
zum  umgelegten  Fluchtstrahle  vC^  gezogen  und  auf  Iq  die  gleichfalls 
umgelegte  Strecke  aofe„  durch  Projection  der  Punkte  a  und  b  von  Cq  aus, 
(Methode  3)  abgeschnitten  wird.-  Nun  kann  man  die  umgelegte  Strecke 
a^b^  in  die  geforderten  n  Theile  (beispielsweise  n  =  3)  th eilen  und 
die  Projectionen  1,  2. . .  der  umgelegten  Theilpunkte  l^i  2(^. . .  mittelst 
des  umgelegten  Centrums  Cq  auf  die  centralprojectivisch  gegebene 
Gerade  Vi  übertragen. 

Es  wurde  zuerst  diese  Auflösungsart  erläutert,  um  zu  zeigen,  wie 
bei  der  Construction  derartiger  Aufgaben  von  der  „Umlegung"  Ge- 
brauch gemacht  werden  kann. 

Die  Theilung  einer  centralprojectivisch  gegebeDen  Strecke  in  n 
gleiche  Theile  ist  aber  eine  Aufgabe  projectivisc her  Natur,  welche 
auch  ohne  Kenntnis  der  Lage  des  Projectionscentrums,  wie  wir  nun 
nachweisen  wollen,  gelöst  werden  kann. 

Sei  nämlich  ab)l  (Taf.  V,  Fig.  55)  die  in  n  Theile  zu  thei- 
lende  Strecke,  so  legen  wir  durch  ihren  Träger  dv  eine  ganz  beliebige 
Ebene  E^Eb,  und  nehmen  in  derselben  die  ^E  ich  tun  g"  v^  beliebig 
an.  Denken  wir  uns  nun  durch  die  Punkte  a  und  b  zwei  parallele 
Gerade  mit  dem  Fluchtpunkte  t;,  gezogen,  deren  Durchstoßpunkte  da 
und  db  in  der  Bildfläch trace  Eb  liegen,  so  erhalten  wir  in  abdbda 
die  Ceutralprojection  eines  Trapezes^  dessen  nicht  parallele  Seiten  ab 
und  dadb  sind. 

Aus  der  Elementargeometrie  ist  bekannt,  dass  wenn  eine  der 
nicht  parallelen  Seiten  eines  Trapezes  in  gleiche  Theile  getheilt  wird 
und  durch  die  Theilpunkte  Parallele  zu  den  Parallelseiten  des  Trapezes 
gezogen  werden,  auch  die  zweite  der  nicht  parallelen  Seiten  durch 
diese  parallelen  Geraden  in  gleiche  Theile  getheilt  wird. 

Im  vorliegenden  Falle  liegt  aber  die  eine  der  nicht  parallelen 
Seiten  des  Trapezes,  nämlich  dadb,  in  der  Bildebene  und  kann  demnach 
direct  in  die  verlangte  Anzahl  gleicher  Theile  getheilt  werden.  Zieht 
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man  nun  durch  die  Theilpunkte  dp  d^...  Parallele  zu  d^^v^,  deren 
Gentralprojectionen  den  gemeinschaftlichen  Fluchtpunkt  i?,  besitzen,  so 
erhält  man  in  den  Schnitten  1,  2. . .  derselben  mit  ab  die  gewünschten 
Theilpunkte  der  gegebenen  Strecke  ab  centralprojectivisch  dargestellt. 
Häufig  lässt  sich  auch  bei  Problemen,  welche  die  Größenbestim- 
mung von  Winkeln  erfordern,  die  Umlegung  der  Winkelschenkel  da- 
durch vermeiden,  dass  man  bloß  mit  den  denselben  entsprechenden 
umgelegten  Fluchtstrahlen  operiert.  Die  Lösung  einiger  principieller 
Aufgaben  wird  das  Angedeutete  erläutern  und  rechtfertigen. 

§.  75. 

24.  Aufgabe.  In  einer  Ebene  E^Eb  ist  ein  Punkt  p  und  eine 
Gerade  dv  gegeben;  man  soll  in  derselben  Ebene  durch  den  Punkt  p 
eine  Gerade  ziehen,  welche  mit  der  gegebenen  Geraden  dv  einen  be- 
stimmten Winkel  einschließt. 

Man  könnte  diesfalls,  behufs  Lösung  der  gestellten  Aufgabe,  auf 
Grund  der  gepflogenen  Erörterungen  die  Gerade  dv  (Taf.  V,  Fig.  56) 
als  auch  den  Punkt  p  um  die  Bildflächtrace  Eb  in  die  Bildebene  um- 
legen, in  der  Umlegung  durch  p^  gegen  die  umgelegte  Gerade  l^  eine 
Gerade  l^  unter  dem  bestimmten  Winkel  a  ziehen  und  mit  Zuhilfe- 
nahme von  ilo  die  Projectiön  A  aufsuchen. 

Einfacher  jedoch  f'Qhrt  folgendes  Verfahren  zu  gleichem  Besultate. 
Wie  bereits  bekannt,  schließen  die  Fluchtstrahlen  zweier  Geraden  l 
und  X  untereinander  den  nämlichen  Winkel  ein,  wie  die  Geraden  selbst. 

Man  wird  demnach  den  Fluchtstrahl  v  C^  der  Geraden  l'  bestimmen, 
sodann  den  Fluchtpunkt  v,  der  zu  suchenden  Geraden  X  mit  Hilfe 
des  gegen  den  vorgenannten  Fluchtstrahl  C^v  unter  dem  gegebenen 
Winkel  a  gezogenen  Fluchtstrahles  Cf^v^  construieren  und  so  unmittelbar 
die  verlangte  Gerade  Xd\  durch  die  Verbindungslinie  von  Vy  mit  p 
centralprojectivisch  dargestellt  erhalten. 

§.  76. 

25.  Aufgabe.  Es  ist  der  Winkel,  welchen  zwei  sich  schneidende 
oder  auch  zwei  sich  kreuzende  Gerade  mit  einander  bilden,  zu 
bestimmen. 

Unter  dem  Neigungswinkel  zweier  sich  kreuzender  Geraden  ver- 
steht man  bekanntlich  jenen  Winkel,  welchen  zwei  sich  schneidende 
Gerade  einschließen,  die  zu  den  sich  kreuzenden  Geraden  paral- 
lel sind. 

In  beiden  Fällen  wird  man  demnach  zum  Ziele  gelangen,  wenn 
man  den  Winkel,  welchen  die   Fluchtstrahlen  der  g^ebenen  Geraden 
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eioschließen ,  bestimmt.  Der  Allgemeinheit  halber  wählen  wir  zwei 
sich  kreuzende  Geraden  d^v^  und  dr^v^  (Taf.  V,  Fig.  57),  nachdem 
dieser  Fall  den  speciellen,  wo  zwei  sich  schneidende  Gerade  unmittelbar 
vorliegen,  in  sich  schließt. 

Die  beiden  Fluchtstrahlen  Cr,  und  Gv^  dieser  Geraden  Id  und  Jj* 
liegen  in  einer  Fluchtebene,  deren  Trace  E^  durch  die  Verbindungs- 
gerade 17,172  der  beiden  gegebenen  Fluchtpunkte  t;,  und  t;^  dargestellt 
wird.  Um  die  genannten  Fluchtstrahlen  um  die  Trace  E„  umzulegen, 
genügt  es  offenbar,  da  v^  und  v„  als  in  der  Drebaxe  liegend ,  bei  der 
Drehung  ungeändert  bleiben,  die  Umlegung  des  ihnen  gemeinschaft- 
lichen Punktes  C,  welcher  sich  in  dieser  Lage  in  G^  ergibt,  vorzu- 
nehmen. Die  umgelegten  Fluchtstrahlen  erhalten  wir  demnach  durch 
GqV^  und  Cf^v^  und  den  den  Geraden  li\  und  13,  entsprechenden  Nei- 
gungswinkel durch  CO  =  ^iG^^t^  dargestellt. 

§.  77. 

26.  Aufgabe.  In  einer  Ebene  EbE„  ist  ein  Punkt  o  und  eine 
Gerade  ll  gegeben;  es  ist  ein  Quadrat  zu  bestimmen,  dessen  eine 
Seite  in  die  Gerade  l'  t&llt  und  dessen  Mittelpunkt  der  Punkt  o  ist. 

Auch  diese  Aufgabe  kann  auf  Grund  derselben  Principien^  wie 
die  vorhergehende,  durch  bloße  Anwendung  der  Fluchtstrahlen  gelöst 
werden. 

Die  Bestimmung  des  der  Quadratseite  l^  entsprechenden  umgelegten 
Fluchtstrahles  vC^  (Taf.  V,  Fig.  58)  wird  auf  die  bereits  vielfach 
besprochene  Weise  vollzogen ;  der  Flucbtstrahl  der  beiden  auf  l  senk- 
redht  stehenden  Quadratseiten  steht  senkrecht  zu  (7„i;  und  schneidet 
dieFlnchttrace  E^  in  dem,  den  letztgenannten  Quadratseiten  zugehörigeu 
Flachtpunkte  r,. 

Halbiert  man  den  rechten  Winkel  vG^v^.  sowie  dessen  Neben- 
winkel durch  die  Geraden  C^v^  und  G^v^,  so  schließen  dieselben  mit 
den  Fluchtstrahlen  der  Quadratseiten  die  Winkel  von  45^  ein  und 
stellen  somit  die  Fluchtstrahlen  der  Diagonalen  des  Quadrates  vor. 
Die  Centralprojectionen  der  letzteren  erhält  man  daher,  wenn  man  den 
gegebenen  Mittelpunkt  o  des  Quadrates  mit  den  Fluchtpunkten  v^  und 
^3  verbindet.   Die  Diagonalen  v^o  und  173 o  schneiden  auf  der  Geraden 

ll  die  Quadratseite  ab  ab.  Die  beiden  zu  {  senkrecht  stehenden  Quadrat- 
seiten ei^eben  sich  nun  in  av^  und  &i7„  während  deren  Endpunkte  e 
und  d  im  Schnitte  derselben  mit  den  Diagonalen  0  v^  und  0  v^  erhalten 
werden.  Die  vierte  Seite  des  Quadrates,  welche  Strecke  selbstverständlich 
als  Parallele  zu  ab  durch  den  Fluchtpunkt  v  gehen  muss,  wird  somit 
durch  ed  dargestellt  erscheinen. 
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§.  78. 

27.  Aufgabe.  In  einer  Ebene  E  ist  eine  Strecke  a  h  als  Seite 
eines  regelmäßigen  Polygons  gegeben ;  man  soll  die  Centralprojection 
des  letzteren  bestimenm. 

Die  vorliegende  Aufgabe  könnte  ebenso  wie  die  vorhergehende 
mittelst  der  Fluchtstrählen  der  Seiten,  jener  der  Hauptdiagonalen  nnd 
der  Nebendiagonalen ,  welche  gewisse,  vollkommen  bestimmte  Winkel, 
deren  Größe  bloß  von  der  Anzahl  der  Polygonseiten  abhängig  ist,  mit- 
einander einschließen,  gelöst  werden;  doch  dürfte  es  in  diesem  Falle 
einfacher  und  zweckdienlicher  sein,  das  Polygon  in  der  Umlegnng 
wirklich  zu  verzeichnen  nnd  hierauf  die  Pröjectionen  der  Endpunkte 
aufzusuchen.  Wir  wählen,  um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu 
haben,  ein  regelmäßiges  Sechseck,  dessen  eine  Seite  die  in  der  Ebene 
EbEo  gegebene  Strecke  al  (Taf.  V,  Fig.  59)  sein  soll. 

Behufs  Construction  und  Ergänzung  des  Polygones  legen  wir  die 
Strecke  ah  um  die  Bildflächtrace  jEj  nach  a^^  um  und  zeichnen  über 
dieser  umgelegten  Strecke  a^h^  als  Seite,  das  regelmäßige  Vieleck 
(diesfalls  das  Sechseck)  »o^o^o^o^o/o- 

Die  Pröjectionen  der  Eckpunkte  und  jene  der  Seiten  sind  nun 
leicht  zu  bestimmen.  Man  erhält  beispielsweise  die  Seite  af  wenn 
man  den  Punkt  a  mit  dem  Durchstoßpunkte  d,  der  Seite  a^f^  ver- 
bindet und  auf  ad,  mittelst  des  umgelegten  Centrums  C^  und  des 
Punktes  f^  den  Endpunkt  f  bestimmt.  Selbstverständlich  führen  auch 
andere  Methoden  oder  Verfahrungsweisen  zu  gleichem  Eesultate  und 
wollen  wir  daher  behufs  centralprojectivischer  Bestimmung  der  übrigen 
Eckpunkte  auch  einen  anderen  als  den  eben  besprochenen  Weg  ein- 
schlagen. Um  beispielsweise  den  Eckpunkt  c  festzustellen,  denken  wir 
uns  die  umgelegte  Diagonale  a^c^  gezogen.  Letztere  schneidet  die 
Bildflächtrace  £0  im  Durchstoßpunkte  d^,  während  die  Seite  h^c^^  auf 
welcher  gleichzeitig  der  Punkt  c^  liegt,  ihren  Durchstoßpunkt  im 
Schnitte  d^  mit  der  Bildfläch trace  Eh  hat.  Es  sind  nun  ö^h  und  8^a 
die  Centralprojectionen  der  Geraden  h^c^  und  a^c^  und  ihr  Schnitt  c 
die  Centralprojection  des  Punktes  c„.  Auf  gleiche  oder  ähnliche  Weise 
können  nunmehr  die  Centralprojectionen  aller  übrigen  Eckpunkte,  resp. 
jene  der  Polygonseiten  bestimmt  werden. 

§.  79. 

28.  Aufgabe.  Es  ist  der  Abstand  eines  gegebenen  Punktes  von 
einer  gegebenen  (reraden  zu  bestimmen. 

Sei  p  (Taf.  VI,  Fig.  60)  der  auf  dem  Träger  ri,t;,  gegebene 
Punkt  und  ll  die  gegebene  Gerade.    Der  Abstand  eines  Punktes  von 
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einer  Geradea  wird  durch  die  Länge  des  von  dem  Punkte  auf  die 
Gerade  gefällten  Perpendikels  gemessen.  Da  dieses  letztere  in  der 
Ebene,  welche  durch  jp  und  l^  bestimmt  ist,  liegt,  so  haben  wir  vor 
allem  auf  bekannte  Weise,  allenfalls  vermittelst  der  Hilfegeraden  vS, 
durch  p  und  ll  eine  Ebene  EbE^zu  führen,  und  die  Gerade  l',,  sowie 
den  Punkt  p  um  die  Bildflächtrace  Eb  umzulegen.  Fällt  man  nun 
von  dem  umgelegten  Punkte  p^  eine  Senkrechte  auf  die  umgelegte 
Gerade  Zq,  so  bestimmt  deren  Länge  Po^^o  ==  ^  ^^^  verlangten 
Abstand. 

Will  man  endlich  noch  die  Centralprojection  der  Strecke  Po^^o» 
welche  die  wahre  Größe  des  Abstandes  e  repräsentiert,  ermitteln,  so 
genügt  es,  den  Fußpunkt  m„  nach  m  zurückzuführen,  was  einfach  mit 
Zuhilfenahme  des  Strahles  C^mQm  geschehen  kann,  um  durch  m2>  die 
Centralprojection  des  Abstandes,  d.  h.  die  Centralprojection  der  vom 
Punkte  p  auf  die  Gerade  ll  gefällten  Senkrechten  dargestellt  zu 
erhalten. 

§.  80. 

29.  Aufgabe.  Durch  einen  Punkt  p  soll  gegen  eine  gegebene 
Ebene  E  eine  Grerade  von  bestimmter  Länge  so  geführt  werden,  dass 
sie  zu  einer  zweiten  Ebene  e'ie\  parallel  ist. 

Vermöge  der  in  der  gestellten  Aufgabe  letztgenannten  Bedingung 
muss  die  zu  bestimmende  Gerade  in  einer  Ebene  Sbe^  liegen,  die  durch 
den  Punkt  p  (Taf.  VI,  Fig.  61)  geht  und'  zur  Ebene  e'bS'^  parallel 
ist,  mit  dieser  also  die  Fluchttrace  6*^  gemein  hat.  Diese  Ebene  e 
kann  mit  Zuhilfenahme  des  Trägers  v^d^  und  einer  durch  p  geführten 
Hilfsgeraden  ötp  auf  bekannte  Weise  construiert  werden.  Die  letzt- 
erhaltene Ebene  e„eb  schneidet  die  gegebene  Ebene  EbE^  in  einer 
Geraden  dv  und  es  handelt  sich  nun  darum,  in  der  Ebene  ebe„  zwi- 
schen dem  Punkte  p  und  der  Geraden  dv  die  gegebene  Strecke  s 
einzuschalten.  Zu  diesem  Zwecke  legen  wir  sowohl  den  Punkt  p  als 
auch  die  Gerade  dt;  um  66  nach  p^  und  l^  um,  beschreiben  mit  s  als 
Badias  aus  dem  Punkte  p^  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  Z^,  welcher 
die  Gerade  l^  im  allgemeinen  in  zwei  Punkten  a^  und  \  trifft,  so 
dass  a^p^  =  \pq  =  e  ist.  Führt  man  nun  die  Endpunkte  a^  und 
\  auf  bekannte  Weise  in  die  Projection  nach  a  und  h  zurück,  so  er- 
hält man  in  ap  und  Ip  die  Central projectionen  jener  Geraden,  welche 
den  Bedingungen  der  Aufgabe  entsprechen. 

Eingangs  wurde  unter  anderem  erwähnt,  dass  Gebilde,  welche  in 
Ebenen  liegen,  die  gegen  die  Bildebene  geneigt  sind,  durch  eine 
Drehung  in  eine  solche  Lage  gebracht  werden  können,  in  welcher  die 
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gegebenen  Gebilde  in  wahrer  Größe  erscheinen.  Es  stellte  sich 
bei  den  diesbezüglichen  Betrachtungen  heraus,  dass  man  ihre  Ebene 
mit  der  Bildebene  zum  Zusammenfallen  bringen  mflsse.  Weiters 
wurde  hervorgehoben,  dass  zu  einer  dei;artigen  Drehung  die  Kenntnis 
der  Lage  des  Projectionscentrums  erforderlich  sei  und  endlich  behauptet, 
dass  Gebilde,  welche  in  Ebenen  liegen,  die  zur  Bildebene  parallel 
sind^  durch  eine  bloße  Parallelverschiebung  in  die  Bildebene  gebracht 
werden  können,  dass  demnach  in  diesem  Falle  zur  Bestimmung  der 
wahren  Größe  derartiger  Gebilde  die  Kenntnis  der  Lage  des  Projec- 
tionscentrums entbehrlich  sei.  Die  Bichtigkeit  des  eben  Gesagten  soll 
durch  einige  Beispiele  erläutert  und  nachgewiesen  werden. 

§.  81. 

30,  Aufgabe.  In  einer  zur  Bildebene  parallelen  Ebene  liegt  ein 
durch  eine  Gentralprojection  gegebenes  Dreieck;  die  wahre  &röiSe 
desselben  ist  zn  bestimmen. 

Die  zur  Bildebene  parallele  Dreiecksebene  sei  durch  einen  ihrer 
Punkte  m  und  letzerer  durch  den  Träger  dv  (Taf.  VI,  Fig.  62)  be- 
stimmt.   Die  Centralbprojection  des  gegebenen  Dreieckes  sei  abc. 

Um  die  wahre  Größe  des  Dreieckes  abc  zu  bestimmen,  schlagen 
wir  folgenden  Weg  ein.  Wir  denken  uns  durch  die  Endpunkte  a,  h 
und  c  Parallele  zu  einer  beliebigen  Geraden,  am  einfachsten  zu  dem 
Träger  dv  gezogen  und  deren  Durchstoßpunkte  mit  der  Bildebene  in 
nachstehender  Weise  aufgesucht. 

Die  Gentralprojection  der  durch  a  zu  dt;  parallel  gezogenen  Ge- 
raden ist  va  und  jene  Ebene,  welche  durch  dv  und  av  geht,  liefert, 
als  Schnitt  mit  der  zur  Bildebene  parallele  Dreiecksebene,  die  Gerade 
am.  Die  Bildflächtrace  e^  ist  demnach  jene  Gerade,  welche  durch  den 
Durchstoßpunkt  d  parallel  zu  am  läuft.  Besagte  Trace  schneidet  die 
Gerade  av  in  dem  Durchstoßpunkte  a,  derselben. 

Auf  analoge  Weise  bestimmt  man  die  Durchstoßpunkte  6,  und 
Oj  der  durch  die  Dreieckspunkte  b  und  c  parallel  zu  dv  gezogenen 
Geraden  bv  und  cv. 

Nun  repräsentieren  offenbar  die  Geraden  a^av,  \bv  und  c^cv 
die  Kanten  eines  dreiseitigen  Prismas,  während  abc  und  a^b^Cy^  zwei 
parallele,  also  congruente  Schnitte  dieses  Prismas  darstellen.  Einer 
derselben,  nämlich  aj^^c^^  liegt  in  der  Bildebene,  erscheint  folglich  da- 
selbst in  wahrer  Größe  und  stellt  demnach  auch  die  wahre  Größe 
des  gegebenen  Dreieckes  abc  dar. 
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§•  82. 

Theilangspunkt.    Das  umgelegte  Centrom   als  eine  besondere  Art  von 

Theilungspnnkt.    Anwendungen  und  Aufgaben. 

Eioe  besondere  Art  der  Bestimmungsweise  von  wahren  Größen 
centralprojectivisch  gegebener  Strecken,  welche  häufig  mit  Vortheil 
verwertet  werden  kann,  beruht  im  wesentlichen  auf  folgender  Eigen- 
schaft. 

Es  sei  E  (Taf.  VI ,  Fig.  63)  eine  beliebige  Ebene,  l  irgend  eine 
in  derselben  liegende  Gerade,  ah  eine  bestimmte  Strecke  derselben, 
Ef,  die  Bildflächtrace  dieser  Ebene  E  und  d  der  Durchstoß puukt  der 
Geraden  Z. 

Denken  wir  uns  die  Gerade  l  in  der  Ebene  E  um  den  Punkt  d 
als  Drehungsmittelpunkt  so  lange  gedreht,  bis  sie  mit  der  Bildfläch- 
trace zusammenfallt,  so  beschreiben  die  einzelnen  Punkte  derselben, 
also  auch  a  und  h  conce'iitrische  Kreisbögen,  deren  Sehnen  aa^  und 
b\  untereinander  parallel  sind  und  mit  der  Geraden  l  sowohl,  als 
auch  mit  der  Bildflächtrace  Eb  den  nämlichen  Winkel  a  ein- 
schließen. 

Es  sind  somit  die  hier  entstehenden  Dreiecke  daa^^  dh\,,, 
gleichschenklig  und  deren  Seiten  da  und  da^^  db  und  ab,...  und 
folglich  auch  ab  und  a^b^  etc.  einander  gleich.  Überdies  entspricht 
den  parallelen  Sehnen  bb^,  aa^..  .^  welche  die  Eigenthümlichkeit  be- 
sitzen, dass  sie  auf  der  zu  theilenden  Geraden  l  und  auf  der  Bild* 
flächtrace  E^,  der  beliebigen  durch  l  gelegten  Ebene,  gleiche  Stücke 
abschneiden,  als  untereinander  parallelen  Geraden,  auch  ein  gemein- 
schaftlicher Fluchtpunkt. 

Wenn  wir  daher  den  Fluchtpunkt  dieser  Parallelsehnen, 
welche  wir,  da  sie  auf  der  zu  theilenden  Geraden  l  und  der  Bildfläch- 
trace Eh  gleiche  Stücke  abschneiden,  „T heilstrahle n'^  heißen 
wollen,  kennen  würden,  wäre  es  auch  leicht,  die  Strecke  a^b^  =  ab 
auf  der  Bildflächtrace  E^  abzuschneiden;  da  man  sodann  nichts  auderes 
zu  thun  hätte,  als  die  Punkte  a  und  b  von  diesem  Fluchtpunkte  aus 
auf  die  Bildflächtrace  E^  zu  projicieren. 

In  der  Fluchtebene  FE  treten  aber  die  gleichen  Verhältnisse 
wie  in  der  Ebene  E  auf.  Der  Fluchtstrahl  CT  der  eben  genaonten 
parallelen  Sehnen  bb^,  aa^...  wird  mit  dem  Fluchtstrahle  Cv  der 
gegebenen  Geraden  l  und  der  Fluchttrace  Ev  gleichfalls  den  nämlichen 
Winkel  a  einschließen. 

Auch  ist  weiters  zu  ersehen,  dass  der  Fluchtpunkt  T  von  dem 
Fluchtpunkte  der  Geraden  l  in  einer  Entfernung  v  T  liegt,  welche  der 
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wahren  Größe  des  (der  zu  theilenden  Geraden  entsprechenden) 
Fluchtstrahles  Cv  gleichkömmt  und  stets  in  der  Fluchttrace  E^, 
der  beliebigen  durch  l  geführten  Ebene  E,  zu  suchen  ist. 

Denken  wir  uns  demnach  (Taf.  VI,  Fig.  64)  die  Fluchtebene 
FE  um  ihre  Fluchttrace  Ec  in  die  Bildebene  umgelegt  und  aus  dem 
Fluchtpunkte  v  der  gegebenen  Geraden  l  als  Mittelpunkt  mit  dem 
Radius  vCq  einen  Ereis  Tk  beschrieben,  welcher  die  Fluchttrace  E„ 
in  den  beiden  Punkten  2\  und  T^  schneidet,  so  ist  sowohl  die  Gerade 
CqT^  als  auch  C^T^  gegen  den  Fluchtstrahl  C^v  der  Geraden  1  und 
die  Fluchttrace  E^,  der  durchgelegten  Ebene  E  gleich  geneigt;  es 
stellen  somit  die  Punkte  Tj  und  T^  die  Fluchtpunkte  der  bei- 
den möglichen  Scharen  paralleler  Theilsehnen  dar. 

Zieht  man  nun  l\a  und  T^b,  so  schneiden  diese  Strahlen  die 
Bildflächtrace  Et  in  den  Punkten  a^  und  &,,  deren  Abstand  die  wahre 
Größe  der  Strecke  ab  vorstellt.  Das  gleiche  gilt  von  den  Geraden 
Tg,a  und  T,  6  und  der  Strecke  a„bo. 

Die  Punkte  T,  und  T^  nennt  man,  als  die  Fluchtpunkte 
paralleler  Theilstrahlen,  die  „Theilungspunkte"  der  in  der 
Ebene  E^Eb  liegenden  Geraden  dv. 

Aus  der  Construction  des  Theilungspunktes  ergeben  sich 
sofort  folgende  besondere  Fälle: 

a)  Ist  die  gegebene  Gerade  l  zur  Bildflächtrace  £(  senk- 
recht, ist'  also  der  Nebenhauptpunkt  der  Ebene  E  gleichzeitig  der 
Fluchtpunkt  der  Geraden  l,  so  sind  die  Theilpunkte  T,,  T„  identisch 
mit  den  Distanzpunkten  D  oder  N^^  N^  der  Ebene  E. 

ß)  Ist  die  Gerade  l  parallel  zur  Bildflächtrace  Et,,  ist 
also  ihr  Fluchtpunkt  v  im  Unendlichen,  so  ist  die  Strecke  vC^,  also 
auch  die  Strecke  vT^  =  vT^  unendlich  groß,  woraus  folgt,  dass  jeder 
beliebige  Punkt  der  Fluchttrace  E^,  als  Theilungspunkt  betrachtet 
werden  kann. 

Das  Gesagte  erhellt  auch  aus  dem  Umstände,  dass  in  dem  an- 
gedeuteten Falle  die  gegebene  zur  Bildflächtrace  Eb  (Taf.  VI,  Fig.  65) 
parallele  Gerade  ab  mit  der  Bildflächtrace  und  den  beiden  durch  einen 
beliebigen  Fluchtpunkt  v  gezogenen  Parallelen  t;aa,  und  vbb^ 
ein  Parallelogramm  bestimmt,  in  welchem  die  einander  gegenflber- 
liegenden  Seiten  ab  und  aj)^  gleiche  Längen  besitzen. 

Wenden  wir  uns  nach  dieser  kleinen  Abzweigung  wieder  dem 
allgemeinen  Falle  zu  und  sei  abermals  dv  (Taf.  VI,  Fig.  66)  eine 
beliebige  Gerade,  ab  eine  auf  derselben  gegebene  Strecke  und  seien 
(Äj  D)  die  Bestimmungsstücke  für  die  Lage  des  Projectionscen- 
tnims  C. 
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Denken  wir  uns,  sowie  früher,  auch  hier  durch  die  gegebene 
Gerade  dv  eine  ganz  beliebige  Ebene  Ei^E^  gelegt,  die  Theilungs- 
punkte  Tp  T,  der  Geraden  dv  bezüglich  dieser  Ebene  construiert  und 
beröcksiehtigen  wir,  wie  übrigens  auch  aus  der  Construction  hervorgeht, 
dass  die  Entfernung  vT^=vT^  des  Theilungspunktes  T  vom  Flucht- 
punkte V  der  Geraden  l,  der  Länge  des  Fluchtstrahles  dieser  Geraden 
gleich  ist,  oder  mit  anderen  Worten»  dem  wahren  Abstände  des  Fro- 
jectionscentrums  C  von  dem  Fluchtpunkte  v  der  gegebenen  Geraden  U 
gleichkömmt,  so  werden  wir  weiters  auch  unschwer  erkennen,  dass  dieser 
Abstand  von  der  Lage  der  durch  dv  gelegten  Ebene  ganz  uud  gar 
unabhängig  und  deshalb  für  alle  möglichen  durch  vd  zu  fahrenden 
Ebenen  derselbe  sei. 

Legt  man  daher  durch  die  Gerade  Z;  anderweitige  ganz  beliebige 
Ebenen  e^e. ;  e'be\;  a"««?"»...  und  bestimmt  man  in  Bezug  auf  jede 
einzelne  dieser  Ebenen,  die  Lage  des  Theilungspunktes  t^^  t^;  f^,  ^'2; 
V\^  ^%...  der  Geraden  Z;,  so  findet  man,  dass: 
vT^  =  t^Tj  =  vt,  =vt^  =  vt\  =  vt'^  =  vV\  =  vt\=. .  .=  VC« 
sei  und  dass  folglich  der  Satz  gelte: 

31.  ^Der  geometrische  Ort  der  Theilungspunkte  einer  Geraden 
leeüglich  aUer  durch  diese  Gerade  gelegten  Ebefien  ist  ein  Kreis,  dessen 
Mittdpunkt  der  Fluchtpunkt  der  Geraden  ist  und  dessen  Badius  dem 
Abstände  dieses  Fluchtpunktes  vom  Prqjectionscentrum  gleichkämnU.^ 

Den  bezeichneten  Exeis  pflegt  man  auch  den  „Theilungs- 
kreis^  oder  kurz  den  „Theilkreis^  der  Geraden  dv  zu  nennen. 

Steht  die  gegebene  Gerade  zur  Bildebene  senkrecht,  so  fällt 
ihr  Fluchtpunkt  v  mit  dem  Hauptpunkte  Ä  zusammen;  es  ist  daher 
der  Abstand  dieses  Fluchtpunktes  vom  Projectionscentrum  der.  Distanz 
d  gleich.  Für  diesen  Fall  wird  somit  der  Theilkreis  Kt  mit  dem 
Distanzkreise  D  zusammenfallen. 

§•  82. 

Als  Theilungspunkt  im  weiteren  Sin  ne  des  Wortes  kann 
man  auch  das  um  die  Fluchttrace  einer  Ebene  in  die  Bild- 
ebene umgelegte  Projectionscentrum  ansehen. 

Es  wurde  früher  bereits  nachgewiesen  und  hievon  auch  schon 
mehrfiich  Gebrauch  gemacht,  dass  das  umgelegte  Projectionscentrum 
mit  der  Centralprojection  eines  Punktes  und  dem  umgelegten  Punkte 
immer  auf  einer  und  derselben  Geraden  liege.  Besagten  Satz  (28) 
wollen  wir  nun  noch  auf  eine  andere  Art  beweisen. 

Es  sei  BE  (Taf.  VI,  Fig.  67)  die  Bildebene,  E  eine  beliebige 
Ebene  und  C  das  Projectionscentrum.  Denken  wir  uns  einen  beliebigen 
Pnnkt  a  dieser  Ebene  E  um   deren  Bildflächtrace  Et  umgelegt,  so 

Peiehka,  Darstellende  u.  projective  Geometrie.  6 
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beschreibt  derselbe  einen  Kreisbogen  aa^,  desaen  Sehne  aa^  stets  die 
nämliche  Bichtung  hat,  wie  auch  der  Punkt  a  angenommen  werden  mOge. 

Die  Sehne  aüQ  ist  nämlich  eine  Gerade,  welche,  wie  aus  dem 
gleichschenkligen  Dreiecke  aoa^  zu  entnehmen  ist,  mit  der  Bildebene 
und  der  gegebenen  Ebene  E  gleiche?  Winkel  einschließt,  und  in  einer 
zur  Trace  Eh  senkrechten  Ebene  aoa^  liegt. 

Da  diese  Sehnen  a%,  h\..,^  wenn  wir  eine  willkürliche  Zahl 
solcher  Punkte  a,  b. . .  in  E  beliebig  wählen  und  um  Eh  drehen,  alle 
untereinander  parallel  sind,  so  müssen  sie  auch  einen  gemeinschaft- 
lichen Fluchtpunkt  besitzen. 

Denken  wir  uns  den  zu  aa^^  gehörenden  Fluchtstrahl  CCq  durch 
das  ProjectioDScentrum  C  geführt,  so  muss,  da  die  Fluchtebene  (C,  Et,) 
zur  Ebene  E  parallel  ist,  auch  die  Gerade  CC^  mit  der  Fluchtebene 
und  der  Bildebene  gleiche  Winkel  einschließen  und  in  der  durch  C 
zur  Flucht  trace  E^  senkrechten  Ebene  CAfi^  liegen,  woraus  folgt, 
dass  der  den  Sehn.en  aa^...  entsprechende  Fluchtpunkt  G^ 
mit  dem  um  die  Fluchttrace  E^  umgelegten  Projections- 
centrum  (7^  identisch  sein  müsse. 

Die  eben  entwickelte  Eigeuschaft  des  Punktes  C^  als  Flucht- 
punkt paralleler  Sehnen  berechtigt  uns,  denselben  als  eine  Art 
von  Theilungspunkt  im  weiteren  Sinne  aufzufassen. 

Die  ümlegung  eines  Punktes  um  die  Bildflächtrace  seiner 
Ebene  nach  der  vorangeführten  dritten  Methode,  lässt  demgemäß  auch 
folgende  Erklärung  zu. 

Ist  nämlich  E,Eh  (Taf.  VI,  Fig.  68)  eine  Ebene,  a  ein  in  der- 
selben liegender  Punkt,  so  werden  wir  den  letzteren  in  die  Bildebene 
umgelegt  erhalten,  wenn  man  den  Durchstoßpunkt  der  durch  ihn 
gehenden  Drehungssehne  mit  der  Bildebene  bestimmt. 

Der  Fluchtpunkt  aller  Drehungssehnen  ist  das  umgelegte 
Frojectionscentrum  C^ ;  daher  C^  a  die  Centralprojection  der  dem  Punkte 
a  entsprechenden  Sehne. 

Um  den  Durchstoßpunkt  %  derselben  zu  ermitteln,  wählen  wir 
in  der  Ebene  EhE^  eine  beliebige  durch  a  gehende  Gerade  dv  und 
legen  durch  dieselbe  und  die  Gerade  G^a  eine  Hilfsebene  hhK,  deren 
Fluchttrace  G^v  ist  und  deren  Bildflächtrace  sich  somit  als  die  durch  d 
zu  C^v  parallel  gezogene  Gerade  h  ergibt.  Im  Schnitte  ron  aG^  und 
hh  erhalten  wir  den  Durchstoßpunkt  des  Strahles  G^^a  mit  der 
Bildebene,   oder  mit  anderen  Worten,  den  umgelegten  Punkt  a^. 

Man  sieht,  dass  die  ausgeführte  Construction  genau  übereinstimmt 
mit  jener,  welche  für  die  ümlegung  nach  der  vorher  angezogenen 
Methode  g^eben   wurde,  und  dass  der  eigentliche  unterschied  bloß 
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darin  be^ht,  dass  dieser  eine  von  jener  abweichende  Bedeutung  unter- 
l^t  wurde. 

Zu  bemerken  wäre  hier  allenfalls  noch,  dass  C^^v  selbstverstän- 
lich  die  wahre  Länge  des  Fluchtstrahles  der  Geraden  dv  darstellt, 
and  dass  somit  der  Punkt  C^  den  Theilungspunkt  der  Geraden  dv 
bezQglich  der  Ebene  h^K  repräsentiert. 

Eine  interessante  Verwendung  des  Theilpunktes  einer  Geraden 
bietet  unter  anderem  auch  die  Lösung  des  folgenden  Problems. 

§.  84. 

31.  Aufgabe.  Die  Gentralprojeotion  {  einer  Geraden,  der  Flucht- 
punkt V  derselben  und  die  Projectionen  a  und  b  zweier  ihrer  Punkte 
sind  gegeben ;  es  ist  der  Durchstoßpunkt  d  unter  der  Voraussetzung 
zu  bestbrnnen,  dass  die  Entfernung  der  Punkte  a  und  b  einer  gege- 
benen Strecke  s  gleich  sei. 

Wir  ziehen  durch  v  (Taf.  VI ,  Fig.  69)  eine  beliebige  Gerade  E^ 
and  betrachten  dieselbe  als  Fluchttrace  einer  durch  die  Gerade  l  ge- 
legten Ebene.  Der  Theilungspunkt  T  der  Geraden  dv  bezüglich  dieser 
Ebene  kann  mittelst  des  Gentrums  C  auf  bekannte  Weise  construiert 
werden. 

Zieht  man  nun  die  Strahlen  T«  und  Th ,  so  werden  dieselben 
aaf  der  zu  suchenden  Bildflächtrace  Et  die  gegebene  Strecke  s  ab- 
schneiden. 

Es  wird  sich  also  bloß  darum  handeln,  parallel  zu  Ec  zwischen 
den  Strahlen  T«  und  Tb  die  gegebene  Strecke  s  einzuschalten,  was 
io  der  Weise  am  einfachsten  geschieht,  dass  man  auf  der  Fluchttrace 
£,  von  T  aus  die  gegebene  Strecke  s  zu  beiden  Seiten  aufträgt  und 
durch  die  Endpunkte  a,  und  a,  zu  Tt  die  Parallelen  a^a^  und  a^a, 
zieht,  welche  die  Gerade  T«  iu  a^  resp.  a,  treffen.  Letztgenannte 
Pankte  gehören,  wie  leicht  einzusehen  ist,  den  beiden,  der  Aufgabe 
entsprechenden  Bildflächtracen  E'h  und  ^6, an,  welche  ihrerseits  die 
Gerade  v ab  in  den  gesuchten  Durchstoßpunkten  d,  und  d^  treffen. 

§.  85. 

32.  Aufgabe*  Ein  in  der  Bildebene  liegendes  beliebiges  Viereck 
ist  zu  betrachten  als  die  Gentralprojection  eines  Quadrates  von  be- 
Bünunter  Seitenlange;  die  Ebene  des  Quadrates  soll  mit  der  Bildebene 
einen  gegebenen  Winkel  a  einschließen ;  es  ist  das  Projectionscentrum 
za  bestimmen  und  das  um  die  Traoe  seiner  Ebene  umgelegte  Quadrat 
za  eonstruieren. 

Sei  ab  cd  (Taf.  VI,  Fig.  70)  das  gegebene  Viereck;  die  Gegen- 
seiten ab  und  cd  sind  die  Projectionen  paralleler  Quadratseiten;  ihr 

6* 
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Schnittpunkt  v^  ist  daher  deren  gemeinschaftlicher  Fluchtpunkt.  Des- 
gleichen sind  auch  die  Gegenseiten  ad  und  bc  die  Bilder  paralleler 
Quadratseiten,  während  ihr  Schnittpunkt  v^  den  ihnen  entsprechenden 
Fluchtpunkt  darstellt. 

Durch  die  Verbindungsgerade  v^v^  ist  die  Fluchttrace  E^  der 
Quadratebene  bereits  vollständig  bestimmt.  Berücksichtigt  man  nun, 
dass  die  Seiten  ab  und  bc  die  Frojeotionen  zweier  aufeinander  senk- 
recht stehender  Quadratseiten  vorstellen  und  dass  demnach  die  zu- 
gehörigen, in  die  Bildebene  unigel^ten,  durch  t;,  und  t;,  gehenden 
Flucbtstrahlen  einen  rechten  Winkel  einschließen,  so  erkennt  man,  dass 
das  um  Ev  umgelegte  Projectionscentrum  in  der  Peripherie  des  Aber 
ti|t;,  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreises  k^  liegen  müsse. 

Zieht  man  weiters  die  Diagonalen  ac  und  bd,  deren  Fluchtpunkte 
v^  und  1^4  sich  im  Schnitte  mit  E^  ergeben,  so  stellen  auch  diese  die 
Bilder  zweier  zu  einander  rechtwinkliger  Geraden,  nämlich  der  Dia- 
gonalen des  Quadrates  dar  und  es  muss  mithin  das  Projectionscentrum 
C^  gleichzeitig  auch  in  der  Peripherie  des  über  t;3t;4  als  Durchmesser 
beschriebenen  Kreises  2;,,  also  im  Schnittpunkte  der  beiden  Kreise  k^ 
und  k^  liegen.  • 

Aus  dem  so  erhaltenen  umgelegten  Centrum  C^  kann  nun  an- 
standslos der  Theilungspunkt  T  der  Seite  ab  gefunden  werden,  indem 
man  v^T  ^=  v^ C^  macht,  und  hierauf  mittelst  der  Strahlen  T^  und  2V 
und  der  gegebenen  Seitenlänge  s  die  Bildflächtrace  E^  in  derselben 
Weise  bestimmt  werden,  wie  dies  in  der  vorhergehenden  Aufgabe 
geschah. 

Der  Hauptpunkt  Ä  und  die  Distanz  ÄG  wird  mit  Zuhilfenahme 
der  Nebendistanz  C^Ä^  und  des  gegebenen  Winkels  a  aas  dem  recht- 
winkligen Dreieck  ÄA^C  bestimmt ,  in  welchem  A^C  =  Ä^ C^  und 
der  Winkel  CA^A  =  a  ist. 

Die  (Jmlegung  des  Quadrates  nach  a^b^c^d^  kann  nun  mittelst 

einer  oder   der  anderen   bereits  hinlänglich   besprochenen   Methoden 

bewerkstelligt  werden. 

§.  86. 

Winkelbeziehmngen  zwischen  Geraden  und  Ebenen  and  von  Ebenen 

untereinander. 

Die  einfachsten  Winkelbeziehungen  wurden  bereits  im  Vorher- 
gegangenen entwickelt,  und  zwar  bezogen  sich  unsere  diesfallsigen 
Betrachtungen  auf  die  Bestimmung  des  Neigungswinkels  einer  Gera- 
den, resp.  einer  Ebene  mit  der  Bildebene,  sowie  auf  die  Construction 
von  zur  Bildebene  senkrechten  oder  unter  gegebenen  Winkeln  geneigten 
Geraden  und  Ebenen. 
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Nanmehr  wollen  wir  uns  mit  der  Bestimmung  der  Nei- 
gungswinkel Yon  Geraden  und  Ebenen  in  allgemeiner  Lage 
beschäftigen  und  werden  diesbezQglich  mit  dem  einfachsten,  zugleich 
aber  wichtigsten  Falle  beginnen. 

§.  87. 

Bestimmung  einer  Geraden,  welche  zu  einer  gegebenen  Ebene 

senkrecht  steht. 

Seien  Eh  und  E,  (Taf.  VI,  Fig.  71)  die  Tracen  der  gegebenen 
Ebene  E  und  (A,  C)  das  Projectionscentrum. 

Da  sämmtliche  Normalen  zu  einer  Ebene  untereinander  parallel 
sine};  so  wird  es  sich  hauptsächlich  um  die  Ermittelung  ihrer  Bich- 
tnng,  hei  centralprojectivischer  Darstellung  also,  um  die  Bestimmung 
des  Fluchtpunktes  aller  zu  einer  Ebene  senkrecht  stehenden  Geraden 
handeln. 

Der  Fluchtstrahl  der  zur  Ebene  E^E^  normalen  Geraden  ist 
selbstverständlich  die  durch  das  Projectionscentrum  auf  die  Ebene  E^E^^ 
oder  was  dasselbe  ist,  auf  die  entsprechende  Fluchtebene  gefällte  Senk- 
rechte, während  der  Fluchtpunkt  der  Schnitt  dieser  Senkrechten  mit 
der  Bildebene  ist. 

Der  Fluchtstrahl  Cv,  (Taf.  VI,  Fig.  72)  muss  oflfenbar  in  einer 
lar  Fluchtebene  FE  senkrechten  Ebene  liegen.  Unter  allen  Ebenen, 
welche  zur  genannten  Ebene  FE  senkrecht  stehen  und  durch  das 
Oentrum  C  gehen,  ist  die  Ebene  GAA^^  welche  auf  der  Bilddächtrace 
E,  der  Fluchtebene  senkrecht  steht,   die  am  einfachsten  darstellbare. 

In  dieser  Ebene  CAA^  muss  der  gesuchte  Fluchtstrahl  Gv^ 
aller  Normalen  zur  Ebene  E  liegen.  Der  Durchschnittspunkt  t;,  des- 
selben mit  der  Bildebene  wird  sich  daher  in  der  Bildflächtrace  AA^ 
der  genannten  Ebene  vorfinden. 

Andererseits  muss  der  Fluchtstrahl  Ot;«,  als  auf  der  Fluchtebene 
FE  senkrecht  stehend ,  auch  auf  jeder  beliebigen,  in  der  Ebene  FE 
dareh  das  Centrum  gezogenen  Geraden  g  senkrecht  stehen.  Unter  den 
verschiedenen,  der  ausgesprochenen  Bedingung  genflgenden  Geraden, 
w&hlen  wir  der  Einfachheit  wegen  die  Falllinie  CJ.,. 

Hieraus  ist  weiters  zu  ersehen,  dass  das  Gentrum  C7,  der 
Nebenhauptpunkt  A^  und  der  in  der  Geraden  AA^  liegende 
Fluchtpunkt  v,  aller  zur  Ebene  E  senkrechten  Geraden  5, 
die  Eckpunkte  eines  bei  C  rechtwinkligen  Dreieckes 
bilden,  dessen  vom  Punkte  C  gefällte  Höhe  CA  der  Distanz  d  gleich 
ist.  Femer  ist  aus  den  angestellten  Betrachtungen  klar  geworden,  dass 
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der  Nebenhauptpunkt  Ä^^  der  Hauptpunkt  Ä  und  der 
Fluchtpunkt  v,  aller  zur  Ebene  E  normalen  Geraden,  in 
einer  und  derselben  zur  PluchttraceJE,,  senkrecht  stehen- 
den Geraden  liegen. 

Denkt  man  sich  jetzt  die  Hilfsebene  CAA^  um  ÄÄ^  in  die 
Bildebene  umgelegt,  so  ergibt  sich  für  den  Fluchtpunkt  v,  der  Nor- 
malen zur  Ebene  EiEi,  die  folgende  Construction. 

Man  filllt  vom  Hauptpunkte  Ä  (Taf.  VI,  Fig.  71)  auf  die  Flucht- 
trace  E^  der  Ebene  E  eine  Senkrechte  ÄA^,  errichtet  auf  diese  im 
Punkte  A  eine  der  Distanz  d  gleiche  Senkrechte  ACq,  verbindet  ^| 
mit  C<j  und  zieht  im  Punkte  C^  zu  A^C^  die  Normale  C^v,,  so  wird 
diese  die  Gerade  AA^  in  dem  verlangten  Fluchtpunkte  t?«  treffen. 

Sollte  beispielsweise  die  Aufgabe  gelöst  werden,  durch  einen 
gegebenen  Punkt  p  auf  die  Ebene  E^Ev  eine  Senkrechte 
zu  fällen,  so  wird  man  v,  mit  p  verbinden  und  mittelst  der  durch 
den  Träger  dv  des  Punktes  p  und  durch  pv,  gehenden  Hilfsebene 
hhK  den  Durchstoßpunkt  D  der  verlangten  Senkrechten  pSt  ermitteln. 
Durch  ümkehrung  der  eben  gelösten  Aufgabe  gelangen  wir  zu  dem 
nachstehenden  Probleme. 

§.  88. 

BestimmuDg  einer  Ebene,  welche  sn  einer  gegebenen  Geraden 

senkrecht  steht. 

Die  bloße  Umkehrung  der  eben  durchgeführten  Constructionen 
wird  anstandslos  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  führen. 

Da  nämlich  alle  zur  Geraden  dv  (Taf.  VI,  Fig.  73)  senkrechten 
Ebenen  untereinander  parallel  sind,  so  wird  es  sich  wieder  bloß  um 
die  Ermittelung  der  Fluchttrace  E',  dieser  Ebenen  handeln. 

Die  Fluchtebene  (C,  E',)  steht  auf  dem  Fluchtstrahle  Cv  senk- 
recht; es  muss  daher  zwischen  dem  nun  gegebenen  Fluchtpunkte  v 
und  der  zu  bestimmenden  Traoe  E[,  genau  dieselbe  Beziehung  bestehen, 
als  vordem  zwischen  dem  Fluchtpunkte  Vg  und  der  Fluchttrace  E„ 
festgestellt  wurde. 

Man  wird  somit,  um  die  vorgelegte  Aufgabe  zu  lösen,  den  gege- 
benen Fluchtpunkt  v  mit  dem  Hauptpunkte  A  verbinden,  in  A  auf 
Av  ein  Perpendikel  AG^  von  einer  der  Distanz  gleichen  Länge  er- 
richten, und  im  Endpunkte  Cq  desselben  auf  C^^v  eine  Senkrechte 
CqA^  fällen,  welche  die  Gerade  Av  in  dem  Nebenhauptpunkte  A^ 
trifft  und  hiedurch  einen  Punkt  der  Fluchttrace  E',  jener  Ebene  E* 
bestimmt,   welche   zur  Geraden  ll  senkrecht  steht.     Die  Fluchttrace 
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der  gesuchten  Ebene  wird  nun  bekanntlich  jene  Gerade  JBt  sein,  welche 
man  durch  A^  senkrecht  zu  Ä^Äv  ziehen  kann. 

Nach  der  vorhergehenden  Aufgabe  ist  v  der  Fluchtpunkt  aller 
Zur  Ebene  El  senkrechten  Geraden;  im  vorliegenden  Falle  also, 
weil  V  gegeben  ist,  Ei  die  Fluchttrace  aller  zur  Geraden  dv 
senkrechten  Ebenen. 

Es  unterliegt  nunmehr  auch  keiner  Schwierigkeit,  die  Tracen 
E',E^  einer  Ebene  E*  zu  bestimmen,  welche  durch  einen 
bestimmten  Funkt  p  (Taf.  VI,  Fig.  73)  geht  und  zu  einer 
gegebenen  Geraden  dv  senkrecht  steht. 

Man  construiert  in  diesem  Falle,  so  wie  eben  durchgef&hrt ,  zu- 
erst die  Fluchttrace  JSt  der  gesuchten  Ebene,  und  hat  sodann  bloß 
die  Bildfl&chtrace  J^  so  zu  bestimmen,  dass  die  verlangte  Ebene  durch 
den  gegebenen  Punkt  p  hindurchgebt.  Am  einfachsten  geschieht  dies, 
indem  man  eine  Gerade  dpg>  bestimmt,  welche  durch  p  geht  und  in 
der  Ebene  E^E',  liegt,  und  sodann  durch  den  mittelst  der  Hilfsebene 
hh^  festgestellten  Durchstoßpunkt  d  die  gesuchte  Bildflächtrace  E^ 
parallel  zu  E',  zieht. 

Bevor  wir  zu  anderen  allgemeineren  Betrachtungen  fiber  die  Nei- 
gung von  Geraden  und  Ebenen,  und  auf  jene  von  Ebenen  unterein- 
ander, übergehen,  wollen  wir  noch  einige,  wenn  auch  einfache,  so 
doch  wichtige  Aufgaben  lösen,  welche  die  Construction  von  zu  einander 
senkrechten  Geraden  und  Ebenen  erfordern. 

Hieher  gehören  beispielsweise  die  Constructionen  der  orthogo- 
nalen Projectionen  von  Punkten,  resp.  Geraden  auf  Ebenen,  welche 
zur  Bildebene  geneigt  sind,  sowie  verschiedene  Probleme,  welche  sich 
auf  den  metrischen  Zusammenhang  von  Punkten,  Geraden  und  Ebenen 
beziehen. 

§.  89. 

33.  Aufgabe.  Es  ist  die  orthogonale  Projeotion  eines  gegebenen 
Punktes  p  auf  eine  gegebene  Ebene  E^E^  zu  ermitteln. 

Nachdem  bekanntlich  unter  der  orthogonalen  Projection  eines 
Punktes  auf  eine  Ebene  der  Fußpunkt  des  durch  diesen  Punkt  auf 
die  Ebene  geAUten  Perpendikels  zu  verstehen  ist,  so  hat  man  diesfalls 
nichts  anderes  zu  thun,  als  durch  den  Punkt  p  (Taf.  VII,  Fig.  74) 
auf  die  Ebene  E^Ev  auf  Grund  der  bereits  besprochenen  Constructionen 
eine  Senkrechte  VgD  zu  fällen  und  deren  Schnittpunkt  ^  mit  der  Ebene 
EhE^  au&usuchen.  Zur  Bestimmung  des  letzteren  kann  man  zweck- 
mäßig die  schon  zur  Ermittelung  des  Durchstoßpunktes  D  benützte 
ffilfsebene  htK  verwenden. 
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§.  90. 

34,  Aufgabe,  Es  ist  der  Abstand  eines  Punktes  p  von  einer 
Ebene  Ei^Ef,  seiner  wahren  Große  nach  zn  bestimmen. 

Da  der  Abstand  des  Punktes  p  von  der  Ebene  E  durch  die  Länge 
des  vom  Punkte  p  auf  die  Ebene  E  geftUten  Perpendikels  %p  ge- 
messen wird,  so  hat  man  mit  unmittelbarer  Benützung  von  Taf.  VII, 
Fig.  74,  indem  man  daselbst  den  Abstand  des  Punktes  p  von  der 
Ebene  E  centralprojectivisch  bereits  durch  pn  bestimmte,  nur  noch 
die  wahre  l^l^nge  p^n^  der  in  der  Ebene  hi^K  liegenden  Strecke  px 
durch  ümlegung  derselben  um  hi,  zu  bestimmen  oder,  was  noch  ein- 
facher ist,  die  im  Bilde  vorliegende  Strecke  pn  mittelst  des  Theil- 
punktes  T  der  Geraden  Dt?«,  welcher,  nachdem  CqI;«  die  wahre  Länge 
des  der  Oeraden  Dv^  zugehörigen  Fluchtstrahles  repräsentiert,  sofort 
durch  Übertragung  der  Strecke  C^v,  =  Tt?,  nach  T  in  der  Flucht- 
trace  %«  erhalten  wird,  auf  der  Bildflächtrace  hh  durch  die  Theilungs- 
linien  Tx  und  Tp  abzuschneiden.  Die  wahre  Gröüe  des  Ab- 
standes  des  Punktes  |>  von  der  Ebene  J?  ist  somit  durch  tc^Pq 
dargestellt. 

§.  91. 

35.  Aufgabe,  Es  ist  die  Orthogonalprojection  einer  Greraden  7; 
auf  eine  Ebene  E(,E^  zn  bestimmen. 

Die  Orthogonalprojection  einer  Geraden  dv  (Taf.  VII,  Fig.  75) 
auf  eine  Ebene  EtE^  ist  der  geometrische  Ort  der  Orthogonalpro- 
jectionen  aller  ihrer  Punkte  auf  diese  Ebene  oder,  mit  anderen  Worten, 
die  Schnittlinie  der  Ebene  EiE^  mit  der  durch  dv  auf  dieselbe  senk- 
recht gefällten  Ebene. 

Die  letztgenannte  Ebene,  wir  wollen  sie  die  orthogonalpro- 
jicierende  Ebene  der  Geraden  {;;  nennen,  muss  daher  eine  Schar 
von  Geraden  enthalten,  welche  zur  Ebene  jE^bJEJ«  senkrecht  stehen;  die 
Fluchttrace  P«  derselben  wird  demnach  durch  den  Normalen  fluch  t- 
punkt  v,  von  J^ö^v  gehen  müssen.  Der  Schnitt  dtp  der  Ebene  P^Pb 
mit  der  Ebene  EhE^  stellt  sodann  die  Orthogonalprojection  der  Geraden 
d  V  auf  der  Ebene  EtE^  dar. 

Ist  die  gegebene  Gerade  l  (Taf.  VII,  Fig.  76)  parallel  zur 
Bildebene,  so  ist  die  Fluchttrace  P«  ihrer  orthogonalprojicier^den 
Ebene  P  diejenige  Gerade ,  welche  durch  v,  parallel  zu  l  gezogen 
werden  kann.  Die  Bildflächtrace  Pb  wird  sodann  auf  bekannte  Weise 
vermittelst  des  Punktes  m  der  Geraden  l  und  seines  Trägers  dt;  be- 
stimmt. Im  gegenseitigen  Schnitte  Sq>  der  Ebenen  P  und  E  ergibt 
sich  die  Orthogonalprojection  von  {  auf  E. 
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§.  92. 

36.  Aufgabe.  Es  ist  der  Abstand  zweier  parallelen  Ebenen  E^Etj 
E\EU  seiner  wahren  Or6£e  nach  zn  bestimmen. 

um  die  vorgelegte  Aufgabe  zu  lösen  ^  hätte  man  dem  Principe 
Daeh  eine  Senkrechte  auf  die  untereinander  parallelen  Ebenen  zu  führen, 
die  Schnittpunkte  dieser  Senkrechten  mit  den  beiden  Ebenen  zu  be- 
stimmen, und  deren  Entfernung  in  wahrer  Größe  zu  ermitteln. 

Berücksichtigt  man  jedoch,  dass  eine  zu  den  beiden  parallelen 
Ebenen  senkrechte  Ebene,  diese  in  zwei  parallelen  Geraden  schneidet, 
deren  Abstand  jenem  der  Ebenen  gleich  ist,  und  beachtet  man  weiters, 
dass  eine  von  den  unendlich  vielen  zu  E  und  E*  (Taf.  VII,  Fig.  77) 
senkrechten  Ebenen  jene  sei,  welche  auf  den  Tracen  Ei,Ev,  E'hE\ 
senkrecht  steht ,  so  wird  die  Construction  der  wahren  Größe  des  ge- 
suchten Abstandes  wesentlich  verein&cht.  Schneiden  wir  also  die  bei- 
den Ebenen  E  und  E'  mittelst  einer  durch  das  Projectionscentrum  C 
gehenden,  zn  den  Tracen  der  Ebenen  E  und  E*  senkrechten  Ebene 
P^Pw,  so  werden  deren  Schnitte  mit  den  genannten  Ebenen  E  und 
E'  und  der  den  beiden  Ebenen  gemeinschaftlichen  Fluchtebene  {C^  Et\ 
parallele  Gerade  sein. 

Die  Schnittlinie  von  P(e&)  mit  der  Fluchtebene  (0£«)  wird  durch 
ümlegnug  des  Gentrums  direct  in  C^A^  erhalten,  während  die  beiden 
anderen  Schnittgeraden  <t  und  <r,  nach  der  ümlegung  offenbar  durch 
die  Durchstoßpunkte  d  und  d,  gehen  und  zu  C^A^  parallel  sein 
werden. 

Der  Abstand  Ö^J  dieser  beiden  Geraden  a  und  6^  von  welchen; 
wie  leicht  einzusehen  ist,  bloß  die  eine,  etwa  d<7,  zu  zeichnen  noth- 
wendig  sein  wird,  gibt  unmittelbar  die  wahre  Größe  des  Ab- 
standes B  der  beiden  Ebenen  E  und  E^, 

§.  93. 

37.  Aufgabe,  Es  Ist  eine  Gerade  zu  bestimmen,  welche  zwei 
sieh  kreuzende  Geraden  schneidet  und  auf  jeder  derselben  senk« 
recht  steht 

Die  beiden  sich  kreuzenden  Geraden  seien  Vd  und  ld\  (Taf.  YII, 
Fig.  78),  während  k  die  gesuchte  Gerade  sein  soll.  Um  die  Richtung 
der  letzteren  zu  finden,  stellen  wir  folgende  Betrachtung  an. 

Wir  verlangen,  dass  X  sowohl  zu  l  als  auch  zu  !,  senkrecht 
stehe.  Denken  wir  uns  durch  einen  beliebigen  Punkt  im  fiaume,  als 
welchen  wir  zweckmäßigerweise  das  Projectionscentrum  G  wählen, 
Parallele  zu  2,  {,  und  A  gezogen  (wir  wollen  dieselben  kurz  mit  l\ 
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l\  und  X*  bezeichnen),  welche  die  Fiachtstrahlen  der  Geraden  l,  l^ 
und  A  Torstellen  mögen,  so  wird  l'  sowohl  zu  l'  als  auch  zu  l\^  d.  h. 
zu  der  Ebene  der  beiden  Fluchtstrahlen  l'  und  l\  senkrecht  stehen. 

Die  Trace  Ev  dieser  Ebene  ist  sodann  offenbar  die  Verbindungs- 
gerade der  Fluchtpunkte  v  und  v,  und  der  Fluchtpunkt  (p  der  Gera- 
den A'  resp.  k  wird  somit  der  Normalenfluchtpunkt  dieser  Ebene  sein, 
den  wir  auf  bereits  bekannte  Weise  construieren  können. 

Es  handelt  sich  nunmehr  bloß  noch  darum,  eine  Gerade  X  von  der 
Beschaffenheit  zu  finden,  dass  deren  Fluchtpunkt  <p  sei,  und  dass  sie 
die  beiden  gegebenen  Geraden  Id  und  Z^  schneide.  Diese  Gerade  er- 
gibt sich  (nach  Aufgabe  13)  als  die  Schnittlinie  dg>  jener  beiden 
Ebenen  et^Sv  und  e'5e^>  welche  durch  td  und  ld\  parallel  zur  Richtung 
9  gelegt  werden. 

Die  Gerade  d<p  ist  somit  die  gesuchte  Gerade  A,  während  a  und 
b  die  bezüglichen  Schnittpunkte  derselben  mit  den  gegebenen  sich 
kreuzenden  Geraden  ll  und  ld[  sind.  Die  Bedeutung  der  Strecke  ah 
werden  wir  in  der  nächstfolgenden  Aufgabe  kennen  lernen. 

§.  94. 

38.  Aufgabe.  Es  ist  der  kürzeste  Abstand  zweier  sich  kreuzen- 
den Geraden  in  wahrer  Oroße  zu  bestimmen. 

Der  kürzeste  Abstand  zweier  sich  kreuzenden  Geraden  ist  die 
Länge  ab  (Taf.  VII,  Fig.  78)  jener  Geraden,  welche,  wie  in  der  vor- 
hergehenden Aufgabe  dargethan  wurde,  zu  den  gegebenen  Geraden  l 
und  2|  gleichzeitig  senkrecht  steht   und  diese  in  a  und  b  schneidet. 

Das  Gesagte  nachzuweisen,  wird  keinerlei  Schwierigkeit  unter- 
liegen. Es  seien  auch  hier  {  und  2,  (Taf.  VII,  Fig.  79)  die  beideu 
sich  kreuzenden  Geraden  und  ab  jene  Gerade  k,  welche  auf  l  und  l^ 
senkrecht  steht. 

Ziehen  wir  beispielsweise  durch  b  eine  Parallele  {'  zu  l  und  den- 
ken uns  durch  V  und  2,  eine  Ebene  E  gelegt,  so  wird,  wenn  wir 
irgend  zwei  beliebige  Punkte  a  und  ß  von  {  und  {,  geradlinig  ver- 
binden ,  leicht  zu  zeigen  sein ,  dass ,  wie  immer  auch  die  Punkte  a 
und  ß  gewählt  werden  mögen,  die  Entfernung  aß  stets  größer  als  ab 
sein  müsse.  Denn  ftllt  man  von  a  auf  die  Ebene  E  eine  Senkrechte 
8,  so  liegt  nothwendig  ihr  Fußpunkt  a'  in  V  und  es  wird  cca'  parallel, 
zu  a&,  also  auch  gleich  ab  sein.  Verbindet  man  nun  auch  noch  a' 
mit  ß,  so  entsteht  das  bei  a'  rechtwinklige  Dreieck  a  a'ß^  in  welchem 
aa'  eine  Kathete  und  aß  die  Hypothennse  vorstellt,  woraus  direct 
folgt,  dass  aß  immer  größer  als  ab  sei,  dass  also  ab  die  Verbindungslinie 
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der  einander  zunächst  liegenden  Punkte  der  beiden  Geraden  l  und  l^ 
oder,  mit  anderen  Worten,  deren  kürzester  Abstand  sei. 

Um  die  gestellte  Aufgabe  constructiv  zu  lösen,  hätte  man  somit 
bloß  auf  die  in  dem  vorhergehenden  Probleme  besprochene  Weise  die 
Gerade  d(p  oder  ab  (Taf.  YII,  Fig.  78)  zu  bestimmen,  und  sodann  ent- 
weder durch  ümlegung  oder  mittelst  des  Theilpunktes  die  wahre  Größe 
der  Strecke  ab  zu  ermitteln. 

Handelt  es  sich  jedoch  bloß  um  die  wahre  Größe  und  nicht 
auch  um  die  räumliche  Lage  der  Geraden  ab,  so  führt  auch 
folgende  Betrachtung  zum  Ziele. 

Denken  wir  uns  nämlich  auch  durch  die  zweite  Gerade  l  (Taf.  VII, 
Fig.  79)  eine  Ebene  E'  parallel  zu  E  gelegt,  so  ist  offenbar  der  Ab- 
stand dieser  beiden  Ebenen  E  und  E'  an  allen  Stellen  ein  und  der- 
selbe und  zwar  stets  gleich  ab. 

Legen  wir  demnach  durch  11  und  2^  (Taf.  VII,  Fig.  80)  die 
zwei  möglichen  parallelen  Ebenen  EbE^,  und  E'bE\,  deren  Flucht- 
traee  die  Verbindungslinie  vv^  der  beiden  Fluchtpunkte  v  und  v^  ist 
und  bestimmen  wir  auf  Grund  der  bereits  vorausgeschickten  Auf- 
gabe 36  ihren  Abstand  s,  so  stellt  dieser  gleichzeitig  die  wahre 
Größe  des  kürzesten  Abstandes  der  beiden  sich  kreuzenden 
Geraden  dv  und  d^v^  dar. 

In  Taf.  VII,  Fig.  81,.  wo  von  den  angedeuteten  Principien  Ge- 
brauch gemacht  wurde,  ist  gleichzeitig  auch  der  Ort  des  kürzesten 
Abstandes  und  dessen  wahre  Länge  mit  Zuhilfenahme  des  Thei- 
luDgspunktes  T  bestimmt  worden. 

§•  95. 

39.  Aufgabe.  Es  ist  der  Ojt  des  kürzesten  Abstandes  zweier 
sich  nicht  schneidenden  Geraden  zu  bestimmen« 

Seien  d,v,  und  d^v^  (Taf.  VII,  .Fig.  81)  die  beiden  gegebenen, 
sich  kreuzenden  Geraden  und  {Ä^  C)  das  Projectionscentrum. 

Der  Ort  des  kürzesten  Abstandes  dieser  Geraden  wird  bekannt- 
lich durch  jene  Gerade  repräsentiert,  welche  sowohl  d^v^  als  auch 
i^^^  unter  einem  rechten  Winkel  schneidet. 

Steht  aber  die  gesuchte  Gerade  auf  d^v^  und  d^v^  senkrecht,  so 
moss  sie  auch  auf  jeder  zu  d^Vy^  und  d^v^  parallelen  Ebene,  d.  i.  auf 
jeder  Ebene  senkrecht  stehen,  deren  Fluchttrace  Ev  durch  die  Ver- 
bindungsgerade von  Vy^  und  i;,  dargestellt  ist.  Gonstruieren  wir  da- 
her auf  bekannte  Weise  den  Fluchtpunkt  v,  der  zu  E^  senkrechten 
Geraden,  so  wird  t?« ,  der  eben  angestellten  Betrachtung  gemäß,  gleich- 
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zeitig  auch  der  Fluchtpunkt  der  gesuchten  Geraden  seiu.  Erwägen 
wir  ferner,  dass  die  gesuchte  Gerade,  nachdem  sie  d^t\  und  d^v^ 
schneiden  soll,  sowohl  in  der  Ebene  h\h\^  welche  durch  c2,i;,  parallel 
zu  Vg,  als  auch  in  der  Ebene  h\h\,  welche  durch  d^v^  parallel  zu  v» 
gelegt  wird,  liegen  muss,  so  ergibt  sich  dieselbe  als  Schnitt  v^D 
dieser  beiden  Ebeoen. 

Die  gefundene  Gerade  Dt;«  trifft  d^v^  und  d^v^  in  a  resp.  2>  und 
es  repräsentiert  demnach  ab  die  Centralprojection  des  gesuchten 
Abstandes. 

Die  wahre  Größe  des  letzteren  ergibt  sich  nunmehr  einfach 
als  Projection  a^b^  der  Strecke  ab  auf  die  Bildflächtrace  h^t  von  dem 
in  h\  liegenden  Theilungspunkte  T  der  Geraden  v^D. 

§.  96. 

40,  Aufgabe.  Zu  einer  gegebenen  Ebene  ist  eine  parallele  Ebene 
in  gegebenem  Abstände  zu  constmieren. 

Denkt  man  sich  in  dem  gegebenen  Abstände  e  die  zur  Ebene 
EbE,  (Taf.  VIT,  Fig.  82)  parallele  Ebene  E'  bereits  gefunden  und 
hierauf  beide  Ebenen  E  und  E'  durch  eine  dritte  durch  das  Centrum 
C  geführte  und  zur  Bildflächtrace  Ei,  senkrechte  Ebene  P  geschnitten, 
sodann  die  beiden  Schnittlinien ,  die  wir  s  und  s^  nennen  wollen ,  um 
Pb  in  die  Bildebene  umgelegt,  so  erhalten  wir  die  zwei  parallelen 
Geraden  s^  und  s'^j  deren  Abstand  bekanntlich  s  ist. 

Diese  Betrachtung,  welche  durch  ümkehrung  der  Schlussfolge 
einem  vorher  gelösten  Probleme  (36)  entlehnt  ist,  fBhrt  direct  zur 
Lösung  der  gestellten  Aufgabe. 

Wir  zeichnen  die  Ebene  PtPvi  legen  deren  Schnitt  $  mit  der 
Ebene  Eb  E^  nach  s^  auf  bekannte  Weise  um ,  und  führen  sodann  zu 
5^  in  dem  gegebenen  Abstände  s  eine  parallele  Gerade  s^^  (solcher 
Geraden  gibt  es  zwei),  welche  den  umgelegten  Schnitt  der  Ebene  PbPv 
mit  der  zu  suchenden  Ebene  E^bE\  darstellt.  In  dem  Punkte  d,,  in 
welchem  die  Gerade  s*^  die  Trace  Pb  trifft,  erhalten  wir  jenen  Punkt 
der  Bildflächtrace  f  &,  durch  welchen  E'b  parallel  zu  Eb  geführt,  die 
verlangte  Ebene  EbEU  vollständig  bestimmt  wird. 

§.  97. 
Bestimmung  des  Neigangswinkels  zweier  Ebenen. 

Der  Neigungswinkel  zweier  Ebenen  ist  der  Gentriwinkel  jenes 
Bogens,  welchen  ein  beliebiger  Punkt  der  einen  Ebene  beschreibt, 
wenn  er  um  die  gemeinschaftliche  Durchschnittslinie  in  die  zweite 
Ebene  gedreht  wird. 
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Da  dieser  Bogen  bekanntlich  in  einer  zur  Drehungsaxe,  diesfalls 
also  zur  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen,  senkrechten  Ebene  liegt,  deren 
Schnittgeraden  mit  den  beiden  gegebenen  Ebenen  die  Schenkel  des 
entsprechenden  Centriwinkels  vorstellen  ^  so  kann  man  den  Neigungs- 
winkel zweier  Ebenen  auch  als  jenen  Winkel  definieren,  welchen  die 
besagten  Schnittlinien  der  beiden  Ebenen  mit  einer  zu  ihrer  gemein- 
schaftlichen Geraden  senkrechten  Ebene  untereinander  einschließen. 

Um  demnach  die  vorgelegte  Aufgabe  zu  lösen,  hat  man  bloß  auf 
die  Schnittlinie  vd  der  beiden  gegebenen  Ebenen  E  und  e  eine  senk- 
rechte Ebene  S  zu  legen ,  den  Schnitt  derselben  mit  den  gegebenen 
Ebenen  festzustellen  und  durch  ümlegung  des  so  erhaltenen  Schnittes 
am  die  Bildflächtrace  Sb  die  wahre  Größe  jenes  Winkels  N  zu  be- 
stimmen, welchen  die  zwei  gegebeneu  Ebenen  miteinander  einschließen. 

Die  hier  angedeutete  Gonstruction  wird  jedoch  eine  wesentliche 
Vereinfachung  erfahren,  wenn  man  in  Erwägung  zieht,  dass  die  Flucht- 
ebenen (C,  jB,)  und  (C,  ev)  (Taf,  VII,  Fig.  83)  zu  den  Ebenen  JE  und 
e  parallel  sind  und  daher  den  nämlichen  Winkel  wie  die  gegebenen 
Ebenen  E  und  e  einschließen.  Auf  Grund  dieser  Eigenschaft  wird  man 
bloß  den  Neigungswinkel  der  beiden  Fluchtebenen  zu  ermitteln  haben, 
um  den  gestellten  Bedingungen  zu  genügen. 

Wir  führen  zu  diesem  Behufe  unmittelbar  durch  das  Centrum  G 
eine  perpendiculäre  Ebene  S  zur  Schnittlinie  Gv  der  Fluchtebenen 
(C,  E^)  und  (0,  e,).  Die  Trace  derselben  wird  bekanntlich  durch  Sv 
dargestellt.  Diese  Ebene  S  schneidet  die  beiden  Fluchtebenen  ((7,  E„) 
und  (C,  e^)  in  den  Geraden  Cv^  und  Ci?,,  welche  den  verlangten  Nei- 
gungswinkel einschließen.  Da  das  Centrum  G  der  Scheitel  dieses 
Winkels  ist,  so  wird  letzteres  um  Sv  umgelegt,  nach  G^  gelangen  und 
C^  mit  t?|  und  v^  verbunden,  den  Winkel  v^G^v^  =  N  bestimmen, 
welcher  die  wahre  Größe  des  Neigungswinkels  der  beiden  Fluchtebenen 
(C, -B,)  und  (C,  er),  also  auch  die  wahre  Größe  des  Neigungs- 
winkels der  gegebenen  Ebenen  EtEv  und  etCv  darstellt. 

§.  98. 
Zweite  Methode  zur  Bestimmung  des  Neigungswinkels  sweier  Ebenen. 

Der  Neigungswinkel  zweier  Ebenen  E  und  e  kann  auch  noch 
auf  andere  Art  construiert  werden. 

Seien  wieder  E  und  e  (Taf.  VII,  Fig.  84)  die  beiden  Ebenen, 
deren  Neigungswinkel  N  bestimmt  werden  soll  und  p  irgend  ein  be- 
liebiger Punkt  im  Baume. 

Fällt  man  von  p  aus  auf  die  Ebenen  E  und  e  die  Perpendikel 
pr  und  ps,   so  wird  die  Ebene  8j  welche  durch  pr  und  ps  gelegt 
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werden  kann,  senkrecht  zu  den  beiden  Ebenen  E  und  e,  daher  auch 
senkrecht  auf  ihrer  gemeinschaftlichen  Schnittlinie  ^  stehen  und  diese 
in  einem  Punkte  6  treffen. 

Nach  Früherem  ist  aber  ras  der  Neigungswinkel  der  beiden 
Ebenen  E  und  e,  und  da  in  dem  Vierecke  pars  die  Winkel  bei  r  und 
s  je  90^  betragen,  so  ist,  wie  aus  der  Eiementargeometrie  bekannt, 
auch  der  Supplementwinkel  von  rps  dem  Winkel  ras  gleich.  Der 
Neigungswinkel  zweier  Ebenen  kann  somit  auch  durch  den  Winkel 
gemessen  werden,  welchen  zwei  zu  seinen  Ebenen  von  einem  Punkte 
außerhalb  auf  dieselben  gef&Uten  senkrechte  Geraden  einschließen. 

Um  die  Aufgabe  constructiv  zweckmäßig  durchzuführen,  wählen 
wir  statt  des  beliebigen  Punktes  p  unmittelbar  das  gegebene  Projec- 
tionscentrum  C.  Die  Geraden  pr  und  ps  sind  sodann  offenbar  die 
Fluchtstrahlen  Cv,  und  Cv\  (Taf.  VII,  Fig.  85)  der  Normalen  zu 
den  Ebenen  Et,Eb  und  6,6^,  von  welchen  bloß  die  Fluch ttracen  Ev  und 
Cv  als  bekannt  vorliegen. 

Die  Trace  S^  der  durch  die  Fluchtstrahlen  gelegten  Ebene  ist 
die  Verbindungslinie  der  Normalenfluchtpunkte  Va  und  v*,  der  gege- 
benen Ebenen  E  und  e. 

Legt  man  das  Gentrum  C  um  Sp  nach  G^  um,  so  erhält  man 
in  v,CqV'9  sogleich  den   gesuchten  Neigungswinkel  in  wahrer  Größe. 

Diese  Methode  lässt  sich  auch  dann  mit  Vortheil  anwenden, 
wenn  der  Schnittpunkt  v  der  beiden  Fluchttracen  E^  und  e,  der  ge- 
gebenen Ebenen  E  imd  e  außerhalb  der  Grenzen  der  zu  Gebote 
stehenden  Zeichnungsfläche  fällt. 

Nach  der  erstbesprochenen  Methode  müsste  in  diesem  Falle  die 
Bestimmung  der  dem  genannten  Fluchtpunkte  zugehörigen  Fluchttrace 
der  Normalebenen  erst  mit  Zuhilfenahme  von  Nebenconstructionen 
festgestellt  werden. 

§.  99. 
Bestimmung  des  Neigungswinkels  einer  Geraden  mit  einer  Ebene. 

Sei  E  (Taf.  VII,  Fig.  86)  irgend  eine  Ebene  und  l  eine  gegen 
dieselbe  beliebig  geneigte  Gerade. 

Den  Winkel,  welchen  die  Gerade  l  mit  ihrer  orthogonalen  Pro- 
jection  d$  auf  die  Ebene  E  einschließt,  bezeichnet  man  bekanntlich 
als  den  Neigungswinkel  der  Geraden  l  gegen  die  Ebene  E. 

Es  ist  leicht  nachzuweisen,  dass  dieser  Winkel  rds  der  kleinste 
Winkel  ist,  den  eine  Gerade  in  der  Ebene  E  mit  der  Geraden  l 
einschließen  kann. 
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Denken  wir  uns  nämlich  dnrch  den  Schnittpunkt  d  von  l  und 
E  in  der  Ebene  E  eine  beliebige  Gerade  dm  gezogen  und  von  irgend 
einem  Punkte  r  der  Geraden  l  sowohl  auf  die  Ebene  E,  als  auch  auf 
die  Gerade  dm  eine  Senkrechte  gefällt,  so  wird  der  Fußpunkt  s 
der  ersteren  offenbar  in  der  orthogonalen  Projection  ds  der  Geraden  Z, 
der  Fnßpunkt  m  der  zweiten  dagegen  in  dm  liegen. 

Es  entstehen  sodann,  wenn  man  noch  s  mit  m  verbindet,  drei 
rechtwinklige  Dreiecke  rds^  rdm^  rsm;  das  letztere  ist  bei  s  recht- 
winklig und  daher  rm  größer  als  rs.  Die  beiden  Dreiecke  rds  und 
rdm  haben  die  Hypotenusen  rd  gemeinschaftlich,  während  die  Ka- 
thete rs  in  dem  ersteren  Dreiecke  kleiner  als  die  Kathete  rm  im 
zweiten  Dreiecke  ist;  als  natürliche  Folge  dessen  wird  daher  auch  der 
ihr  gegenüberliegende  Winkel  rds  kleiner  als  der  Winkel  rdm  sein, 
was  nachzuweisen  war. 

Die  constructive  Ermittelung  des  Neigungswinkels  der  Geraden  ll 
gegen  die  Ebene  E  geschieht  in  der  Weise,  dass  man  durch  l  eine 
zur  Ebene  E  senkrechte  Ebene  S  legt,  den  Schnitt  derselben  mit  E 
anfsQcht  und  diese  Schnittlinie  sowohl,  als  auch  die  Gerade  l  um  5» 
in  die  Bildebene  umlegt.  Der  von  den  beiden  umgelegten  Geraden 
eingeschlossene  Winkel  wird  sodann  die  wahre  Größe  des  gesuchten 
Neigungswinkels  bestimmen. 

Auch  in  diesem  Falle  ist  es  überflüssig,  die  Gebilde  selbst  zu 
constraieren  und  umzulegen,  da  die  bloße  Benützung  der  Fluchtelemente 
anf  kürzerem  Wege  zu  demselben  Resultate  führt. 

Ist  demnach  E^E^  (Taf.  VII,  Fig.  87)  die  gegebene  Ebene,  dv 
die  gegebene  Gerade,  so  wird,  wenn  wir  den  Normalenfluchtpunkt  v, 
der  Ebene  EhE^  bestimmen,  vv,  oder  St  die  Fluchttrace  der  durch 
dv  zu  E  senkrechten  Ebene  darstellen,  während  der  Schnittpunkt  v^ 
von  S9  mit  E^  den  Fluchtpunkt  der  orthogonalen  Projection  Ton  ll 
oder  dv  auf  E^Ej,  repräsentiert. 

Legt  man  das  Centrum  C  um  Sf,  nach  C^  um,  so  sind  be- 
ziehungsweise C^v  und  CqV^  die  in  die  Bildebene  umgelegten  Flucht- 
strahlen der  Geraden  I4  und  ihrer  Orthogonalprojection  auf  der  Ebene 
E;  es  ist  hiernach  durch  den  Winkel  vC^v^  der  gesachte  Neigungs- 
winkel n  der  Geraden  ll  gegen  die  Ebene  E^Et  in  wahrer  Größe 
dargestellt 

Es  kann  mitunter  vorkommen,  dass  der  Schnittpunkt  t;,  der 
Flucbttracen  E,  und  5,  außerhalb  der  Grenzen  der  Zeichnungsfläche 
ftUt  Unter  Zutreffen  dieses  ümstandes  wird  die  Ermittelung  des 
umgelegten  Strahles  Cot;,,  eine  einfache,  der  Elementargeometrie  ent- 
nommene Hilfsconstruction  erfordern. 
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unter  solcheu  Verhältnissen  kann  übrigens  auch  die  folgende 
Construction  in  Verwendung  gebracht  werden. 

Aus  der  vorau^eschickten  Besprechung  ersehen  wir,  dass  der 
Winkel  drs  (Taf.  VII,  Fig.  86),  welchen  die  Gerade  l  mit  einer  Eur 
Ebene  E  senkrechten  Geraden  rs  einschließt,  den  Neigungswinkel 
a  =  rds  zu  einem  Hechten  ergänzt. 

Die  Fluchtpunkte  dieser  beiden  genannten  Geraden  sind  central- 
projectivisch  durch  v  und  v,  (Taf.  VII,  Fig.  87)  dargestellt.  Der 
Winkel  vG^Vg  ist  demnach  der  Complementwinkel  (90  —  n)  zu 
dem  Neigungswinkel  n  von  l  und  E  in  wahrer  Größe.  Um  daher 
den  Neigungswinkel  n  selbst  zu  erhalten,  hat  man  bloß  in  C^  eine 
Senkrechte  C^r^  auf  G^Vg  zu  errichten,  wodurch  sich  selbstverständlich 
ein  mit  dem  obigen  vollkommen  Qbereinstimmendes  Resultat  er- 
geben muss. 

Die  letztdurchgef&hrte  Construction  lässt  sich  mit  Vortheil  auch 
in  dem  Falle  verwenden,  wenn  die  gegebene  Gerade  zur  Bild- 
ebene parallel  ist. 

§.  100. 

dl.  Aufgabe.  Es  ist  der  Neigungswinkel  einer  beliebigen  Ebene 
mit  einer  zur  Bildebene  parallelen  Geraden  zu  ermitteln. 

Wir  bestimmen  auch  hier  vor  allem  den  Normalenfluchtpunkt  Vg 
(Taf.  VII,  Fig.  88)  für  die  gegebene  Ebene  EvEt.  Der  entsprechende 
Fluchtstrahl  Gvg  schließt  mit  dem  Fluchtstrahle  der  Geraden  l,  d.  h. 
mit  der  durch  das  Centrum  C  zu  I  parallel  gehenden  Geraden,  also 
auch  mit  einer  Geraden  p^^  welche  durch  Vg  parallel  zu  l  gezogen  wird, 
einen  Winkel  ein,  welcher  nach  der  vorhergehenden  Betrachtung  der 
Complementwinkel  zu  dem  gesuchten  Neigungswinkel  ist. 

Um  die  wahre  Größe  desselben  zu  erhalten,  legen  wir  den 
Fluchtstrahl  Gvg  um  pv  in  die  Bildebene  nach  G^Vg  um,  wodurch  wir 
den  Complementwinkel  p^VgG^  =  (90  —  n)  erhalten.  Fällt  man  von 
Vg  auf  VgCfi  eine  Senkrechte  t;«a,  so  wird  durch  den  Winkel  pgVg6==n 
der  gesuchte  Neigungswinkel  bestimmt. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  pv  die  Fluchttrace  der  orthogonaU 
projicierenden  Ebene  der  Geraden  {  ist.  Dieselbe  geht  nämlich  durch 
Vg  und  stellt  demnach  die  Fluchttrace  einer  zur  Ebene  EvEt  senk- 
rechten Ebene  dar.  Andererseits  ist  pv  parallel  zu  l  und  repräsentiert 
infolge  dessen  auch  die  Fluchttrace  einer  durch  l  gehenden  Ebene. 
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§.  101. 

Aufgaben  über  Winkelbeziehnngen. 

Bisher  haben  wir  uns  mit  der  bloßen  Bestimmung  der  Neigungs- 
winkel yon  Geraden  und  Ebenen  beschäftigt;  nun  wollen  wir  umge- 
kehrt Gerade  und  Ebenen  ermitteln,  welche  mit  gegebenen  Geraden 
und  Ebenen  bestimmte  Winkel  einschließen,  überdies  aber  auch  noch 
anderweitigen  Bedingungen  genügen. 

Behufs  Erreichung  des  vorgegebenen  Zweckes  wollen  wir  noch  in 
Kürze  einige  allgemeine  Betrachtungen  vorausschicken,  welche  sich  auf 
die  Gesammtheit  der  Geraden^  resp.  der  Ebenen  erstrecken,  die  be- 
ziehungsweise einen  gegebenen  Winkel  mit  einer  Geraden  oder  einer 
Ebene  einschließen  und  durch  einen  festen  Punkt  im  Eaume  gehen. 

Sei  E  (Taf.  VIII,  Fig.  89)  eine  beliebige  Ebene,  p  ein  außerhalb 
derselben  liegender  Funkt  und  denken  wir  uns  durch  diesen  Funkt 
einerseits  eine  Gerade  pr  gezogen^  welche  mit  der  Ebene  E  den 
Winkel  cc  einschließt  und  andererseits  von  demselben  Funkte  p  auf 
die  Ebene  E  eine  Senkrechte  po  geftUt,  deren  Fußpunkt  o  sei.  Ver- 
binden wir  den  Punkt  o  mit  dem  Schnittpunkte  r  der  Geraden  pr, 
so  erhalten  wir  in  or  die  orthogonale  Projection  der  Geraden  pr  auf 
die  Ebene  E  und  folglich  in  pro  =  a,  den  Neigungswinkel  der 
Geraden  jpr  gegen  die  Ebene  E, 

Beschreiben  wir  in  der  Ebene  E  mit  dem  Punkte  o  als  Mittel- 
pankt  einen  Kreis  K,  welcher  durch  den  Punkt  r  geht,  dessen 
Radius  also  die  Strecke  ro  ist^  so  können  wir  behaupten,  dass  jede 
Gerade,  welche  durch  den  Punkt  p  und  einen  beliebigen  Punkt  r'  des 
Kreises  K  geführt  wird,  mit  der  Ebene  E  den  nämlichen  Winkel  a, 
also  auch  mit  der  Geraden  po  den  Winkel  rpo  =  90^—  a  einschließt. 
Denn  die  Gerade  r'o  ist  die  orthogonale  Projection  der  Geraden  pr'  und 
die  rechtwinkligen  Dreiecke  pro  und  pr'o  sind  congruent,  woraus  folgt, 
dass  auch  die  Winkel  pro  und  pr'o,  ebenso  wie  die  Winkel  rpo  und 
r'p  0  einander  gleich  sind.  Wir  gelangen  sonach  zu  dem  Satze : 

32.  „Die  Gesammtheit  aller  Geraden,  welche  durch  einen  festen 
Purüct  gehen  wnd  mit  einer  Ebene  E  einen  bestimmten  Winkel  ein- 
scUießeriy  bilden  einen  geraden  Kreiskegel,  dessen  Scheitel  der  feste 
Punkt,  dessen  Achse  die  von  demselben  auf  die  Ebene  E  gefällte  Nor^ 
male  isty  und  dessen  kreisförmige  Leitlinie  in  der  zur  Achse  senk- 
rechten Ebene  E  liegt.  Den  Radius  der  Leitlinie  bildet  die  Kathete 
eines  rechtwinkligen  Dreieckes,  dessen  andere  Kathete  der  Abstand  der 
(genannten  Ebene  vom  Scheitel  ist    Der  dieser  Kathete  gegenüber- 

Petchka,  Darstellende  u.  projectite  Geometrie.  7 
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liegende  Winkel  ist  stets  gleich  dem  gegebenen  Neigungswinkel  der 
Geraden  gegen  die  Ehene.^ 

Ebenso  gilt  auch  der  folgende  analoge  Satz  bezüglich  der  Nei- 
gung gegen  eine  Gerade. 

33.  y^AMe  Geraden  y  tvelclie  mit  einer  festen  Geraden  einen 
bestimmten  Winkel  einschließen  und  durch  den  nämlichen  Punkt  der- 
selben  gehen ^  bilden  einen  geraden  Kreiskegel,  dessen  Scheitel  der 
gemeinsame  Punkt  und  dessen  Achse  die  feste  Gerade  ist.  Die  Leitlinie 
dieses  Kreisicegels  liegt  in  einer  zu  dieser  Achse  senkrechten  Ebene. 
Der  Mittelpunkt  des  besagten  Kreises  ist  der  Schnittpunkt  der  Kegd- 
achse  mit  der  bezeichneten  Ebene,  tcährend  dessen  Radius  als  Kathete 
eines  rechtmnkligen  Dreieckes  erscheint,  dessen  zweite  Kaihete  dem 
Abstände  der  Ebene  vom  Scheitel  und  der  derselben  anliegende  Winkel 
dem  öbgenannten  Neigungswinkel  gleich  ist.^ 

§.  102. 

Denken  wir  uns  ferner  an  den  Kreis  K  (Taf.  YIII,  Fig.  89)  in 
den  Funkten  r  und  r*  die  Tangenten  t  und  P  gezogen,  so  bestimmen 
dieselben  mit  den  Geraden  pr  und  pr*  Ebenen,  deren  Falllinien  (da 
letztere  zu  den  Tracen  t  und  P  auf  der  Ebene  E  senkrecht  stehen) 
die  Geraden  p  r  und  p  r*  sind. 

Bezeichnete  Geraden  werden  demnach  mit  der  Ebene  E  ebenfalls 
den  Winkel  a  und  mit  der  Geraden  po  den  Winkel  (90®  —  a)  ein- 
schließen. Die  obgenanuten  Ebenen  berühren  den  Kegel  (i?,  K)  und 
es  folgen  somit  hieraus,  mit  Bücksicht  auf  die  vorhergehende  Betrach- 
tung, unmittelbar  noch  nachstehende  Sätze: 

54.  jjSämmtliche  Ebenen,  welche  durch  einen  festen  Pu/nkt  gehen 
und  mit  einer  festen  Ebene  einen  bestimmten  Winkel  einschließen, 
berühren  einen  geraden  Kreiskegel,  dessen  Scheitel  der  vorerwähnte 
Punkt  und  dessen  Achse  die  von  demselben  auf  die  obgenannte  Ebene 
gefällte  Senkrechte  ist.  Die  Leitlinie  dieses  Kegels  in  der  festen  Ebene 
ist  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  der  Schnittpunkt  der  Ebene  mit  der 
Kegelachse  und  dessen  Radius  die  Kathete  eines  recMwinkligen  Drei- 
eckes ist,  in  welchem  die  zweite  Kathete  dem  Abstände  des  Scheitels 
von  der  Ebene  und  der  ihr  gegenüberliegende  Winkel  dem  gemein^ 
Samen  Neigungswinkel  gleich  sein  wird.^ 

Für  Ebenen  gleicher  Neigung  gegen  eine  feste  Gerade 
wird  der  Satz  die  nachstehende  Form  annehmen: 

35.  ^AUe  Ebenen,  welche  mit  einer  festen  Geraden  einen  6e- 
stimmten  Winkel  einschUeßen  und  durch  einen  Punkt  dieser  Geraden 
gehen,  berühren  einen  geraden  Kreiskegel,  dessen  Scheitel  der  gemeifh- 
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same  Punkt  und  dessen  Achse  die  feste  Gerade  ist  Die  Leitlinie  dieses 
Kegels  in  einer  zur  Achse  senkrechten  Ebene  ist  ein  Kreis,  welcher  den 
Schnittpunkt  d^selben  mit  der  Achse  gum  Mittelpunkt  hat  und  als 
Radius  die  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  besitzt,  in  welch 
letjfterem  die  zweite  Kathete  dem  Abstände  des  Kegelscheitels  von  der 
vorgenannten  Ebene  und  der  dieser  Kathete  anliegende  Winkel  dem 
gemeinschaftlichen  NeigungswinJcel  gleich  ist,^ 

Obwohl  selbstverstftDdlich ,  sei  dennoch  nebenbei  bemerkt,  dass 
die  ^Neigungs-"  oder  „Fluchtkreise"  von  Geraden  und  Ebenen 
im  Vereine  mit  dem  Projectionscentrum  derartige  Ereiskegel  ergeben, 
wie  sie  in  den  angeführten  Sätzen  Erwähnung  fanden. 

Die  vorstehenden  Sätze  machen  es  möglich,  alle  nur  denkbaren 
Aufgaben  Hber  Winkelbeziehungen  aufzulösen,  und  in  den  meisten 
Pällen  constructiv  durchzufahren.  In  Folgendem  soll  an  einigen  wich- 
tigen und  interessanten  Beispielen  die  Richtigkeit  unserer  Behauptung 
die  nothwendige  Bestätigung  finden. 

§.  103. 

42.  Aufgabe,  Durch  eine  gegebene  Gerade  ll  ist  eine  Ebene  zu 
legen,  welche  mit  einer  gleichfalls  gegebenen  Ebene  Et  Eh  einen 
bestimmten  Winkel  a  einscUießt 

Denken  wir  uns  von  einem  Punkte  p  der  Geraden  l  (Taf*  VIII, 
Fig.  90)  auf  die  Ebene  E  eine  Senkrechte  po  gefällt,  und  in  o  den 
Kreis  K  nach  Satz  34  für  den  gegebenen  Winkel  a  construiert. 

Jede  Berührungsehene '  des  Kegels  (p,  K)  schließt  sodann  mit 
der  Ebene  E  den  Winkel  a  ein  und  es  wird  sich  nur  darum  handeln, 
unter  den  möglichen  Berührungsebenen  diejenige  zu  finden,  welche 
gleichzeitig  die  Gerade  l  enthält  oder,  da  sämmtliche  Berührungsebenen 
•des  K^els  (jp,  K)  bereits  einen  Punkt  p  mit  der  Geraden  l  gemein 
haben,  jene  Berührungsebenen  festzustellen,  welche  außer  p  noch  einen 
zweiten  Punkt  der  Geraden  l  enthalten. 

Als  ein  solcher  Punkt  bietet  sich  der  Schnitt  s  der  Geraden  l 
mit  der  Ebene  E  dar. 

Wir  wissen  nämlich,  dass  die  Schnittlinien  der  Kegelberflhrungs- 
ebenen  mit  der  Ebene  E,  Tangenten  des  Kreises  K  sind» 

Ziehen  wir  demnach  durch  den  Punkt  s  an  den  Kreis  K  eine  Tan- 
gente t,  so  stellt  diese  offenbar  die  Schnittlinie  der  Ebene  E  mit  einer 
durch  den  Punkt  s,  also  auch  durch  die  Gerade  l  gehenden  Berührungs- 
ebene des  Kegels  (|>,  K)  vor,  welche  demnach  der  gestellten  Aufgabe 
Genüge  leisten  wird. 

7» 
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Da  jedoch  vom  Punkte  s  aus  zwei  Tangenten  an  den  Ereis 
möglich  sind,  lässt  auch  die  gestellte  Aufgabe  zwei  Lösungen  zu,  vor- 
ausgesetzt, dass  der  Punkt  s  außerhalb  des  Kreises  K  liegt,  dass  also 
die  Gerade  l  mit  der  Ebene  E  einen  Winkel  einschließt,  welcher 
kleiner  als  der  gegebene  Winkel  a  ist.  Im  entgegengesetzten  Falle 
liegt  der  Punkt  s  innerhalb  des  Kreises  K  und  die  beiden  Tangenten, 
sowie  auch  die  gesuchten  Ebenen  werden  imaginär. 

um  diese  Aufgabe  constructiv  in  der  Gentralprojection  durchzu- 
fuhren, setzen  wir  voraus,  es  sei  EhEv  (Taf.  VIII,  Fig.  91)  die  gegebene 
Ebene,  dv  die  gegebene  Gerade  und  a  der  gegebene  Neigungswinkel. 

Wir  fällen  von  einem  beliebigen  Punkte  p  der  Geraden  dv  eine 
Senkrechte  auf  die  Ebene  EbE^,  indem  wir  den  Normalenfluchtpunkt 
Va  der  letzteren  mit  p  verbinden  und  bestimmen  deren  Durchschnitts- 
jpunkt  Oj  sowie  den  Durchschnittspunkt  s  der  Geraden  dv  mit  der 
Ebene  EbE^j  was  am  einfachsten  mit  Hilfe  der  durch  dv  und  pv, 
gelegten  Ebene  hh^  welche  die  Ebene  EbE^  in  der  Geraden  ä(p 
schneidet,  geschieht. 

Weiters  bestimmen  wir  die  wahre  Größe  p^o^  der  Strecke  op 
vermittelst  des  Theilungspunktes  T  der  Geraden  v^p  in  der  Ebene 
hbhf,.  Der  Theilungspunkt  T  ergibt  sich  sehr  einfach,  indem  man 
Tvs  =  Cvg  macht,  d.  i.  die  wahre  Länge  des  Fluchtstrahles  oder  den 
Abstand  des  Centrums  C  von  dem  Fluchtpunkte  t;«,  von  v^  aus,  nach 
T  aufträgt. 

Construieren  wir  nun  (seitwärts)  ein  rechtwinkliges  Dreieck  ^a>(», 
dessen  eine  Kathete  ntQ  gleich  der  Strecke  p^o^  und  der  derselben 
gegenüberliegende  Winkel  kqo)  dem  gegebenen  Neigungswinkel  cc 
gleich  ist,  so  repräsentiert  die  zweite  Kathete  ga  dieses  Dreieckes 
{nach  Satz  34)  den  Badius  des  Kreises  Ky  welcher  als  Leitlinie  des 
Neigungskegels  in  der  Ebene  E^E^  zu  verzeichnen  ist. 

Um  diesen  Kreis  K  und  die  von  s  an  denselben  gezogenen  Tan- 
genten graphisch  darstellen  zu  können,  legen  wir  dessen  Mittelpunkt 
0,  sowie  den  Schnittpunkt  s  von  dv  mit  E  um  die  Trace  Eb  in  die 
Bildebene  nach  o^  und  Sq  um  und  zeichnen  aus  o^  als  Mittelpunkt 
einen  Kreis  K^  mit  dem  Badius  ^co,  welcher  die  um  Eb  umgelegte 
Kegelleitlinie  repräsentiert.  Ziehen  wir  ferner  von  s^  an  K^  die  beiden 
Tangenten  t^s^  und  t^^s^y  so  stellen  diese  die  ümlegungen  zweier 
Geraden  dar,  welche^  der  vorher  gepflegten  üntdtsuchung  zufolge,  den 
beiden  gesuchten  Ebenen  angehören  müssen. 

Um  die  Projectionen  t  und  P  dieser  Berührungsgeraden  zu 
bestimmen,  verbinden  wir  deren  Durchstoßpunkte  d^  und  d^^  welche 
in  der  Trace  Eb  liegen ,  mit  s.  Die  Fluchtpunkte  t;,  und  v^  derselben 
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«rgeben  sich  als  Schnitte  der  Geraden  d^s  und  d^s  mit  der  Flucht- 
trace  J?«  der  Ebene  E, 

Die  gesuchten  Ebenen  sind  somit  jene,  welche  durch  die  bezüg- 
lichen Geraden  dv  und  äiVp  resp.  durch  dv  und  d^v^  gehen,  während 
deren  Tracen  e^,  e\^  resp.  e'^e^  durch  die  Verbindungslinien  ddj, 
vv^y  resp.  dd^^  vv^  dargestellt  erscheinen. 

§.  104. 

43.  Aufgabe.  Durch  einen  Punkt  sind  Gerade  zu  ziehen,  welche 
mit  einer  gegebenen  Ebene  einen  bestimmten  Winkel  einschließen 
und  zn  einer  zweiten  gegebenen  Ebene  parallel  sind. 

Behufs  Lösung  dieses  Froblemes  fällen  wir  von  dem  gegebenen 
Punkte  p  auf  die  Ebene  E^E,  (Taf.  VIII,  Fig.  92)  eine  Senkrechte  S, 
und  ermitteln  deren  Schnittpunkt  o  mit  der  Ebene  Ei,Ev ,  sowie  die 
Entfernung  o^p^  des  letzteren  vom  Punkte  p.  Beides  wurde  ver- 
mittelst der  Hilfsebene  hK  in  derselben  Weise,  wie  in  der  vorher- 
gehenden Aufgabe,  bewirkt. 

Sämmtliche  Geraden,  welche  mit  der  Ebene  Ei,E„  den  gegebenen 
Winkel  a  einschließen,  bilden  (nach  Satz  32)  einen  geraden  Kreiskegel^ 
dessen  Leitlinie  in  der  Ebene  E^E^  ein  Kreis  K  vom  Mittelpunkte 
o  ist  und  dessen  Badius  sich  als  die  Kathete  q  o  eines  rechtwinkligen 
Dreieckes  jfCQ(o  (seitwärts  gezeichnet)  ergibt,  in  welchem  die  zweite 
Kathete  xw  gleich  der  Strecke  p^o^  und  der  derselben  gegenüber- 
liegende Winkel  XQca  gleich  a  ist. 

Da  aber  die  verlangten  Geraden  andererseits  auch  zur  Ebene  e 
parallel  sein  sollen,  so  müssen  sie  in  einer  Ebene  e^e*^  liegen,  welche 
durch  den  Punkt  p  parallel  zur  Ebene  e  gelegt  werden  kann. 

Die  Schnittpunkte  der  zu  bestimmenden  Geraden  mit  der  Ebene 
E^E^  liegen  demgemäß  einerseits  in  der  Schnittlinie  ä^g>^  der  Ebene 
EbE^  mit  der  Ebene  e'^e,,  und  andererseits  auf  dem  Kreise  £*,  sind 
also  die  Schnittpunkte  von  K  mit  d^^^.  Um  dieselben  zu  erhalten, 
denken  wir  uns  wieder  den  Mittelpunkt  o,  sowie  die  Gerade  d|9>|  nach 
0,  und  d^k^  umgelegt,  construieren  sodann  mit  dem  Badius  q(d  aus  O0 
den  Kreis  jSTq,  welcher  die  umgelegte  Gerade  S^Iq  in  den  beiden 
Punkten  m^^  und  m\  trifft,  und  bestimmt  die  Projectionen  m^  und  m^ 
dieser  Funkte,  welche,  mit  p  verbunden,  die  der  Aufgabe  entsprechen- 
den Geraden  pm^  und  pm^  liefern.  n 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  je  nach  der  Größe,  resp.  Lage  der 
gegebenen  Stücke  die  beiden  gesuchten  Geraden  reell  oder  imaginär 
sein,  oder  endlich  auch  in  eine  Gerade  zusammenfallen  kOnnen. 
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Der  erste  Fall  wird  eintreten ,  wenn  der  Kreis  K  von  Sy^tp^  in 
zwei  reellen  Punkten  getroffen  wird,  d.  h.  dann^  wenn  der  Abstand 
der  Geraden  d^q>^  ?om  Mittelpunkte  o  kleiner  ist  als  der  Badius  qch, 
wenn  also  jener  Winkel,  welchen  die  Ebene  e^ei,  mit  der  Ebene  Ef,Eh 
einschließt,  größer  ist,  als  der  gegebene  Neigungswinkel  a. 

Im  entgegengesetzten  Falle,  wenn  nämlich  der  Winkel  der  Ebenen 
EhE^VLHii  e&e«  kleiner  als  a  ist,  sind  die  Schnittpunkte  m^  und  m^ 
von  d^tpy  und  K^  also  auch  die  gesuchten  Geraden  imaginär. 

Ist  endlieh  der  Winkel,  welchen  die  Ebenen  Eh  E9  und  eh  e,  ein- 
schließen, geradezu  gleich  dem  gegebenen  Neigungswinkel  a,  so  berührt 
(nach  Satz  34)  die  Gerade  d^  9^  den  Ereis  £,  die  Schnittpunkte  m^  und 
m^  fallen  also  in  einen  Funkt  (den  Berührungspunkt)  und  die  ge* 
suchten  Geraden  folglich  in  eine  einzige  Gerade  zusammen. 

§.  105. 

44.  Aufgäbe.  Es  ist  eine  Ebene  zu  constmieren,  welche  mit 
einer  gegebenen  Ebene  einen  bestimmten  Winkel  a  einschließt  und 
von  einer  gegebenen  Geraden  einen  bestimmten  Abstand  besitzt 

Ist  E  die  gegebene  Ebene,  mit  welcher  die  zu  suchende  Ebene  e 
den  Winkel  a  einschließen  und  l  die  gegebene  Gerade,  von  welcher 
sie  den  Abstand  s  besitzen  soll,  so  ist  zunächst  klar,  dass  die  Ebene  e 
znr  Geraden  l  parallel  sein  müsse,  dass  demnach  durch  l  eine  zur' 
Ebene  e  parallele  Ebene  e'  gelegt  werden  könne.  Diese  Ebene  e*  muss 
aber  gleichzeitig  mit  der  Ebene  E  den  Winkel  a  einschließen. 

Vorliegendes  Problem  reduciert  sich  somit  auf  die  Lösung  zweier 
bereits  bekannter  Aufgaben,  und  zwar: 

„Durch  die  Gerade  l  eine  Ebene  e'  zu  legen,  welche  mit  einer 
gegebenen  Ebene  E  den  Winkel  a  einschließt^  (Aufgabe  42)  und: 
„Eine  Ebene  e  zu  construieren ,  welche  von  einer  gegebenen  Ebene  e' 
einen  bestimmten  Abstand  s  besitzt.^ 

§.  106. 

45.  Aufgabe.  Eine  Ebene  ist  zu  constmieren,  welche  mit  einer 
gegebenen  Ebene  einen  bestimmten  Winkel  a  einschließt,  auf  einer 
zweiten  gegebenen  Ebene  senkrecht  steht  nnd  durch  einen  bestimmten 
Punkt  p  geht 

Soll  eine  Ebene  auf  einer  zweiten  gegebenen  Ebene  senkrecht 
stehen,  so  muss  in  derselben  durch  jeden  ihrer  Punkte  eine  Gerade 
gezogen  werden  können,  welche  auf  der  genannten  gegebenen  Ebene 
senkrecht  steht.  Ziehen  wir  demnach  durch  den  Punkt  j),  weicher  der 
gesuchten  Ebene  e  angehören  soll,  eine  Senkrechte  S  zu  der  zweiten 
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gegebenen  Ebene ,  so  muss  die  gesuchte  Ebene  e  diese  Oerade  ent- 
halten und  da  dieselbe  überdies  mit  der  ersten  gegebenen  Ebene  den 
bestimmten  Winkel  a  einschließen  soll,  so  ist^  sobald  die  Gonstmc- 
tion  der  Geraden  l  bewerkstelligt  ist,  die  oben  gestellte  Aufgabe  auf 
eines  der  bereits  gelösten  Probleme  (Aufgabe  42)  zurückgeführt  und 
kann  somit  als  gelöst  betrachtet  werden. 

Wenn  eine  Gerade  oder  beziehungsweise  eine  Ebene  mit  einer 
anderen  Geraden  oder  Ebene  einen  bestimmten  Winkel  einschließen 
und  nebstbei  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  soll,  so  ist  der 
betreffende  Neigungswinkel,  da  dessen  Scheitel  mit  dem  gegebenen 
Punkte  zusammenfällt,  der  Lage  nach  bestimmt  und  es  wird  sich  nur 
noch  darum  handeln,  jene  Gerade  oder  beziehungsweise  jene  Berührungs- 
ebene des  genannten  Keigungskegels  zu  ermitteln,  welche  auch  den 
weiteren  Bedingungen  genügt. 

Nicht  immer  ist  der  Punkt  direct  gegeben,  durch  welchen  die 
gesuchte  Gerade  oder  Ebene  gehen  soll;  dagegen  kommt  sehr  häufig 
der  Fall  vor,  dass  diese  Bedingung  durch  eine  andere  ersetzt  ist. 

In  diesem  Falle  gibt  es  hauptsächlich  zwei  Operationsarten,  mit 
deren  Zuhilfenahme  man  das  angestrebte  Ziel  erreichen  kann.  Die 
eine  derselben  besteht  darin,  dass  man  einen  beliebigen  Punkt  des 
Baumes  als  Scheitel  für  den  Neigungskegel  wählt  und  hierauf  eine 
Gerade  oder  beziehungsweise  eine  Berührungsebene  des  Kegels  bestimmt, 
welche  einer  gestellten  zweiten  Bedingung  Genüge  leistet  und  so  die 
Richtung  der  gesuchten  Geraden  oder  Ebene  feststellt,  die  nachher 
zur  vollständigen  Lösung  und  Durchführung  der  Aufgabe  verwendet 
werden  kann. 

Oder  man  bestimmt  zuerst  einen  (wenigstens  theil weise)  beliebig 
gelegenen  Neigungskegel  und  verschiebt  denselben  nachher  so 
lange,  bis  er  in  eine  der  Lösung  des  Problemes  entsprechende  Lage 
gelangt 

Je  nach  den  obwaltenden  Verhältnissen  kann  die  eine  oder  die 

andere  der  angezogenen  Methoden  gleich  gut  verwendet  werden.    In 

Folgendem   wollen   wir  mit  Benützung  des  Gesagten  einige  Beispiele 

darchffihren,  die  gleichsam  als  Typen  für  die  Lösung  anderer  Probleme 

gelten  können. 

§.  107. 

46.  Aufgabe.  Es  sind  zwei  sich  kreuzende  Geraden  ll  und  Vd^ 
und  eine  Ebene  £»1:^,  gegeben;  es  soll  eine  Oerade  bestimmt  werden, 
welche  die  beiden  gegebenen  Geraden  schneidet,  mit  der  Ebene  E^E^ 
einen  bestimmten  Winkel  a  einschließt  und  zur  Bildebene  parallel  ist 

Auf  Grund  des  Vorausgeschickten  werden  wir  zunächst  die  Rich- 
tung der  zu  suchenden  Geraden  ermitteln. 
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Anstatt  aber,  wie  vorher  angedeutet,  den  Scheitel  des  Neigungs- 
kegels ganz  beliebig  im  Baume  anzunehmen,  wollen  wir  als  solchen 
einen  Punkt  p  (Taf.  YIII,  Fig.  93)  der  Bildebene  wählen.  Durch  diese 
specielle  Annahme  von  p  werden  sich  nicht  unwesentliche  Verein- 
fachungen in  der  Construction  ergeben. 

Da  die  zu  suchende  Gerade  zur  Bildebene  parallel  sein  soll,  wird 
sich  auch  in  der  Bildebene  durch  einen  beliebigen  Punkt  p  zu  der- 
selben eine  Parallele  ziehen  lassen,  welche  dann  selbstverständlich  auch 
mit  der  Ebene  EifE^  den  gleichen  Winkel  a  einschließen  wird. 

Um  demnach  die  Bichtung  der  geforderten  Geraden  zu  erhalten, 
haben  wir  bloß  (für  den  Punkt  p  in  der  Bildebene  als  Scheitel)  den 
dem  Neigungswinkel  cc  gegen  die  Ebene  EbEf,  entsprechenden  Nei- 
gungskegel zu  zeichnen,  und  jene  Erzeugenden  desselben  zu  bestimmen, 
welche  in  der  Bildebene  liegen. 

Wir  fällen  demnach,  wie  in  den  vorhergehenden  Aufgaben,  vom 
Punkte  jp  eine  Senkrechte  auf  die  Ebene  EbEv,  bestimmen  den  Fuß- 
punkt  0  derselben,  sowie  die  wahre  Länge  jpO|  des  Perpendikels  jp o 
und  construieren  sodann  vermittelst  desselben  und  des  Winkels  a  den 
Badiusr  =  pa)  (siehe  Nebenfigur  ^äo)  der  Kegelbasis  Z;.  Der  Punkt  o 
ist  der  Mittelpunkt  des  Kreises  Je,  welch'  letzteren  wir,  um  Et  um- 
gelegt; in  K^  erhalten.  Dieser  Kreis  hat  mit  der  Bildfiächtrace  Ei,  im 
allgemeinen  zwei  Punkte  m^  und  m^  gemein,  welche,  mit  p  verbunden, 
die  in  der  Bildebene  liegenden  Kegelerzeugenden,  mithin  die  Bich- 
tungen  der  gesuchten  Geraden  darstellen. 

Es  wird  sich  nun  weiters  noch  darum  handeln,  eine  Gerade  auf- 
zusuchen, welche  entweder  zu  m^p  oder  m^p  parallel  ist  und  die  beiden 
sich  kreuzenden  Geraden  ll  und  rd\  schneidet.  Um  beispielsweise  die 
der  Bichtung  m^p  entsprechende  Gerade  zu  finden,  legen  wir  durch 
H  eine  Ebene  %«%&  parallel  zu  w,i>,  was  im  vorliegenden  Falle ;  da 
niiP  in  der  Bildebene  liegt,  einfach  dadurch  erreicht  wird,  dass  man 
deren  Tracen  hi,  und  %«  beziehungsweise  durch  d  und  v  parallel  zu 
m^p  zieht« 

In  dieser  Ebene  h^h  muss  die  verlangte  Gerade  g  liegen,  da 
besagte  Ebene  alle  möglichen  Geraden  enthält,  welche  dv  schneiden 
und  zu  m^p  parallel  sind. 

Wenn  wir  endlich  mittelst  einer  beliebigen  durch  Vj^  gelegten 
Hilfsebene  1751}«  den  Schnittpunkt  \  der  Geraden  Vj^  mit  der 
Ebene  hhK  bestimmen,  so  repräsentiert  6,  einen  Punkt  der  gesuchten 
Geraden  welch  letztere  man  erhält,  wenn  man  durch  b^  eine  Parallele 
a^\  zu  m^p  fuhrt. 
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Auf  gleiche  Weise  bestimmt  man  die  der  Eichtung  m^p  ent- 
sprechende Gerade  a^\. 

Ist  der  Neigungswinkel  der  Ebene  E^Ev  gegen  die  Bildebene 
kleiner  als  der  gegebene  Winkel  a,  so  wird  der  Kreis  K  von  der 
Bildflächtrace  Eh  nicht  geschnitten;  es  existieren  sodann  selbstver- 
ständlioh  keine  reellen,  der  Aufgabe  entsprechenden  Geraden. 

Als  typisches  Beispiel  für  die  zweite  Yorerwähnte  Operationsart 
möge  folgende  Aufgabe  gelten. 

§.  108. 

47.  Aufgabe.  Es  sind  zwei  sich  kreuzende  Gerade  ll  und  ld\  und 
eine  Ebene  Eh  Et,  gegeben;  es  soll  eine  gerade  Strecke  e  in  eine  solche 
Lage  gebracht  werden,  dass  ihre  Endpunkte  in  den  Geraden  ll  und 
fi  liegen  und  ihre  Neigung  gegen  die  Ebene  Eb  E^  einem  bestinunten 
Winkel  a  gleich  kömmt 

Denken  wir  uns  aus  irgend  einem  Punkte  jp  (Taf.  VIII,  Kg.  94 
und  95)  der  Geraden  l,  welchen  wir  als  Scheitel  des  dem  gegebenen 
Neigungswinkel  a  gegen  die  Ebene  E  entsprechenden  Neigungskegels 
annehmen,  den  letzteren  construiert  und  dessen  kreisförmige  Leitlinie 
K  in  der  Ebene  E  auf  bekannte  Weise  verzeichnet.  Die  £egelerzeu- 
genden,  welche  einerseits  durch  den  Scheitel  p,  andererseits  durch  die 
Ebene  £,  resp.  den  Ereis  K  begrenzt  sind ,  haben  selbstverständlich 
gleiche  Längen. 

Es  ist,  wie  bekannt,  durch  eine  ganz  elementare  Betrachtung 
nachzuweisen,  dass  jede  zur  Ebene  E  parallele  Ebene  E'  auf  den 
Kegel  (p,  E)  einen  Kreis  K*  bestimmt ,  welcher  so  wie  K  auf  dem 
einzelnen  Eegelerzeugenden  gleiche  Längen  abschneidet. 

Unter  allen  diesen  Ebenen  wählen  wir  jene  Ebene  E* ,  welche 
auf  den  Eegelerzeugenden,  vom  Scheitel  p  aus,  Stücke  abschneidet,  die 
der  g^ebenen  Strecke  b  gleichkommen. 

Dieses  vorausgeschickt  wollen  wir  noch  folgende  Betrachtung 
anreihen. 

Würde  der  Ereis  K'  (Taf.  VIII,  Fig.  94)  die  zweite  gegebene  Ge- 
rade 2,  in  irgend  einem  Punkte  q  schneiden,  so  müsste  die  Yerbin- 
dnngslinie  p  q,  als  eine  durch  K  begrenzte  Eegelerzeugende,  einerseits 
die  Länge  s  besitzen,  andererseits  aber  mit  der  Ebene  £',  r8Sp.  E  den 
Winkel  a  einschließen,  und  somit  die  geforderte  Gerade  repräsentieren. 

Dieß  ist  aber,  infolge  der  beliebigen  Annahme  des  Punktes  p, 
im  allgemeinen  nicht  der  Fall;  es  wird  unsere  Aufgabe  sonach  zu- 
vörderst  darin   bestehen,  jenen  Punkt  p   der  Geraden  l  zu   finden, 


106 

welcher  so  beschaffen  ist,  dass  der  ihm  entsprechende  Ereis  K*  yon 
der  Geraden  {,  in  einem  Punkte  g  geschnitten  wird. 

Zur  Kenntnis  eines  solchen  Punktes  gelangen  wir  nun  dadurch, 
dass  wir  den  Eegel  (p,  K*)  unter  der  Bedingung,  dass  dessen  Scheitel  p 
stets  in  der  Geraden  l  verbleibt,  parallel  zu  sich  selbst  verschieben. 
Dabei  durchläuft  ein  jeder  Punkt  des  Kreises  K'  eine  Parallele  zu  l 
und  unter  diesen  Parallelen  wird  offenbar  auch  jene  zu  suchen  und  zu 
finden  sein,  welche  die  Gerade  \  schneidet. 

Nennen  wir  die  gesuchte  Parallele  ^,  so  ist  klar,  dass  sie  in 
jener  Ebene  H  liegen  muss^  welche  durch  \  parallel  zu  l  gelegt  wird. 
Diese  Ebene  K  trifft  den  Kreis  K*  in  zwei  (reellen  oder  imaginären) 
Peripheriepunkten,  und  zwar  in  jenen  Punkten  ^,  und  s^^  in  welchen 
ihre  Schnittlinie  6  oder  d^  mit  der  Ebene  E*  den  Kreis  K*  schneidet. 
Zieht  man  durch  s^  eine  Parallele  A,  zu  2,  so  liegt  diese  nothwendig  in 
der  Ebene  R  und  schneidet  demnach  die  Gerade  l^  in  einem  Punkte  2|. 
Dieser  Punkt  ^,  ist  bereits  einer  jener  Punkte,  welche  durch  die  oben 
angedeutete  Parallelverschiebung  des  Kegels  (^,  K')  erhalten  werden. 

Bezeichnen  wir  den  Kegel  in  der  Lage,  in  welcher  seine  Leitlinie  K* 
durch  den  Punkt  q,  geht,  mit  (i?,-^'',),  so  repräsentiert  die  Verbindungs- 
linie seines  Scheitels  jp^  mit  g^  eine  der  gesuchten  Geraden. 

Der  Punkt  j?^  kann  leicht  gefunden  werden  ^  wenn  man  berück- 
sichtigt, dass  alle  Punkte  des  Kegels  bei  der  Parallelverschiebung 
gleiche  Wege  zurücklegen,  dass  also  'pp^  gleich  ^|  g^  sein  müsse.  Da  aber 
jpj}|  zu  5|9,  parallel  ist,  so  stellt  V!9\^\h  ^ii^  Parallelogramm  vor, 
woraus  unmittelbar  folgt,  dass  i?^  $,  auch  erhalten  werden  könne,  wenn 
man  durch  g,  eine  Parallele  zu  ^^s,  führt. 

Der  Punkt  s^  des  Kreises  K^  ergibt  in  gleicher  Weise  eine  zweite 
Lage  p^q^  der  zu  bestimmenden  Geraden. 

§.  109. 

Um  die  vorangeführte  Aufgabe  graphisch  in  Centralprojec- 
tion  durchzuführen,  nehmen  wir  an,  es  seien  l\  und  l\  (Taf.  VIII, Fig. 95) 
die  beiden  gegebenen,  sich  kreuzenden  Geraden,  und  E^  die  Flucht- 
trace  der  gegebenen  Ebene  E,  (Die  Bildflächtrace  brauchte,  streng 
genommen,  nicht  vorzuliegen,  da  die  Stellung  E^  der  Ebene  die  Auf- 
gabe vollständig  bestimmt.) 

Übereinstimmend  mit  den  vorausgeschickten  allgemeinen  Betrach- 
tungen wählen  wir  in  l\  einen  beliebigen  Punkt  ^,  und  ziehen  durch 
denselben  die  zur  Ebene  E^  Senkrechte  jpt'«,  deren  Durchstoßpunkt  i* 
vermittelst  der  durch  pv^  und  Av  gelegten  Hilfsebene  %&%i,  bestimmt 
wurde. 
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Zeichnen  wir  (Nebenfigur  seitwärts  ad  Fig.  95)  ein  rechtwinkliges 
Dreieck  xqg}^  dessen  Hypotenuse  qjv  der  gegebenen  Länge  s  gleich- 
kömmt, und  der  eine  derselben  anliegende  Winkel  xqo  dem  gegebenen 
Winkel  a  gleich  ist,  so  repräsentiert,  wie  man  mit  Bezug  auf  Taf.  VIII, 
Fig.  94  leicht  erkennt,  die  dem  Winkel  a  gegenüberliegende  Kathete 
x<o  die  wahre  Größe  des  Abstandes  der  Ebene  E^  vom  Punkte  p, 
während  die  andere  Kathete  qod  die  wahre  Größe  des  Badius  r  vom 
Kreise  K^  bestimmt. 

Tragen  wir  daher  mittelst  des  Theilungspunktes  T  auf  der  Geraden 
d*  Vg  vom  Punkte  p  aus  die  Strecke  7t  m  auf  und  legen  durch  den  End- 
punkt 0  eine  zu  Ep  parallele  Ebene  Ev  E%,  deren  Bildflächtrace  E'h  ver- 
mittelst der  Hilfsgeraden  f'oJ  festgestellt  wurde,  so  wird  die  erhaltene 
Ebene  E\Ep  jene  Ebene  vergegenwärtigen,  welche  wir  in  Taf.  VIII, 
Fig.  94  mit  E'  bezeichneten,  und  o  den  Mittelpunkt  des  in  dieser 
Ebene  mit  dem  Badius  q(d  beschriebenen  Kreises  K'  darstellen. 

Dem  weiteren  Gange  der  vorangegebenen  Lösung  entsprechend, 
bestimmen  wir  den  Schnitt  dtp  der  Ebene  E'hE^  mit  der  durch  2dl 
parallel  zu  {;  gelegten  Ebene  Hh  H^.  Hierauf  ermitteln  wir  die  Schnitt- 
punkte s^  und  s,  von  dg>  mit  dem  Kreise  K^  durch  ümlegung  um  £S» 
wobei  sieb  o^  als  der  umgelegte  Kreismittelpunkt  o,  K'^  als  der  um- 
gel^te  Kreis  K\  d%  als  die  umgelegte  Gerade  d(p  und  s^^  und  s\ 
als  die  vorerwähnten  umgelegten  Schnittpunkte  ergeben. 

Ziehen  wir  nun  schließlich  durch  s^  und  Sq  parallele  Geraden  zu  {;, 
deren  Centralprojectionen  durch  s^v  =  li  und  SqV  =  X^  repräsentiert  sind^ 
so  treffen  diese  Geraden  die  gegebene  Gerade  ll[  in  den  Punkten  q^  und 
9,,  welch  letztere  den  gesuchten  Geraden  bereits  angehören.  Um  die 
Geraden  selbst  zu  construieren,  bestimmen  wir  die  Geraden  p  s^  und 
ps^,  deren  Fluchtpunkte  V^  und  F,  gefunden  werden,  wenn  man  die 
Verbindungslinien  der  auf  den  Trägern  ll  und  dq>  liegenden  Punkte 
p,  s^  und  Sq  bestimmt. 

Die  durch  q^  und  q^  {q^  außerhalb  der  Zeichnungsfläche)  zu  ps^  und 
p  s^  Parallelen  q^  V^  und  q^  Fg  sind  sodann  die  der  Aufgabe  entspre- 
chenden Geraden,  welche  die  gegebenen  Geraden  II  und  11%  beziehungs- 
weise in  den  Punkten  p^  und  p^  q^  und  q^  schneiden. 

Die  erste  der  beiden  ^zur  Aufgabenlösung^  oben  angegebenen 
Methoden,  kann  unter  anderen  auch  in  dem  Falle  mit  Vortheil  benützt 
werden,  wenn  es  sich  um  die  Ermittlung  einer  Geraden  oder 
beziehungsweise  einer  Ebene  handelt,  welche  mit  zwei 
gegebenen  Geraden  oder  Ebenen  bestimmte  Winkel  ein- 
schließt. 

Am  einfachsten  wird  man  diesfalls  vorgehen,  wenn  man  zunächst 
die  Bichtung  solcher  Geraden  oder  die  Stellung  solcher  Ebenen  ermittelt, 
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wie  sie  den  BediDgungen  der  Aufgabe  entsprechen.  Zu  diesem  Behufe 
denken  wir  uns  das  Projectionscentrum  als  gemeinschaftlichen  Scheitel 
zweier  Neigangskegel ,  deren  Erzeugenden  mit  den  beiden  gegebenen 
Geraden,  resp.  Ebenen  die  bestimmten  Winkel  a  und  /3  einschließen. 
Die  gemeinschaftlichen  Erzeugenden,  resp.  die  gemeinschaftlichen  Be- 
ruhrungsebenen  dieser  zwei  Kegel  repräsentieren  sodann  die  Flucht- 
strahlen oder  beziehungsweise  die  Fluchtebenen  der  gesuchten  Geraden 
oder  Ebenen. 

Es  dürfte  diesfalls  die  Lösung  und  Durchfuhrung  der  nach- 
stehenden Aufgabe  genügen^  da  jedes  andere  gleichartige  Problem,  wie 
in  der  Folge  gezeigt  werden  soll,  auf  dieselbe  zurückgeführt  werden  kann. 

§.  110. 

AS.  Aufgabe,  Es  sind  zwei  Ebenen  £»  und  e«  gegeben;  man 
soll  die  Richtung  (d.  h.  den  Fluchtpunkt)  einer  Geraden  bestimmen, 
welche  mit  den  Ebenen  E^  und  6«  die  Winkel  a  resp.  j3  einschließt. 

Es  seien  C  (Taf.  VIII,  Fig.  96)  das  Projectionscentrum  und  F.H 
und  F.  6  die  durch  dasselbe  gehenden  Fluchtebenen  der  gegebenen 
Ebenen  E  und  e. 

Denken  wir  uns  aus  C,  als  Scheitel,  gegen  die  Ebenen  F.  E 
und  F.  e  die  den  Winkeln  a  resp.  ß  entsprechenden  Neigungs- 
kegel, deren  Achsen  die  NormalenQuchtstrahlen  CO  und  Co  der 
Ebenen  F.E  und  F,  e  sind,  construiert.  Es  sind  nun  die  Fluchtstrahlen 
der  zu  suchenden  Geraden,  d.  h.  die  gemeinschaftlichen  Erzeugenden 
der  beiden  Neigungskegel  {C,K)  und  ((7,/c)  zu  ermitteln. 

Behufs  Erreichung  des  ausgesprochenen  Zweckes  geben  wir  den  Er- 
zeugenden der  beiden  Kegel  eine  fixe,  sonst  aber  ganz  beliebige  Länge  s. 
Hiedurch  werden  die  beiden  Kegel  durch  zwei  Kreise  K  und  k  begrenzt, 
deren  Radien  OR  und  or  sich  als  die  Katheten  von  rechtwinkligen 
Dreiecken  ergeben,  in  welchen  die  Hypotenusen  gleich  s  und  die  den 
genannten  Katheten  anliegenden  Winkel  beziehungsweise  gleich  cc  und 
ß  sind.  Die  beiden  anderen  Katheten  repräsentieren  sodann  die  Abstände 
der  Kreisebenen  JS'  und  e'  vom  Centrum  C. 

Wir  schließen  nun  folgendermaßen:  Besitzen  die  beiden  Kegel 
(C,  K)  und  {C,  k)  gemeinschaftliche  Erzeugende,  und  trägt  man  auf  jeder 
derselben  die  Länge  8  von  C  aus  auf,  so  müssen  deren  Endpunkte 
gleichzeitig  den  Kreisen  K  und  k  angehören,  also  Schnittpunkte  der- 
selben sein.  Die  Schnittpunkte  m^  und  m^  der  Kreise  K  und  k  sind 
leicht  zu  ermitteln.  Da  dieselben  beiden  Kieisebenen  E*  und  e' 
angehören,  so  müssen  sie  nothwendig  in  der  Schnittlinie  s  der  letzteren 
liegen  und  werden  demgemäß  erhalten,  wenn  man  die  Schnittlinie  s 
von  E'  und  e*  mit  den  Kreisumfängen  K  oder  k  zum  Schnitte  bringt« 
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Nachdem  sich  zwei  Kreise  nur  in  zwei  Funkten  schneiden  können, 
erhalten  wir,  den  getroffenen  Annahmen  gemäß,  auch  nur  zwei  ent- 
sprechende Fluchtstrahlen.  Da  man  aber  auf  den  Erzeugenden  des  einen 
oder  anderen  Kegels,  beispielsweise  des  der  Ebene  e  entsprechenden 
Neigungskegels,  die  Länge  s  ebenso  gut  nach  der  einen,  wie  nach  der  ent- 
gegengesetzten Seite  von  C  auftragen  kann,  erhält  man  noch  einen  zweiten 
Kreis  A;,,  welcher  mit  dem  Kreise  k  congruent  und  dessen  Ebene  &^ 
zur  Ebene  e*  parallel  ist.  Dieser  Kreis  \  schneidet  selbstverständlich 
den  Kreis  K  in  weiteren  zwei  Funkten,  welche  zwei  neue  Fluchtstrahlen 
liefern  und  somit  zu  dem  Schlüsse  berechtigen,  dass  die  vorgelegte 
Aufgabe  im  ganzen  vier  Lösungen  zulässt. 

Seien  demnach  Er,  und  e^  (Taf.  VIII,  Fig.  97)  die  Fluchttracen  der 
gegebenen  Ebenen^  so  werden  wir  zunächst  die  Achsen  der  Neigungskegel 
für  das  Projectionscentrum  C  als  Scheitel  construieren.  Dieselben  sind 
durch  die  Normalenfluchtstrahlen  CF«  und  Gv^  der  Ebenen  E^,  und  e^, 
dargestellt,  welche,  um  AA^  resp.  AA^  umgelegt,  in  F,(7*o  und  ViC\ 
erhalten  werden.  Construieren  wir  nun  die  zwei  rechtwinkligen  Drei- 
ecke yQ<o  und  ypco'  (Nebenfigur,  ad  Fig.  97),  deren  gemeinschaft- 
liche Hypotenuse  yQ  einer  beliebigen  Strecke  gleich  ist,  und  welche 
beziehungsweise  die  gegebenen  Winkel  a  und  ß  als  der  Hypotenuse 
anliegende  Winkel  enthalten. 

Die  diesen  Winkeln  tt  und  ß  gegenüberliegenden  Katheten  ya» 
und  ya'  repräsentieren  sodann  die  Abstände  der  Ebenen  E'  und  e' 
(siehe  gleichzeitig  Taf,  VIII,  Fig.  96)  vom  Centrum  C.  Trägt  man  daher 
von  G\  und  C^  aus  die  Längen  yoj  und  yo'  auf  C\V9  und  C^^Vg 
auf,  so  erhalten  wir  in  den  Endpunkten  0*  und  o'  zwei  den  Ebenen 
E'  und  e'  angehörende,  um  AA^  resp.  AA^  umgelegte  Punkte,  und 
ziehen  wir  die  Geraden  O'l  und  o'ri  beziehungsweise  senkrecht  zu 
C\Vt  und  C%t?«,  so  sind,  wie  leicht  zu  erkennen,  die  Punkte  S  und  ij 
bereits  Punkte  der  Bildflächtracen  E'^  und  ef^,  welche  durch  §  und  ri 
parallel  zu  E^  und  e^  laufen. 

Die  Centralprojection  des  Punktes  0*  fällt  mit  F«  zusammen, 
da  der  Punkt  0  im  Baume  auf  dem  Strahle  CF«  liegt.  Legen  wir 
diesen  Punkt  0  und  die  Schnittlinie  d  (p  deii  Ebenen  E'h  Er,  und  e^b  e^ 
um  E\  nach  0^  und  öq>^  um,  construieren  aus  0^  mit  dem  Badius 
p  o  =  r  den  Kreis  K^^  welcher  ä  y^  in  v'^  und  t;\  schneidet,  und  führen 
wir  diese  Punkte  v\  und  v\  in  die  Projection  Sq)  nach  v,  und  v^ 
zurück,  so  stellen  die  letztgenannten  Punkte  bereits  die  Projectionen 
zweier  auf  den  gesuchten  Fluchtstrahlen  liegender  Punkte,  und  folglich 
die  Fluchtpunkte  der  verlangten  Strahlen  selbst  dar. 

Auf  gleiche  Weise  würde  man  mit  Hilfe  der  zu  e  in  Bezug  auf 
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C  symmetrisch  gelegenen  Ebene  e\  die  beiden  anderen  Fluohtpnnkte  1*3 
und  v^  ermitteln  können. 

Jeder  der  so  erhaltenen  vier  Punkte  t;,,  1;,,  t,  und  v^  ist  als 
Fluchtpunkt  einer  gegen  die  Ebenen  £,  und  ««  unter  den  Winkeln 
a  und  ß  geneigten  Geraden  aufzufassen,  und  jede  derselben  wird  sonach 
auch  den  Bedingungen  der  Aufgabe  entsprechen. 

FQr  den  Fall,  dass  die  eine  der  gegebenen  Ebenen  e  mit  der 
Bildebene  zusammenfällt,  während  die  andere,  E^  zur  Bildebene  senk* 
recht  steht,  d.  h.  für  die 

§.  111. 

49.  Aufgabe.  Eine  Gerade  zu  bestimmen,  welche  mit  der  Bild- 
ebene und  einer  zu  derselben  senkrecht  stehenden  Ebene  GhGrv  die 
Winkel  a   resp.  ß  einschliesst, 
lässt   die   vorerwähnte   Construction   bedeutende  Vereinfachungen   zu. 

Auch  in  diesem  Falle  wollen  wir  bloß  von  den  Fluchtelementen 
Gebrauch  machen. 

Soll  die  zu  bestimmende  Gerade  mit  der  Bildebene  den  Winkel 
a  einschließen,  so  muss  ihr  Fluchtpunkt  v^  (Taf.  YIll,  Fig.  98)  in 
der  Peripherie  des  dem  Winkel  a-=^CrA  entsprechenden  Fluchtkreises 
K  liegen.  Weiters  wird  aber  auch  verlangt,  dass  die  zu  bestimmende 
Gerade  mit  der  Ebene  6r«  den  Winkel  ß  einschließe.  Wenn  wir  also 
voraussetzen,  es  sei  v^  der  gesuchte  Fluchtpunkt,  so  muss  die  Gerade 
v^  C  mit  ihrer  orthogonalen  Projection  auf  die  Ebene  6r«  den  Winkel 
/^  ioT  einschließen,  d.  h.  wenn  wir  von  v^  auf  G^  eine  Senkrechte  v^a  er- 
richten, so  ist  das  Dreieck  Cv^a  im  Baume  bei  a  rechtwinklig;  die 
Hypotenuse  Cv^  hat  die  Länge  der  Fluchtstrahlen  des  Kegels  (C,  £), 
und  der  von  Cv^  und  Ca  eingeschlossene  Winkel  v^Ca  ist  dem  ge- 
gebenen Winkel  ß  gleich.  Wenn  wir  daher  seitwärts  das  Dreieck  yipa 
80  zeichnen,  dass  yy  der  Länge  Gr  (Taf.  VIII,  Fig.  98)  gleich  ist, 
und  dass  der  Winkel  q)ya  =  ß  wird,  so  erhalten  wir  in  der  diesem 
Winkel  ß  gegenüberliegenden  Kathete  a  tp  den  verlangten  Abstand  v^a. 
Wenn  wir  demnach  in  der  Entfernung  (pa  =  ä  von  G^  die  beiden 
möglichen  Parallelen  6^  und  u^  zeichnen,  so  werden  diese  den  Flucht- 
kreis K  in  den  gesuchten  vier  Fluchtpunkten  v^^  v,,  v^  und  v^  trelSen. 

§.  112. 
Handelt  es  sich  darum,  eine  Ebene  zu  construieren,  welche 
mit  zwei  gegebenen  Ebenen  beziehungsweise  die  Winkel 
a  und  ß  einschließt,  so  hat  man,  wie  bereits  im  Vorhergehenden 
allgemein  angedeutet  wurde,  an  zwei  Neigungskegel  mit  gemeinschaft- 
lichem Scheitel  eine  gemeinschaftliche  Berührebene  zu  legen,  welche 
bereits  die  Stellung  der  gesuchten  Ebene  angibt. 
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Da  jedoch  die  Construction  einer  gemeinsohaftlichen  Berührebene 
an  zwei  concentrisclie  Kegel  in  den  meisten  Fällen  umständlich  ist, 
80  werden  wir  von  denselben  zum  Zwecke  der  Lösung  der  vorerwähnten 
Aufgabe  keinen  Gebrauch  machen,  sondern  vielmehr  folgenden  ein- 
facheren Weg  einschlagen. 

Es  sei  E  (Taf.  YIII,  Fig.  99)  eine  Ebene,  welche  mit  einer  zweiten 
gegebenen  Ebene  e  den  Winkel  a  einschließt.  Ziehen  wir  im  Punkte 
a  zur  Ebene  E  eine  Senkrechte  ab,  welche  e  in  b  schneidet,  und 
denken  wir  uns  durch  ab  eine  zur  Schnittlinie  s  der  Ebenen  E  und  e 
senkrechte  Ebene  gelegt,  welche  die  genannten  Ebenen  in  den  Geraden 
ac  und  bc  trifft^  so  erhalten  wir  ein  bei  a  rechtwinkliges  Dreieck 
abc,  in  welchem  der  Winkel  bei  c  den  Neigungswinkel  a  der  Ebenen 
E  und  e  vorstellt^  während  der  Winkel  bei  b  dem  Neigungswinkel 
des  Perpendikels  ab  gegen  die  Ebene  e  gleich  ist.  Da  die  Summe 
der  beiden  Dreieckswinkel  b  und  e  gleich  einem  Hechten  ist,  so  folgt, 
dass  wenn  eine  Ebene  E  mit  einer  zweiten  Ebene  e  den  Winkel  a 
einschließt,  das  Perpendikel  auf  E  mit  der  Ebene  e  den  Complement- 
winkel  (90^  —  a)  einschließen  muss.  Hiemit  ergibt  sich  unmittelbar 
die  nachstehende  Lösung. 

§.  113. 

50.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Ebene  zu  construieren,  welche  mit 
zwei  gegebenen  Ebenen  E  und  E,  die  Winkel  a,  resp.  ß  einschließt. 

Man  construiert  zunächst  eine  Gerade,  welche  mit  den  Ebenen  E 
und  E^  beziehungsweise  die  Winkel  (90"  —  a)  und  (90®  —  ß)  ein- 
schließt, und  errichtet  sodann  auf  diese  Gerade  eine  senkrechte 
Ebena  Die  letztgenannte  Ebene  wird,  den  vorhergehenden  Betrach- 
tungen zufolge,  mit  den  gegebenen  Ebenen  E  und  E^  bereits  die  Winkel 
a  und  ß  bilden,  und  somit  den  gestellten  Bedingungen  genügen. 

Da  es  vier  verschiedene  Bichtungen  von  Geraden  gibt,  die  mit 
zwei  Ebenen  bestimmte  Winkel  einschließen,  so  wird  es  selbstver- 
ständlich auch  vier  verschiedene  Stellungen  fQr  Ebenen  geben,  welche 
mit  zwei  gegebenen  Ebenen  bestimmte  Winkel  bilden. 

§.  114. 
Tersehiedene  Aufgaben. 

Die  bisher  behandelten  Probleme  sind  zum  größten  Theile  prin- 
cipieller  Natur  und  es  dürfte  kaum  eine  Aufgabe  gefunden  werden, 
welche  nicht  auf  eine  oder  mehrere  dieser  Fundamentalaufgaben  zurück- 
geführt werden  könnte. 
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Allerdings  erfordert  jede  Aufgabe  gewisse  Betrachtungen,  sozu- 
sagen Transformationen  in  bereits  bekannte  Probleme,  die  in  jedem 
Falle  je  nach  den  gestellten  Bedingungen  andere  sind;  die  Construc- 
tionen  aber,  welche  das  Resultat  herbeiführen,  sind  keine  anderen 
als  die  bisher  entwickelten. 

Dass  die  Natur  der  zu  lösenden  Aufgaben  mitunter  nicht  unwesent- 
liche Vereinfachungen  der  im  Vorhergegangenen  gegebenen  Constructionen 
erlaubt^  ist  außer  allem  Zweifel,  doch  wird  hiedurch  die  eben  aufgestellte 
Behauptung  nicht  im  mindesten  beeinträchtigt,  indem  derartige  Ver- 
einfachungen der  Constructionen  nicht  principieller  Art  sind,  sondern 
bloß  durch  mehr  oder  minder  häufiges  Zusammenfallen  von  Gonstruc- 
tionslinien,  welche  wieder  ihren  Grund  in  einer  speciellen  gegenseitigen 
Lage  der  geometrischen  Gebilde  haben  können,  die  bei  einer  gestellten 
Aufgabe  als  gegeben  vorliegen,  bedingt  werden. 

Um  das  Gesagte  zu  rechtfeirtigen,  wollen  wir  noch  eine  Seihe 
ebenso  interessanter  als  wichtiger  Aufgaben  mit  ihrer  „Lösung^,  und 
falls  von  den  bisher  entwickelten  Constructionen  bedeutendere,  durch 
die  Lagenverhältnisse  bedingte  Abweichungen  auftreten ,  auch  mit 
ihrer  graphischen  Durchführung  folgen  lassen. 

§.  115. 

51.  Aufgäbe.  Es  ist  die  wahre  Große  des  Abstandes  der  Spur- 
punkte zweier  Geraden  dv  und  d^v^  zu  bestimmen. 

Diese  Aufgabe  trägt  den  Charakter  einer  bereits  gelösten 
(Aufg.  30)  an  sich,  doch  zeichnet  sich  dieselbe  gegenüber  der  früheren 
durch  eine  höchst  einfache  Construction  und  durch  eine  aus  ihrer 
Lösung  und  Durchführung  folgende  interessante  Eigenschaft  aus. 

Ist  nämlich  ( J.,  D)  (Taf.  IX,  Fig.  100)  das  gegebene  Projections- 
centrum  und  sind  ll]  und  J^*  die  beiden  gegebenen  Geraden ,  deren 
Spurpunkte  u^  und  tij  seien,  so  ist  offenbar  die  Strecke  u^  w,,  die  wir 
als  „Spurabstand^  der  beiden  Geraden  ld[  und  ld[  bezeichnen  wollen, 
zur  Bildebene  parallel. 

Bestimmen  wir  demnach  die  Orthogonalprojectionen  u\  und  u\ 
der  Punkte  u^  und  u^  auf  die  Bildebene,  so  wird  durch  deren  Ent- 
fernung auch  schon  die  wahre  Größe  des  Spurabstandes  an- 
gegeben werden. 

Um  nun  beispielsweise  die  Orthogonalprojection  des  Spurpunktes  u^ 
zu  finden,  construieren  wir  auf  bekannte  Weise  die  Orthogonalprojec- 
tion l\  der  Geraden  Z^J,  indem  wir  durch  ld\  eine  zur  Bildebene 
senkrechte  Ebene  legen.  In  l\  muss  der  gesuchte  Punkt  liegen. 
Denken  wir  uns  demnach  durch  den  Spurpunkt  t«^  eine  zur  Bildebene 
senkrechte  Gerade  gezogen,   so   wird  ihre  Centralprojection   offenbar 
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durch  die  Gerade  u\  A,  welche  durch  A  parallel  zur  Centralprojection 
d,  r,  läuft,  repräsentiert  sein.  Der  Durchstoßpunkt  u\  derselben  liegt 
in  der  Geraden  l\  und  stellt  die  gesuchte  Orthogonal  protection  von 
11,  Tor.  Hienach  ergibt  sich  der  Satz: 

36.  y^Consirinert  man  in  der  Bildd)ene  ein  Parallelogramm, 
dessen  drei  Eckpunkte  der  Hauptpunkt  A,  der  Durchstoßpunkt  d  und 
Fluchtpunkt  v  einer  beliebigen  Geraden  l  sind,  derart,  dass  der  vierte 
Eckpunkt  dem  Fluchtpunkte  v  gegenüberliegt,  so  stellt  dieser  vierte 
Eckpunkt  die  Orthogonalprojection  des  Spurpunktes  der  genannten 
Geraden  dar.^ 

Auf  gleiche  Weise  bestimmt  man  die  Orthogonalprojection  u'^ 
des  Spurpunktes  der  Geraden  Idl.  Die  wahre  Größe  des  Spurabstandes 
der  beiden  Geraden  {J|  und  2^  wird  sodann  durch  tt^u',  dargestellt. 
Gleichzeitig  ist  den  angestellten  Betrachtungen  zu  entnehmen,  dass 
die  Construction  von  u\  und  m',  unabhängig  von  der  Distanz  D  sei, 
woraus  folgt: 

57.  j^Ztvei  beliebige  Strecken  d,  v,  und  dg^v^^  in  der  Bildebene 
repräsentiren  für  alle  Projectionscentren ,  welche  auf  einer  und  der- 
Sfdben  zur  Bildebene  senkrecht  stehenden  Geraden  liegen,  die  Cen- 
tratprcjectionen  zweier  Geraden  von  gleichem  Spurabstande.^ 

Aus  dem  oben  aufgestellten  Satze  (36)  ergibt  sich  auch,  wie 
leicht  einzusehen,  unmittelbar  der  folgende: 

38.  j^Eine  beliebige  in  der  Bildebene  liegende  StrecJce  dv  stellt 
für  aUe  Projectionsceniren ,  welche  sich  auf  einer  und  derselben  zur 
Bildebene  senkrechten  Geraden  vorfinden,  immer  die  Centralprojection 
von  Geraden  dar,  deren  Spurpunkte  auf  einer  zweiten  zur  Bildebene 
senkrechten   Geraden   liegen.^ 

§.  116. 

52.  Aufgabe.  Es  sind  die  Centralprojectionen  dreier  sich  in  einem 
Punkte  schneidenden  Geraden  gegeben;  das  Projectionscentrum  ist 
unter  der  Voraussetzung  zu  bestimmen,  dass  diese  drei  Geraden 
wechselseitig  aufeinander  senkrecht  stehen. 

Setzen  wir  voraus,  es  seien  d,  f,,  d,t7a,  d^v^  (Taf.  IX,  Fig.  101) 
drei  in  einem  Punkte  p  sich  schneidende  Geraden. 

Wenn  die  genannten  Geraden  auf  einander  senkrecht  stehen 
sollen,  80  muss  das  Gleiche  selbstverständlich  auch  von  ihren  Flucht- 
strahlen  gelten. 

Wir  haben  sonach  bloß  die  Beziehung  des  Projectionscentrums 
gegen  die  drei  Fluchtpunkte  v^,  v^  und  t;,  aufzusuchen,  während  die 
Durehstoßpunkte  d^,  d,  und  d^  gänzlich  außeracht  gelassen  werden 
können. 

Peickka,  Darstellende  n.  projective  Geometrie.  8 
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Wenn  wir  berücksichtigen,  dass  der  Strahl  Cv,,  welcher  auf 
Cv^  und  Cv^  senkrecht  stehen  soll,  auch  auf  der  Ebene  Cv^v^  senkrecht 
stehen  muss,  so  ist  klar,  dass  v^  der  Normalenfluchtpunkt  zu  v^  v^  sein 
müsse. 

Der  Hauptpunkt  Ä  muss  daher  in  der  vom  Punkte  t?,  auf  v^^r^ 
gefällten  Senkrechten  v^A\  liegen. 

In  gleicher  Weise,  wird  gefunden,  dass  v^  der  Normalenfluchtpunkt 
von  V3V1,  und  v^  der  Normalenfluchtpunkt  von  v^v^  sei^  woraus  weiter 
folgt,  dass  der  Hauptpunkt  A  auf  den  von  t;,  und  v^  auf  v^v^^  resp. 
t?,  v^  gefällten  Senkrechten  Ä\  v^  und  Ä^^  v^  liegen  müsse.  Der  Haupt- 
punkt A  ist  somit  der  Höhendurchschnittspunkt  des  Dreieckes  v^v^^v^. 
Um  die  Distanz  d,  resp.  den  Distanzkreis  D  zu  bestimmen,  brauchen 
wir  nur  auf  die  Auffindung  und  Construction  des  Normalenfluchtpunktes 
einer  Ebene  zurückzugreifen,  wobei  nachgewiesen  wurde,  dass  die  Ver- 
bindungslinie des  Normalenfluchtpunktes  und  des  Nebenhauptpunktes 
die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  bilden,  dessen  Höhe 
der  Distanz  d  gleich  ist.  Beschreiben  wir  also  über  A\v^  als  Durch- 
messer einen  Kreis,  welcher  von  der  in  A  auf  A\  v,  errichteten  Senk- 
rechten im  Punkte  G  getroffen  wird,  so  erhalten  wir  in  AG  die  Distanz 
d  dargestellt. 

§.  117. 

53.  Aufgäbe.  Es  sind  drei  sich  kreuzende  Gerade  d,  t?,,  d„v^.  d^r^ 
gegeben ;  man  soll  durch  einen  Punkt  eine  Ebene  führen,  welche  mit 
allen  drei  Geraden  gleiche  Winkel  einschließt. 

Es  bedarf  keiner  besonderen  Erklärung,  um  nachzuweisen,  dass 
jede  zu  der  gesuchten  Ebene  parallele  Ebene  mit  den  drei  Geraden,  resp. 
mit  deren  Fluchtstrahlen  ebenfalls  gleiche  Winkel  einschließen  müsse. 
Es  wird  daher  genügen,  irgend  eine  Ebene  zu  bestimmen,  welche  mit 
den  drei  gegebenen  Geraden  gleiche  Winkel  einschließt,  und,  nach- 
dem  sie  gefunden,  zu  derselben  durch  den  gegebenen  Punkt  eine 
parallele  Ebene  zu  legen. 

Gelegentlich  der  bezüglich  des  Kegels  resp.  der  gegen  eine  Ebene 
gleichgeneigten  Geraden  angestellten  Betrachtung,  wurde  gezeigt,  dass 
alle  Kegelerzeugenden  zwischen  ihrem  Scheitel  und  der  genannten 
Ebene,  die  nämliche  Länge  besitzen. 

Da  die  drei  den  gegebenen  Geraden  d^v^,  d^v^,  d^v^  (Taf.  IX, 
Fig,  102)  entsprechenden  Fluchtstrahlen  Cv,,  Ct?j,  Gv^  aber  gleiche 
Winkel  mit  einer  zu  suchenden  Ebene  E  einzuschließen  haben,  werden 
dieselben  als  die  Erzeugenden  eines  und  desselben  Neigungskegels  zu 
betrachten  sein,  dessen  Basisebene,  wie  nach  dem  Vorhergehenden  zu 
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ersehen  ist,  erhalten  wird,  wenn  man  auf  den  drei  Strahlen  Cv^^  Cv^ 
und  Cv^  von  C  aus  gleiche,  sonst  aber  ganz  beliebige  Längen  aufträgt^ 
und  durch  die  drei  so  bestimmten  Endpunkte  eine  Ebene  legt* 

Um  dies  zu  bewerkstelligen,  denken  wir  uns  die  Ebene  Cv^v^ 
um  t\v^  oder  6,  in  die  Bildebene  umgelegt,  wodurch  wir  CqV^  und 
C^v^  als  die  umgelegten  Fluchtstrahlen  erhalten. 

Tragen  wir  nun  auf  C^v,  und  CqV^  von  C^  aus  eine  beliebige 
Länge  €  auf,  und  verbinden  wir  die  Endpunkte  a\  und  a\  mit  ein- 
ander, so  erhalten  wir  eiue  Gerade  a^^a\,  deren  Durchstoßpunkt  d 
sich  im  Schnitte  von  a**,  a\  mit  v^  v^  ergibt,  und  deren  Fluchtpunkt  v 
der  Schnittpunkt  der  Geraden  v^  v^  mit  der  zu  a®,  a\  durch  Cq  parallel 
gezogenen  Geraden  CqV  ist.  Durch  die  Gerade  dv  muss  die  gesuchte 
Ebene  gehen. 

Ähnlich  verfahren  wir  bezüglich  der  Fluchtstrahlen  Gv^  und  Cv^ 
mit  der  Länge  £,  wodurch  wir  eine  zweite  Gerade  äV  der  gesuchten 
Ebene  erhalten,  deren  Fluchttrace  E„  sich  nun  in  der  Verbindungslinie 
von  V  mit  t/  oder  in  vv*  ergibt. 

Es  erübrigt  nur  noch,  durch  den  gegebenen  Funkt  p  die  Ebene 
JE^Ee  parallel  zu  E^  zu  legen,  um   die  Aufgabe  gelöst  zu  erhalten. 

Letzteres  wurde  mittelst  des  Trägers  tp  8  von  p  und  die  durch  p 
parallel  zu  EtE,  gezogene  Gerade  (p^d^  bewirkt. 

Nachdem  auf  jedem  der  Fluchtstrahlen  Cv,,  Gv^  und  Gv^  die 
Länge  s  zu  beiden  Seiten  von  G  aufgetragen  werden  kann,  so  findet 
man  leicht,  dass  der  gestellten  Aufgabe  vier  verschiedene  Ebenen 
entsprechen. 

§.  118. 

54.  Aufgabe,  Es  ist  die  Richtung  jener  Ebenen  zu  bestimmen, 
welche  mit  zwei  sich  kreuzenden  Geraden  gleiche  Winkel  einschlielSen, 
und  zur  Bildebene  senkrecht  stehen. 

Da  die  zu  suchenden  Ebenen  auch  mit  den  Fluchtstrahlen  Gt\ 
und  Cv^  (Taf.  IX,  Fig.  103  und  Fig.  104)  der  gegebenen  Geraden  gleiche 
Winkel  einschließen  müssen,  so  sind  letztere  als  Erzeugende  der  be- 
treffenden Neigungskegel  zu  betrachten,  und  es  wird  daher  die  gleiche 
Neigung  dadurch  bedingt  sein,  dass  jede  dieser  Ebenen  auf  den  Strahlen 
Ct\  und  Gv^,  von  C  aus  gemessen,  gleiche  Längen  abschneidet. 

Denken  wir  uns  daher  auf  Gv^  und  Gv^^  zwei  Punkte  a^  und  a^ 
so  angenommen,  dass  Ga^  =  Ga^  ist,  so  wird  auch  jede  Ebene,  welche 
durch  a,  a,  geht,  oder  zu  dieser  Geraden  parallel  ist,  mit  Gvi  und  Gv^, 
also  auch  mit  d^  v^  und  d^  v^  (Taf.  ££,  Fig.  104)  gleiche  Winkel  ein- 
schließen. 

8* 
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Nun  ist  aber  a^  a,  parallel  zu  der  Geraden  C/x,  welche  den  einen 
der  beiden  yon  Ct;,  und  Cv^  eingeschlossenen  Winkel  halbiert. 

Die  Bedingung,  dass  eine  Ebene  mit  den  Geraden  Cv^  und  Cv^ 
oder  d|t;,  und  d^v^  gleiche  Winkel  einschließt,  ist  demnach  die,  dass 
dieselbe  zu  der  einen  oder  der  anderen  Winkelhalbierenden  (Cp.  oder 
CfJ  des  Winkels  v^  Gv^  parallel  wird,  dass  also  ihre  Fluchttrace  durch 
den  Fluchtpunkt  F,i,  oder  F^,  der  einen  oder  anderen  Winkelhalbieren- 
den hindurch  geht. 

Wir  werden  daher  vor  Allem,  um  die  Fluchttracen  der  gesuch- 
ten Ebenen  zu  finden,  den  Winkel  v^Cv^  (in  der  Umlegung  v^ü^v^) 
durch  die  Geraden  C  F,,^  und  C  F^  halbieren  und  deren  Fluchtpunkte 
Fp^  und  F|i.,  welche  bereits  den  Fluchttracen  der  gesuchten  Ebenen 
angehören,  bestimmen. 

Nachdem  ferner,  der  zweiten  Bedingung  gemäß,  die  gesuchten 
Ebenen  auch  zur  Bildebene  senkrecht  stehen  sollen,  ein  zweiter  Punkt 
der  jeweiligen  Fluchttrace  also  der  Hauptpunkt  Ä  ist,  erhalten  wir 
die  bezüglichen  Fluchttiacen  E\  und  E\  der  verlangten  Ebene  E^ 
und  ^2,  d.  h.  ihre  Bichtung  (Stellung)  durch  die  Geraden  Ä  F^.  und 
Ä  Fp,   repräsentiert. 

§.  119. 

55.  Aufgabe.  Es  ist  die  Richtung  (der  Fluchtpunkt)  jener  Ge- 
raden zu  ermitteln,  welche  mit  zwei  gegebenen  Ebenen  EtE,  nnd 
CbCp  gleiche  Winkel  nnd  mit  der  Bildebene  einen  gegebenen  Winkel 
einschließen. 

Es  seien  E  und  e  (Taf.  IX,  Fig.  105)  die  beiden  gegebenen 
Ebenen  und  l  eine  Gerade,  welche,  den  gestellten  Bedingungen  gemäß, 
mit  diesen  Ebenen  gleiche  Winkel  einschließt. 

um  ein  charakteristisches  Merkmal  dieser  Geraden  l  zu  finden, 
denken  wir  uns  dieselbe  so  lange  parallel  zu  sich  verschoben,  bis  sie  die 
Schnittlinie  s  der  Ebenen  E  und  e  in  einem  Funkte  m  trifft.  Selbstver- 
ständlich wird  die  Gerade  2,  welche  wir  in  dieser  Lage  V  nennen  wollen, 
mit  den  beiden  Ebenen  E  und  e  noch  immer  gleiche  Winkel  ein- 
schließen. 

Denken  wir  uns  daher  von  einem  beliebigen  Punkte  p  der  Ge- 
raden {'  auf  die  Ebenen  E  und  e  die  Perpendikel  pO  und  po  gefällt 
und  deren  Fußpunkte  0  und  o  mit  m  verbunden,  so  werden  zwei 
rechtwinklige  Dreiecke  ^Om  und  pom  entstehen;  welche  die  Hypo- 
tenuse pm  gemein  haben,  und  in  welchen,  der  Voraussetzung  zufolge, 
die  Winkel  Omp  und  omp  einander  gleich  sind.  Diese  beiden  Drei- 
ecke sind  demnach  congruent  und  folglich  ist  auch 

Op  =  op. 
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Die  LängeDgleichheit  der  beiden  Pei'pendikel  Op  und  op  von 
dem  beliebigen  Punkte  p  auf  E  und  e  zeigt  an,  das  der  Punkt  p  in 
derjenigen  Ebene  R  liegt,  welche  den  Winkel  zwischen  den  Ebenen  E 
und  e  balbirt;  da  überdies  der  Punkt  p  auf  der  Geraden  V  willkürlich 
aagenommen  wurde,  so  folgt,  dass  V  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  in 
der  Winkelhalbierenden  Ebene  H  liegen  müsse.  Dasselbe  gilt  von  jed^ 
auderen  Geraden,  welche  durch  irgend  einen  Punkt  der  Schnittlinie  s  geht, 
und  mit  E  und  e  gleiche  Winkel  einschließt.  Da  aber  auch  eine  Ebene 
existiert,  welche  den  zweiten  (Neben-)  Winkel  der  Ebenen  E  und  e 
halbiert,  so  gelangt  man  zu  dem  Satze: 

39.  y^Alle  Geraden  ^  welche  mit  ewei  gegebenen  Ebenen  gleiche 
Witikd  einschließen^  sind  eu  der  einen  oder  der  anderen  der  beiden 
Winkelhalbierebenen  dieser  Ebenen  parallel.^ 

Auf  Grund  dieses  Satzes  müssen  somit,  wie  leicht  einzusehen  ist, 
die  Fluchtpunkte  aller  Geraden,  welche  mit  den  Ebenen  EiE^  und 
/»6  ee  (Taf.  IX,  Fig.  106)  gleiche  Winkel  einschließen ,  in  den  Flucht- 
tracen  jener  Ebenen  liegen,  welche  die  Winkel  zwischen  den  beiden 
Flnchtebenen  (C,  E„  und  Gy  e„)  halbieren. 

Um  die  genannten  Tracen  zu  bestimmen,  construieren  wir  auf 
bekannte  Weise  den  umgelegten  Neigungswinkel  v^CqV^  =  N  von 
E  und  e,  und  halbieren  denselben  durch  die  Geraden  q)CQ  und  ^C^. 

Diese  Geraden  ^O^  und  ^C^  werden  (selbstverständlich  nach 
ihrer  Zurückdrehung  in  den  Baum)  den  verlangten  Winkelhalbierebenen 
angehören,  während  die  Punkte  tp  und  ^,  in  welchen  obgenannte  Ge- 
raden die  Trace  S,  der  Ebene  des  Neigungswinkels  schneiden,  bereits 
Punkte  der  Fluchttracen  Jf',,  und  M'\  der  Winkelhalbierenden  Ebenen 
sind,  welche,  wie  an  und  für  sich  klar,  unmittelbar  auch  durch  den 
Fluchtpunkt  v  der  Schnittlinie  von  (C,  E„)  und  ((7,  e^)  gehen  müssen. 
Besagte  Fluchttracen  werden  demnach  durch  die  Yerbindungsgeraden 
vq>  und  vtl}  oder  beziehungsweise  durch  M^^  und  Jf' «  repräsentiert 
erscheinen. 

In  diesen  Fluchttracen  Jf' » und  Jtf"»  liegen,  auf  Grund  der  vorher- 
gegangenen Betrachtungen,  die  Fluchtpunkte  sämmtlicher  Geraden, 
welche  mit  den  Ebenen   Ei,E„  und  etCc  gleiche  Winkel  einschließen. 

Berücksichtigen  wir  nun^  dass  die  Fluchtpunkte  aller  Geraden, 
welche  mit  der  Bildebene  einen  bestimmten  Winkel  a  einschließen, 
auf  dem  diesem  Winkel  a  entsprechenden  Fluchtkreise  Ka  liegen,  so 
haben  wir  bloß  im  Schnitte  dieses  Kreises  Ka  mit  A[\  und  M'U  di& 
vier  Fluchtpunkte  /*, ,  /, ,  f^  und  f^  festzustellen ,  um  die  gesuchten 
lUchtangen  dargestellt  zu  erhalten. 
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§.120. 

56.  Aufgabe.  Durcli  eine  gegebene  Gerade  ist  eine  Ebene  zu 
ffibren,  welche  mit  zwei  gegebenen  Ebenen  gleiche  Winkel  ein- 
schließt. 

Die  beiden  gegebenen  Ebenen  seien  E  und  e  (Taf.  IX,  Fig.  107). 
Denken  wir  uns,  als  Vorbereitung  für  die  Lösung  des  vorliegenden 
Problemes,  von  einem  Punkte  p^  den  wir  überdies  der  Einfachheit 
halber  in  der  Schnittlinie  s  von  E  und  e  annehmen  wollen,  auf  E 
und  e  die  Perpendikel  p  0  und  p  o  gefällt. 

Schließt  nun  irgend  eine  Ebene  mit  den  Ebenen  E  und  e 
gleiche  Winkel  ein,  die  wir  mit  a  bezeichnen  wollen,  so  wird  die- 
selbe auch  mit  den  zu  diesen  Ebenen  *E  und  e  senkrechten  Geraden 
p  0  und  p  0  gleiche  Winkel  von  dem  Zahlwerte  (90^  —  a)  bilden, 
und  daher  zu  einer  der  Halbierungslinien  (i^  fi,  oder  fi,  ^^  des  Winkels 
Opo  parallel  sein. 

Betrachten  wir  die  eine  dieser  Halbierungslinien,  etwa  ^ft,  so 
liegt  dieselbe  in  der  einen  Halbierebene  des  Ebenenwinkels  (E,  e),  und 
steht  auf  der  Schnittlinie  s  der  Ebenen  E  und  e  senkiecht^  während 
sich  die  andere  pfi^  in  der  zweiten  Halbierebene  vorfindet,  jedoch  so- 
wie die  erstere  auf  der  Schnittlinie  s  senkrecht  stehen  wird.  Hieraus 
folgt  unmittelbar,  dass  die  Geraden  p^^  und  p(i^  auf  den  Halbier^ 
ebenen  des  Winkels  {E,  e)  senkrecht  stehen  müssen. 

Wenn  wir  nun  annehmen,  der  Punkt  p  falle  mrt  dem  Projec- 
tionscentrum  C  zusammen,  so  übergehen  die  Ebenen  E  und  e  in  die 
denselben  entsprechenden  Fluchtebenen  (E,  G)  und  (e,  C),  und  die 
Geraden  pyi,^  und  pia^  vdl  die  Fluchstrablen  der  zu  ihren  Halbierebenen 
normalen  Geraden.  Diese  Ergebnisse  zusammengefasst ,  können  wir 
folgende  Sätze  aufstellen. 

40.  j^Alle  Ebenen^  welche  mit  ewei  gegebenen  Ebenen  gleiche 
Winkel  einschließen,  sind  zu  den  Geraden,  welche  auf  den  Halbier- 
ebenen dieser  Ebenen  senkrecht  stehen,  parallel,  oder  jede  Ebene^ 
welche  auf  der  einen  oder  der  anderen  Halbierebene  senkrecht  steht, 
ist  gegen  die  beiden  Ebenen  gleicJigeneigt,^ 

41.  y^Bie  Fluchttra4:en  aller  Ebenen,  welche  mit  zwei  Ebenen 
gleiche  Winkel  einschließen^  gehen  durch  den  einen  oder  den  andereth 
der  Normdienfluchtpunkte  der  Winkelhalbierebenen  dieser  Ebenen."' 

§.  121. 

Um  die  gestellte  Aufgabe  constructiv  durchzuführen,  setzen  wir 
voraas  y  es  seien  Ep  und  e,  (Taf.  IX;  Fig.  108)  die  Fluchttracen  der 
gegebenen  Ebenen  und  11  die  gegebene  Gerade. 
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Es  wurde  nacbgewieseD,  dass  die  Geraden  p^i^  und  pii^^  in  den 
beiden  Winkelbalbierebenen  von  E  und  e  liegen,  auf  der  Schnitt« 
linie  s  der  beiden  Ebenen  E  und  e  senkrecht  stehen,  und  mithin 
identisch  mit  jenen  Geraden  sind,  die  den  Neigungswinkel  der  Ebenen 
E  und  e,  welcher  seinen  Scheitel  in  p  hat,  halbieren. 

Wir  bestimmen  demnach  den  umgelegten  Neigungswinkel  der 
Ebenen  E^  und  e,  in  v^  G^  v^  und  halbieren  denselben  durch  die  Gera- 
den C^  V\  und  Cq  F'V  ;  die  Fluchtpunkte  V'^  und  F"^  sind  sodann 
die  Schnittpunkte  dieser  Winkelhalbierenden  mit  der  Fluchttrace  Sv, 
der  Ebene  des  Neigungswinkels  von  E  und  e  und  repräsentiren  die 
Xormalenfluchtpunkte  für  die  Winkelhalbierebenen  der  Ebenen  E^ 
und  e^. 

Die  Fluchttracen  aller  Ebenen,  welche  gegen  die  Ebenen  E^  und  a« 
gleich  geneigt  sind,  mössen  durch  die  Fluchtpunkte  7'^  und  F^,t 
gehen.  Sollen  nun  die  besagten  Ebenen  gleichzeitig  auch  durch  die 
gegebene  Gerade  dv  gehen,  so  ergeben  sich  deren  Fluchttracen  E'v  und 
E'\  als  Verbindungslinien  des  Punktes  v  mit  den  Punkten  F^  nnd 
F'g,  und  ihre  Bildflächtracen  E'^  und  E**i  werden  erhalten,  wenn 
man  durch  d  beziehungsweise  zu  E\  und  E*\  Parallele  zieht. 

§•  122. 

Handelt  es  sich  weiters  noch    darum,   die  Eigenschaften  jener 

Geraden  zu  finden,  welche  mit  zwei  gegebenen  Geraden  gleiche  Winkel 

einschließen,   so   wird   man   durch  Betrachtungen,    welche  den  eben 

besprochenen  analog  sind,  zur  Aufstellung  folgender  Sätze  gelangen: 

42.  jjDie  Geraden,  welche  mit  ewei  gegebenen  Geraden  gleiche 
Winkel  einschließen,  sind  zu  jenen  Ebenen  parallel^  welche  auf  den 
Winkelhaibierenden  der  gegebenen  Geraden  senkrecht  stehen.^ 

43,  j^Die  Fluchtpunkte  aller  Geraden,  welche  mit  zwei  gegebenen 
Geraden  gleiche  Winkel  einschließen,  liegen  in  den  Normalenflucht' 
iracen  der  Winkelhalbierenden  der  Fluchtstrahlen  jener  beiden 
Geraden.^ 

Auf  Grund  dieser  Sätze  wollen  wir  beispielsweise  folgendes 
Problem  lösen  und  durchführen. 

§.   123. 

57.  Aufgabe.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  ist  eine  Gerade  zu 
ziehen,  welche  mit  dem  Träger  dieses  Punktes  und  einer  zweiten 
gegebenen  Geraden  gleiche  Winkel  einschließt,  und  die  letztere 
Gerade  schneidet. 

Sei  d^v^  (Taf.  IX,  Fig.  109)  der  Träger  des  Punktes  a,  und 
d,  v^  die  gegebene  Gerade.  Indem  wir  uns  auf  vorausgeschickte  ErOr- 
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teruDgen  berufen,  halbieren  wir  (in  der  ümlegung)  den  Winkel  v^C^v^ 
der  Fluchtstrahlen  C^t;^  und  G^v^^  durch  die  Geraden  C^ipi  und  C^(p^f 
deren  Fluchtpunkte  sich  in  (pi  und  g>^  ergeben,  und  construieren  die 
zugehörigen  Normalenfluchttracen  M\  und  Jf'^,  welche  als  solche 
(Satz  43)  selbstverständlich  auch  den  Fluchtpunkt  der  gesuchten  Ge- 
raden enthalten. 

Wir  haben  somit  bloß  eine  Gerade  DF  zu  bestimmen,  welche 
durch  den  Punkt  a  geht,  die  Gerade  d^v^  schneidet  und  beziehungs- 
weise zur  Ebene  M\  oder  M^'^  parallel  ist,  welcher  Anforderung 
(Aufgabe  9)  Rechnung  getragen  wird,  wenn  man  durch  a  eine  Ebene 
M\  -M't  parallel  zur  Fluchtebene  M\  oder  eine  Ebene  M^'t  M*\  parallel 
zu  Jf «  legt,  und  den  Schnittpunkt  h^  resp.  b^  der  einen  oder  anderen 
der  genannten  Ebenen  mit  der  Geraden  d^v^,  mit  dem  gegebenen 
Punkte  a  verbindet.  Die  Hauptpunkte  D,,  V^  resp.  D^,  V^  liegen 
offenbar  in  den  diesbezüglichen  Tracen  Jtf't,  M\  und  Jf'ft,  3I\. 

§.  124. 
Aufgaben  fiber  die  Drehung  von  Paukten,  Geraden  and  Ebenen. 

Gelegentlich  der  über  die  Umlegung  angestellten  Betrachtungen 
wurde  bereits  nachgewiesen,  dass  ein  Punkt  bei  seiner  Drehung  um 
eine  Gerade  einen  Kreis,  resp.  Kreisbogen,  beschreibt,  dessen  Ebene  die 
durch  den  Punkt  gehende  Normalebene  zur  Drehungsachse  ist,  dessen 
Mittelpunkt  der  Schnittpunkt  der  Drehungsachse  mit  der  genannten 
Drehebene,  und  dessen  Badius  der  Abstand  des  zu  drehenden  Punktes 
von  der  Drehungsachse  oder  mit  anderen  Worten,  der  besagte  Abstand 
vom  Drehungsmittelpunkte  ist. 

Eine  Gerade  wird  um  eine  zweite  gleichfalls  gegebene  Gerade 
gedreht,  wenn  zwei  ihrer  Punkte,  und  eine  Ebene,  wenn  drei  ihrer 
Punkte  um  den  nämlichen  Winkel  gedreht  werden,  etc.  Behufs  ent- 
sprechender Klarlegung  dürfte  es  zweckmäßig  erscheinen,  auch  in 
Bezug  auf  die  ^Drehung^  einige  Aufgaben  graphisch  durchzuführen. 

§.  125. 

58.  Aufgabe.  Ein  Punkt  ist  um  eine  Gerade  so  lange  zu  drehen, 
bis  er  in  eine  gegebene  Ebene  fällt;  femer  ist  die  wahre  Größe  des 
spitzen  (kleineren)  Drehungs winkeis,  sowie  die  Centralprojection  des 
gedrehten  Punktes  zu  bestimmen. 

Sei  dv  (Taf.  IX,  Fig.  110)  die  gegebene  Drehungsachse,  Eh  Et  die 
gegebene  Ebene  und  a  der  auf  dem  Träger  d^  v^  gegebene  zu  drehende 
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Punkt  Zunächst  wird  mau  die  Drehebene,  d.  i.  die  durch  a  gehende 
Normalebene  jD^D«  in  Bezug  auf  die  Gerade  dv  ermitteln. 

Der  Drehungsmittelpunkt  ist  der  Schnittpunkt  o  dieser  Ebene  mit 
der  Drehungsachse  dv.  Ist  nun  E^E^  die  gegebene  Ebene,  in  welche  der 
Funkt  a  hineingedreht  werden  soll,  so  muss  letzterer,  da  er  bei  der 
Drehung  in  der  Ebene  D^A  verbleibt  und  in  die  Ebene  EiE^  zu 
gelangen  hat,  in  die  Schnittlinie  s^  oder  fpS  dieser  beiden  Ebenen  fallen. 

Um  nun  die  verlangte  Drehung  bewerkstelligen  zu  können,  legen 
wir  die  Punkte  a  und  o  sowie  die  Schnittgerade  sj  um  D^  in  die 
Bildebene  nach  a^,  o^  und  s^  um.  Die  Strecke  a^o^  ist  somit  die  wahre 
Größe  des  Drehungsradius.  Beschreibt  man  demnach  aus  o^  als  Mittel- 
punkt mit  dem  Halbmesser  o^a^  einen  durch  %  gehenden  Kreis  K^^ 
so  repräsentiert  dieser  den  umgelegten  Drehungskreis.  Letztere  wird 
Ton  der  Schnittgeraden  s^  in  zwei  Punkten  a*^  und  a**^  getroffen,  welche 
die  umgelegten  Lagen  des  in  die  Ebene  E  gedrehten  Punktes  a  dar- 
stellen. 

Der  Aufgabe  gemäß  berücksichtigen  wir  bloß  den  Punkt  a*^, 
welcher  dem  spitzen  Drehungswinkel  a^^o^a^  entspricht,  und  bestimmen 
auf  bekannte  Weise  die  Gentralprojection  a^  desselben.  Durch  aoa^  ist 
sodann  die  Gentralprojection  des  Drehungs winkeis,  durch  a^o^a'^  dessen 
wahre  Größe  und  durch  a^  die  Gentralprojection  des  Punktes  a  nach 
vollfuhrter  Drehung  dargestellt. 

Ist  der  Drehungsradius  des  Punktes  a  kleiner  als  der  Abstand 
des  Drehmittelpnnktes  o  von  der  Schnittgeraden  8,  wird  also  die  letzt- 
genannte Gerade  von  dem  Drehkreise  K  nicht  geschnitten,  so  lässt  die 
gestellte  Aufgabe  selbstverständlich  keine  re eile a  Lösungen  zu. 

§.  126. 

59.  Auf  gäbe.  In  einer  Ebene  E^E^  (Tat  IX,  Fig.  111)  ist  ein 
Dreieck  ahc  gegeben;  dasselbe  soll  um  eine  seiner  Seiten,  etwa  um 
a  h,  80  lange  gedreht  werden,  bis  es  perspectivlsch  als  gleichschenklig 
erseheint,  die  Selten  bc  und  ac  also  einander  gleich  werden.  Die 
wahre  Größe  des  Drehungswinkels,  sowie  die  Ebene  des  gedrehten 
Dreieckes  sind  zu  bestimmen. 

Die  Gerade  ab  resp.  dv  stellt  in  diesem  Falle  die  Drehungsachse 
vor.  Die  Punkte  a  und  &,  welche  der  Drehachse  angehören,  beschreiben 
8<»nit  bei  der  Drehung  Kreise  mit  dem  Radius  0  (Null),  bleiben  also 
ungeändert;  es  ist  demnach  bloß  die  Drehung  des  dritten  Eckpunktes 
c  des  Dreieckes  abc  z\x  voUfQhren. 
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Da  das  bezeichnete  Dreieck  nach  der  Drehung  als  ein  gleich- 
schenkliges erscheinen  soll,  muss  die  Centralprojection  &  des  dritten 
Eckpunktes  in  jene  Gerade  Th^v  fallen,  welche  die  Strecke  ah  hal- 
biert und  auf  ah  senkrecht  steht;  der  Punkt  o  im  fiaum  muss  daher 
bei  der  Drehung  in  die  centralprojicierende  Ebene,  deren  Trace  Fh  ist, 
gelangen.  Hiemit  ist  die  vorliegende  Aufgabe  auf  die  vorhergehende  zu- 
rückgeführt, indem  nunmehr  der  Punkt  c  um  a&  bloß  so  lange  zu 
drehen  ist,  bis  er  in  die  projicierende  Ebene  Th  fällt 

Wir  bestimmen  also  die  Drehungsebene  AD»  des  Punktes  c, 
und  den  Drehungsmittel punkt,  d.  h.  den  Schnittpunkt  o  von  D5  Ti%  mit 
der  Drehungsachse  ah  =  dv^  sowie  endlich  die  Schnittlinie  s^  der  Ebenen 
DbDv  und  PbPvi  und  legen  hierauf  c,  0  und  dg)  umßb  nach  o^,  o^  und 
$0  um. 

Beschreibt  man  nun  aus  dem  Punkte  o^  als  Mittelpunkt  und 
OqCq  als  Halbmesser  einen  Ereis  iT^,  welcher  s^  in  c'^  und  c^'^  trifft, 
so  sind  die  Projectionen  c*  und  c"  dieser  Punkte  die  gesuchten  Scheitel 
der  gleichschenkligen  Dreiecke. 

Betrachten  wir  bloß  den  einen  Fall  mit  &  als  Dreiecksscheitel, 
so  ist  die  wahre  Größe  des  Winkels,  um  welchen  das  Dreieck  ahc 
gedreht  wurde,  in  der  Umlegung  durch  c'0^0^0  repräsentiert. 

Es  erübrigt  noch,  die  Ebene  des  Dreieckes  ahc  nach  der  Drehung 
zu  bestimmen.  Dieselbe  muss  selbstverständlich  durch  die  Gerade  ab, 
resp.  dv  und  durch  den  gedrehten  Dreieckspunkt  c*  gehen.  Der  letztere 
ist  centralprojectivisch  auf  dem  Träger  d  q>  gegeben.  Wir  ziehen  daher 
durch  c'  die  Parallele  v&  zu  dv  und  bestimmen  deren  Durchstoß- 
punkt  d^  mittelst  der  durch  vc'  und  dtp  gelegten  Hilfsebenen  %«%». 
Die  Ebene  E'^E't,  welche  durch  dv  und  d^v  geht,  ist  sodann  die 
gesuchte  Ebene  des  Dreieckes  ahc\ 

§.  127. 

60.  Aufgabe.  In  einer  gegebenen  Ebene  ist  ein  Punkt  aufzu- 
suchen, welcher  von  zwei  gegebenen  Funkten  im  Räume  bestimmte 
Abstände  besitzt. 

Die  Aufgabe  kann  auf  mehrfache  Weise  gelöst  und  durchgeführt 
werden. 

Erste  Lösungsart.  Vermittelst  Drehung.  Denken  wir 
uns  die  beiden  gegebenen  Punkte  a  und  h  (Taf.  X,  Fig.  112) 
durch  eine  Gerade  verbunden,  und  über  ah  ein  Dreieck 
amh  construiert,  dessen  Seiten  am  und  hm^  beziehungsweise  den 
gegebenen  Abständen  s  und  e^  gleich  sind.  Drehen  wir  den  Eck- 
punkt m   dieses  Dreieckes   um   ab  so  lange,   bis  er  in  die  gegebene 
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Ebene  E  fällt,  so  repräsentiert  in  dieser  neuen  Lage  m'  den  gesuchten 
Punkt.  Der  Badius  des  Drehungskreises  K  für  den  Punkt  m  ist  die 
Höhe  mo  des  Dreieckes  abm^  während  der  Drehungsmittelpunkt  o 
durch  den  Fußpunkt  o  dieser  Höhe  bestimmt  wird. 

Um  das  vorgelegte  Problem  graphisch  durchzuführen,  nehmen 
wir  an  c2t7  (Taf.  X,  Fig.  113)  sei  die  gerade  Verbindungslinie  der 
Punkte  a  und  hj  EhE^  sei  die  gegebene  Ebene  und  e^  und  s^  seien 
die  gegebenen  Abstände. 

Vermittelst  des  Theilungspunktes  T  bestimmen  wir  die  wahre 
Länge  der  Strecke  a&in  a^b,  und  bilden  Qber  a^b,  ein  Dreieck  a^b,  m,, 
dessen  Seiten  a,  m^  und  l^  ^i  ^^^  gegebenen  Strecken  s^  und  e^  gleich 
sind.  Die  Höhe  dieses  Dreieckes  wird  durch  m^o,  repräsentiert. 

Projicieren  wir  den  Punkt  o^  mittelst  des  Theilungspunktes  T 
in  die  Qerade  dv^  so  erhalten  wir  auf  Grund  der  (Taf.  X,  Fig.  112) 
angestellten  Betrachtungen  in  o  den  Drehungsmittelpunkt  für  m  im 
Baume. 

Construieren  wir  weiters  die  Drehebene  oder  mit  anderen  Worten,  die 
durch  den  Punkt  0  der  Drehungsachse  dv  gehende  Normalebene  DbDvf 
so  wird  in  dieser  Ebene  sowohl,  als  auch  in  der  gegebenen  Ebene 
EbE^^  daher  in  der  den  beiden  Ebenen  gemeinscbaftlichen  Geraden 
dq>  der  gesuchte  Punkt  m*  liegen  müssen.  Nachdem  m'  aber  auch 
auf  dem  mit  dem  Badius  r=0|m,  beschriebenen  Drehkreise  K  sich 
befindet;  wird  der  bezeichnete  Punkt  im  Schnitte  dieses  letztgenannten 
Kreises  K  mit  den  Geraden  d^^  zu  suchen  sein. 

Um  die  Schnittpunkte  von  K  mit  dtp  zu  bestimmen,  denken 
wir  uns  sowohl  S  %  als  auch  den  Mittelpunkt  o  von  K  um  Dt  nach 
$0  und  Oq  in  die  Bildebene  umgelegt,  und  aus  o^  als  Mittelpunkt  den 
Kreis  K^  mit  dem  Badius  o^m^  beschrieben,  welch'  letzterer  die 
Gerade  s^  beziehungsweise  in  m  ^  und  m''^  trifft.  Diese  Punkte  zurück- 
geführt, geben  die  Gentralprojectionen  jener  beiden  Punkte  m'  und  m'\ 
welche  den  Bedingungen  der  gestellten  Aufgabe  entsprechen. 

§.  128. 
Zweite  LOsungsart  desselben  Problemes.  Denken  wir 
uns  von  dem  Punkte  a  (Taf.  X,  Fig.  114)  auf  die  Ebene  E  die 
Senkrechte  ao^  gefällt,  und  aus  dem  Punkte  o^  als  Mittelpunkt  einen 
Kreis  JT,  beschrieben,  dessen  Badius  r,  die  Kathete  eines  rechtwink- 
ligen Dreieckes  ist,  in  welchem  die  zweite  Kathete  durch  den  Ab- 
stand aO|  des  Punktes  a  von  E,  und  die  Hypotenuse  durch  die 
gegebene  Strecke  e^  dargestellt  ist,  so  sind  alle  Punkte  dieses 
Kreises  vom  Punkte  a  um  die  Strecke  e^  entfernt.  (Siehe  Auf- 
gabe 47.)    Construiert    man  auch    fQr  den  Punkt  b  unter  Zuziehung 
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der  Strecke  a^  eiuen  analogen  Kreis  £{,  so  stellen  die  Schnitt- 
punkte m'  und  m**  dieser  beiden  Ereise  K^  und  K^  diejenigen  Punkte 
dar,  welche  von  a  und  h  die  bezüglichen  Entfernungen  b^  und  a^ 
besitzen. 

Ist  demnach  Vd  (Taf.  X,  Fig.  115)  die  Verbindungslinie  der 
beiden  gegebenen  Punkte  a  und  h  oder  deren  gemeinschaftlicher 
Träger  und  Eh  E^  die  gegebene  Ebene,  so  werden  wir,  der  bereits 
vorausgeschickten  Lösung  entsprechend,  von  a  und  h  mit  Zuhilfenahme 
TOn  Va  die  Perpendikel  v,  a  und  v,  6  auf  die  Ebene  Ei  E^  fällen, 
deren  Fußpunkte  o,  und  o,  auf  bekannte  Weise  feststellen  und  die 
60  gefundenen  Abstände  ao,  und  ho^  ihrer  wahren  Länge  nach  mittelst 
des  Theilungspunktes  T  durch  a'o\  und  h'o\  bestimmen. 

Verzeichnet  man  nun  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  beziehungs- 
weise über  a'o\  und  ^'o^  als  Katheten,  deren  Hypotenusen  a'fi,  und 
i>2  den  gegebenen  Strecken  £,  und  b^  gleich  sind;  legt  man  ferner 
die  Fußpunkte  o^  und  o^  der  Normalen  zur  Ebene  E  um  Eh  in  die 
Bildebene  nach  o^^  und  o\  um,  und  beschreibt  man  aus  den  eben 
genannten  Paukten  o^^  und  o\  mit  den  aus  den  beiden  Dreiecken 
a*o\ii^  und  ft'o'jfij  abgeleiteten  Katheten  r,  =  o',  ft^  und  r^:=o*^iiL^ 
die  Kreise  K^q  und  K^^,  so  werden  sich  diese  im  allgemeinen  in 
2wei  Punkten  m\  und  m"^  schneiden,  welche  durch  Zurückführung 
die  Centralprojectionen  m*  und  m"  jener  Punkte  liefern,  die  den  durch 
die  Aufgabe  gestellten  Bedingungen  genügen. 

§.  129. 

61.  Aufgabe.  Eine  Gerade  ist  um  eine  zweite  Gerade  um  einen 
l)estimmten  Winkel  zu  drehen. 

Da  eine  Gerade  als  ein  unveränderliches  System  von  Punkten 
angesehen  werden  kann,  so  ist  klar,  dass  bei  einer  Drehung  derselben 
um  eine  zweite  Gerade  alle  Punkte  der  zu  drehenden  Geraden  Kreis- 
bögen durchlaufen  werden,  welchen  die  gleichen  Mittelpunktswinkel 
entsprechen.  Es  wird  daher,  um  die  obige  Aufgabe  allgemein  zu 
lösen,  genügen,  zwei  beliebige  Punkte  der  Geraden  um  die  zweite 
Gerade  um  den  bestimmten  Winkel  zu  drehen,  und  diese  Punkte 
nach  voUführter  Drehung  mit  einander  zu  verbinden. 

Wird  die  Drehungsachse  von  der  zu  drehenden  Geraden  in  einem 
Punkte  geschnitten,  so  bleibt  dieser  Punkt  bei  der  Drehung  selbst- 
verständlich unverändert,  und  man  hat  dann  bloß  die  Drehung  eines 
einzigen  Punktes  der  Geraden  zu  vollziehen  und  diesen  nach  der  voll- 
brachten Drehung  mit  dem  genannten  Schnittpunkte  zu  verbinden. 
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§.  130. 

62.  Aufgäbe.  Eine  Gerade  ist  um  eine  zweite,  die  erstere  scliiiei* 
dende  Gerade  so  lange  zu  drehen,  bis  sie  zn  einer  gegebenen  Ebene 
parallel  wird. 

Sei  beispielsweise  dv  die  Drehungsachse^  d^i\  die  zu  drehende 
Gerade,  welche  die  erstere  (dv)  im  Punkte  p  schneidet,  und  EbE,,  die 
gegebene  Ebene. 

Der  Funkt  p  bleibt,  der  getroffenen  Annahme  gemäß,  während  der 
Drehung  ungeändert  und  wird  daher  sowohl  der  zu  drehenden  als  auch 
der  gedrehten  Geraden  angehören.  Nachdem  aber  die  gedrehte  Gerade 
parallel  zur  Ebene  Et,Eb  sein  soll,  so  muss  sie  auch  in  jeher  Ebene  EpE'br 
liegen ,  welche  durch  den  Punkt  p  parallel  zur  Ebene  Eö  E,  gefuhrt 
werden  kann.  Auf  Grund  dieser  Voraussetzungen  hat  man  demnach  nichts 
anderes  zu  thun,  als  auf  bereits  besprochene  Weise  (Aufgabe  58)  einen 
beliebigen  Punkt  a  der  Geraden  d^v^  so  lange  zu  drehen,  bis  er  m 
die  Ebene  EcE*b  fällt.  Die  Verbindungsgerade  des  gedrehten  Punktes  a, 
mit  p  liefert  sodann  das  der  gestellten  Aufgabe  entsprechende  Re- 
sultat. 

Genau  so  wie  man  die  Drehung  einer  Geraden  durch  die  Drehung 
zweier  ihrer  Punkte  vollzieht,  kann  auch  die  Drehung  einer 
Ebene  graphisch  durch  die  Drehung  dreier  ihrer  Punkte  oder,  waa 
gleichbedeutend  ist,  durch  die  Drehung  eines  ihrer  Punkte 
und  einer  in  ihr  liegenden  Geraden  bewerkstelligt  werden. 

Der  Punkt  j7,  in  welchem  die  zu  drehende  Ebene  E  die  Drehungs- 
achse JJ  (Taf.  X,  Fig.  IIG)  schneidet,  bleibt  bei  der  Drehung  un- 
verändert ^  wird  also  auch  der  gedrehten  Ebene  in  jeder  ihrer  Lagen 
angehören. 

Was  die  in  der  Ebene  E  liegende  Gerade  betrifft,  mit  deren  Zu- 
hilfenahme die  Drehung  der  Ebene  E  bewerkstelligt  werden  soll,  sei 
bemerkt,  dass,  nachdem  dieselbe  ganz  beliebig  angenommen  werden 
kann,  wir  diese  zweckmäßig  so  wählen  können,  dass  die  nachher  durch- 
zufahrenden Constructionen  eine  möglichst  einfache  Gestalt  annehmen. 

Zu  diesem  Behufe  fähren  wir  an  willkQrlicher  Stelle  der 
Drehachse  ^J  eine  Normalebene  D  zu  derselben  und  bestimmen  deren 
Schnittlinie  t  mit  der  zu  drehenden  Ebene  E.  Wird  diese  Gerade  t 
Mm  jdjd  gedreht,  so  tangiert  sie  in  allen  ihren  Lagen  einen  und  den- 
selben in  der  Ebene  D  liegenden  Kreis  K^  dessen  Mittelpunkt  o* 
der  Schnittpunkt  von  D  und  ^^,  und  dessen  Badius  E  der  Abstand 
des  Punktes  o  von  der  Geraden  t  ist. 

Bezeichnen  wir  den  Berührungspunkt  des  Kreises  K  mit  der  Ge- 
raden t,  mit  r  und  ziehen  wir  die  Gerade  pr^  so  stellt  ro  offenbar  di& 
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orthogonale  Projection  der  Geraden  jpr  auf  die  Ebene  D  und  pro 
der  Neigungswinkel  N  der  beiden  Ebenen  E  und  D  dar.  Dasselbe  gilt 
von  jeder  anderen  Lage  (p,  V)  der  gedrehten  Ebene  E  und  da 
^omii  pro  \mApr*o  congruente  rechtwinkelige  Dreiecke  sind,  so  ist 
anleuchtend,  dass  die  Ebene  £  den  Neigungskegel  {p,K)  während 
ihrer  Drehung  stets  berühren  wird.  Besagte  Eigenschaft  könnte  man 
auch  daraus  folgern,  dass  die  relative  Lage  der  Ebene  E  gegen  die 
Drehungsachse  ^,  oder,  was  dasselbe  ist,  ihr  Neigungswinkel  gegen  die 
letztere  während  der  Drehung  ungeändert  bleibt. 

Vorstehende  Betrachtungen  wollen  wir  bei  Lösung  der  folgenden 
Aufgabe  sogleich  verwerthen. 

§.  131. 

63.  Aufgäbe.  Eine  Ebene  ist  um  eine  Gerade  so  lange  zu 
drehen,  bis  sie  zu  einer  gegebenen  Geraden  parallel  wird. 

In  Taf.  X,  Fig.  117  ist  die  Drehungsachse  durch  dv^  die  zu 
drehende  Ebene  durch  ihre  Tracen  E^Eb  und  die  gegebene  Gerade 
durch  djV,  dargestellt. 

Wir  bestimmen  zunächst  den  während  der  zu  vollziehenden 
Drehung  unverändert  bleibenden  Schnittpunkt  p  der  Ebene  E  mit  der 
Drehungsachse  dv.  Da  die  Ebene  E  in  ihrer  neuen  Lage  zur  Geraden 
d^v^  parallel  sein  soll,  wird  sie  auch  eine  Gerade  d\v^  enthalten 
müssen,  welche  durch  p  geführt,  zur  Geraden  dj  v^  parallel  läuft. 

Denken  wir  uns  an  beliebiger  Stelle  die  Drehebene  A  D„ 
<ionstruiert  und  den  Schnitt  <^  derselben  mit  der  Ebene  Eh  E^^  sowie 
den  Schnittpunkt  ^  niit  der  Geraden  d\  v^  und  jenen  o  mit  dv  be- 
stimmt, so  wird  die  Gerade  t  wm  dv  offenbar  so  lange  zu  drehen  sein, 
bis  sie  durch  den  Punkt  q  geht. 

Denn,  nennen  wir  die  Schnittgerade  t  in  dieser  Lage  ^',  so  be- 
stimmt dieselbe  in  Gemeinschaft  mit  p  die  gedrehte  Ebene ,  welche, 
da  sie  die  Punkte^  und  g,  also  die  Gerade  d\v^  enthält,  der  Auf- 
gabe entspricht. 

Nach  dieser  Auseinandersetzung  haben  wir  demnach  behufs  Er- 
reichung oben  angegebenen  Zweckes  bloß  durch  den  Punkt  q  an  den 
der  Geraden  t^  entsprechenden  Drehungskreis  K  eine  Tangente  zu 
ziehen. 

Behufs  graphischer  Durchführung  des  Gesagten  legen  wir  q,  o  und  t^ 
um  JDh  nach  q^y  o^  und  t^  in  die  Bildebene  um,  zeichnen  sodann  aus 
Oq  als  Mittelpunkt  den  die  Gerade  t^  berührenden  Drehungskreis  K^ 
und  ziehen  an  denselben  die  beiden  Tangenten  ^'^  und  t\. 
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Jene  Winkel,  welche  die  Berührungsradien  der  Tangenten  t^ 
und  t\  oder  t^  und  t%  bilden,  sind  die  beiden  der  vorliegenden  Auf- 
gabe entsprechenden  Drehungswinkel  in  ihrer  wahren  Größe. 

Fähren  wir  weiters  die  Geraden  t\  und  t\  nach  d'v'  oder  t^  und 
d^v^  oder  t^  zurück,  so  erhalten  wir  diejenigen  Geraden  centralprojec- 
tinsch  dargestellt ,  welche  in  Verbindung  mit  p  die  beiden  der  Auf- 
gabe entsprechenden  Ebenen  E'  und  E'*  bestimmen. 

Die  Bildfläch tracen  dieser  Ebenen  sind  selbstverständlich  die 
Verbindungslinien  d^  d\  und  d^d\^  während  die  zugehörigen  Flucht- 
tracen  durch  die  Geraden  v^v^  und  v^v^  dargestellt  werden. 

§.  132. 

6'i.  Aufgabe.  Zwei  Ebenen  E\E\  und  E\E\  sind  als  Lagen 
einer  und  derselben  Ebene,  welche  um  eine  zu  einer  dritten  Ebene  e 
parallelen,  jedoch  unbekannten  Drehungsachse  gedreht  wurde,  gegeben ; 
es  ist  die  Größe  des  Drehungswinkels  und  die  Drehungsachse,  welche 
durch  einen  gegebenen  Punkt  der  Schnittlinie  von  E^  und  E^  gehen 
soll,  ihrer  Lage  nach  zu  ermitteln. 

Vorher  wurde  nachgewiesen,  dass  die  Drehungsachse  mit  der  ge- 
drehten Ebene  in  jeder  Lage  der  letzteren  gleiche  Winkel  einschließt; 
dieselbe  muss  daher  auch  gegen  die  Ebene  E^  und  E^  gleich  geneigt 
sein,  also  (Satz  39)  zu  einer  der  beiden  Winkelhalbierebenen 
der  Ebenen  E^  und  E^  parallel  sein. 

Weiters  ist  uns  aber  auch  bereits  bekannt,  dass  alle  Lagen  der 
gedrehten  Ebene  einen  und  denselben  Punkt  der  Drehungsachse  gemein 
haben,  woraus  gefolgert  werden  kann,  dass  dieser  Punkt  auch  je  zwei 
Lagen  der  Ebene  entsprechen,  also  in  der  Schnittgeraden  derselben 
liegen  muss. 

In  dem  vorliegenden  Falle  ist  dieser  Punkt  p  der  zu  suchenden 
Drehungsachse  t;d  in  der  Schnittlinie  d(p  der  beiden  Ebenen  J?'  und  E^ 
unmittelbar  gegeben ;  es  genügt  daher  nicht,  dass  die  Drehungsachse  an 
und  für  sich  bloß  zu  einer  der  Winkelhalbierenden  Ebenen  parallel  sei, 
sondern  sie  muss,  da  einer  ihrer  Punkte  p  in  dieser  Halbierebene  liegt, 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  derselben  angehören. 

Vorliegende  Aufgabe  stellt  ferner  die  Bedingung,  dass  die  Dre- 
hungsachse zu  einer  gegebenen  Ebene  e^et  parallel  sei.  Dieser  Forderung 
gemäß  wird  sich  die  Drehachse  als  Schnitt  der  einen  oder  der  anderen 
Halbierebene  mit  der  durch  p  zu  e^et  parallel  gelegten  Ebene  e^e'b  er- 
geben mflssen. 

Ist  also  das  gegebene  Ebenenpaar  durch  E\E\,  E^^E^^  (Taf.  X, 
Fig.  118)  dargestellt,  und  ist  p  der  in  der  Schnittlinie  ö(p  desselben 
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gegebene  Punkt  der  zu  bestimmenden  Drehungsachse  dv  und  stellt  endlich 
69  die  gegebene  Fluchttrace  dax^  so  werden  wir  auf  Grund  der  gepflo- 
genen Erörterungen  zunächst  die  eine  oder  andere  Halbierebene  der 
Ebenen  E^  und  f  ermitteln.  Letzteres  bewerkstelligen  wir  bekannt- 
lich durch  Halbirnng  des  umgelegten  Neigungswinkels  N=^v^C^v^ 
der  beiden  Ebenen  £'  und  £^.  Verbindet  man  den  Fluchtpunkt  v^ 
der  Halbierungsgeraden  C^v^  mit  tp,  so  repräsentiert  v^q)  oder  Jf^  be- 
reits die  Fluchttrace  der  einen  Halbierebene.  Die  Bildflächtrace  üf» 
dieser  Ebene  geht  selbstverständlich  durch  d  und  wird  erhalten, 
wenn  man  durch  ä  eine  Parallele  Mb  zu  Mc  zieht. 

Bestimmt  man  nun  noch  auf  bekannte  Weise  die  durch  p  zur 
Ebene  e^  parallele  Ebene  e«  e't,  so  erhalten  wir  im  gegenseitigen 
Schnitte  dv  der  beiden  Ebenen  M^M^  und  e^eb  die  gesuchte  Dre- 
hungsachse. 

Um  ferner  noch  den  geforderten  Drehungswinkel  zu  er- 
mitteln, construieren  wir  eine  beliebige  zur  Drehachse  dv  senkrechte 
Ebene  DöDv  und  bestimmen  deren  Schnitt  0  mit  der  Drehungsachse  vd^ 
sowie  Jene  t^  und  t^  mit  den  Ebenen  E^  und  E^.  Es  ist  nun  klar,  dass 
der  Winkel,  mittelst  welchem  die  Gerade  i^  durch  eine  Drehung  um  0 
in  die  Gerade  ^\  überfQbrt  wird,  den  gesuchten  Drehungs Winkel  dar- 
stellt, um  den  letzteren  in  wahrerGröße  zu  erhalten,  legen  wir  0, 
/i,  t^  um  l)b  in  die  Bildebene  nach  Og,  t\^  t\  um  und  Allen  von  0^ 
auf  t\  und  t\  die  Senkrechten  o^r\  und  o^r\. 

Der  Winkel  r^^ö^r^  ist  sodann  der  gesuchte  Drehungs- 
winkel in  wahrer  Größe.  Der  aus  dem  Mittelpunkte  o^  beschrie- 
bene, durch  r^Q  geführte  Kreis  K^  geht  auch  durch  r\  und  berührt 
daher  t^^  in  r'^  und  t\  in  r%.  Diee  geht  auch  aus  dem  Umstände 
hervor,  dass  die  Ebenen  E^  und  E'^  gegen  die  Drehachse  dv,  als6 
auch  die  Geraden  t^  und  i^  gegen  dv  symmetrisch  liegen  und  folglich 
t^  und  t^  von  0  gleich  weit  entfernt  sein  müssen. 
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IV.  Capitel. 

Projectivische   Geometrie. 

§.  133. 
.  Collineation.  Grandgebilde.  Projectivität  und  Perspectivität. 

Das  bisher  Besprochene  umfasst  der  Wesenheit  nach  zwei  ver- 
schiedene Partien,  wovon  die  erste  die  pro jecti  vischen  Beziehungen, 
die  zweite  dagegen  die  metrischen  Beziehungen  in  ihr  Bereich  zog. 

Dem  ersteren  Theile  gehören  alle  jene  Beziehungen  von  Punkt, 
Gerade  und  Ebene  an,  welche  durch  die  Incidenz  dieser  Elemente 
entstehen. 

Gelegentlich  der  diesbezüglichen  graphischen  Constructionen  ge- 
langten wir  zu  der  Kenntnis,  dass  das  graphisch  dargestellte  Bild  der- 
artiger Beziehungen  von  der  Lage  des  Projectionscentrums  unabhängig 
sei,  und  daher  für  jedes  beliebig  gewählte  Projectionscentrum  die  näm- 
liche Bedeutung  habe. 

Der  zweite  Theil  unserer  bisherigen  Erörterungen  hingegen  war 
hauptsächlich  denjenigen  Beziehungen  gewidmet^  welche  die  Bestimmung 
von  Längen-  und  Winkelgrößen  und  deren  gegenseitigen  Zusam- 
menhang zum  Gegenstande  hatten.  Bei  den  hieher  gehörigen  Unter- 
suchungen und  graphischen  Constructionen  stellte  sich  die  Kenntnis 
der  Lage  des  jeweiligen  Projectionscentrums  als  nothwendig  heraus. 

Eine  der  wichtigsten  und  am  häufigsten  vorkommenden  Opera- 
tionen^ welche  zur  Ermittlung  von  Längen-  und  Winkelgrößen  in  Ver- 
wendung tritt,  ist  die  des  „ümlegens^  in  die  Bildebene. 

Die  Operation  des  Umlegens  eines  ebenen  Gebildes  bildet  überdies 
eine  neue  ergiebige  Quelle  zahlreicher  projectivischer  Beziehungen,  resp. 
Eigenschaften  ebener  Gebilde,  insoferne  das  Umlegen  nicht  bloß 
zur  Bestimmung  der  wahren  Größe  von  Längen  und  Winkeln,  sondern 
ganz  besonders  als  Hilfsmittel  zum  Studium  solcher  Eigenschaften 
ebener  Gebilde  verwertet  wird,  welche  nicht  nur  dem  räumlichen  Ge- 
bilde, sondern  auch  der  Projection  desselben  zukommen,  welche  also  zum 
Studium  des  gegenseitigen  Zusammenhanges  oder  der  geo- 
metrischen Abhängigkeit  zwischen  Projection  und  (umge- 
legten) Original  dienen. 

Die  „geometrische  Abhängigkeit^  oder  „Verwandt- 
schaft^ zwischen  einem  ebenen  Gebilde  im  Baume  und 
seiner  Projection  auf  eine  Ebene,   besteht    darin,  dass   einem 

Peichkaf  Darstellende  u.  projectire  Geometrie.  9 
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jeden  Punkte  der  ersteren  ein,  aber  auch  nur  ein  Punkt  der  letzteren 
entspricht^  und  umgekehrt. 

Die  Art  und  Weise  dieses  „Entsprechens"  oder  dieser  „Cor- 
respondenz"  ist  dadurch  charakterisiert,  dass  die  Verbindungslinie  je 
zwei  einander  entsprechender  Punkte  durch  einen  festen  Punkt 
im  Räume,  nämlich  durch  das  Projectionscentrum  geht. 

Dieselbe  Verwandtschaft  muss  aber  auch  dann  noch  bestehen, 
wenn  das  räumliche  Gebilde  um  die  Bildflächtrace  seiner  Ebene  in  die 
Bildebene  umgelegt  wird,  d.  h.  es  wird  auch  jedem  Punkte  des 
umgelegten  Originales  ein  Punkt  der  Projection,  und  zwar 
nur  die  Projection  des  betreflFenden  Punktes  selbst  entsprechen, 
und  umgekehrt. 

Nach  der  früher  besprochenen  (dritten)  Methode  „der  Umlegung" 
besteht  die  Art  und  Weise  dieses  Entsprechens  wieder  darin,  dass  die 
Verbindungslinie  entsprechender  Punkte  des  umgelegten  Originales  und 
seiner  Projection  durch  einen  festen  Punkt,  nämlich  durch  das  um  die 
Fluchttrace  in  die  Bildebene  umgelegte  Projectionscentrum  geht. 

Hiedurch  allein  ist  jedoch  die  Verwandtschaft  der  beiden  Gebilde 
noch  nicht  genügend  charakterisiert;  es  wird  vielmehr  noch 
ein  zweites,  ebenso  wichtiges  Merkmal  wie  das  vorhergehende  zu  be- 
rücksichtigen sein. 

Die  Ebene,  welche  das  Originalgebilde  enthält,  schneidet  nämlich 
die  Projectiönsebene  in  einer  Geraden,  der  Bildflächtrace,  deren  jeder 
Punkt  mit  seiner  Projection  zusammenfallt.  Ein  jeder  Punkt  der 
Bildflächtrace  entspricht  daher  im  Originale  und  der 
Projection  sich  selbst.  Hieraus  folgt,  dass  irgend  eine  Gerade 
des  Originales  von  ihrer  Projection  in  einem  Punkte  der  Bildflächtrace 
getroffen  werden  muss;  denn  jener  Punkte  in  welchem  die  Gerade  des 
Originales  die  Bildflächtrace  schneidet,  ist  mit  seiner  Projection  ver- 
einigt, fällt  also  mit  dieser  zusammen,  und  gehört  daher  auch  der  Pro- 
jection dieser  Geraden  an. 

Diese  charakteristische  Beziehung  kann  offenbar  weder  gelöst  noch 
aufgehoben  werden,  wenn  man  das  Original  um  seine  Bildflächtrace 
in  die  Bildebene  umlegt;  es  werden  somit  auch  hier  die  umgelegte 
Gerade  und  deren  Projection  in  dem  nämlichen  Punkte  der 
Bildflächtrace  convergieren. 

Setzt  man  endlich  voraus,  das  Original  bestehe  aus  allen 
Punkten  und  Geraden  seiner  Ebene,  so  wird  dasselbe  auch  von  seiner 
Projection  in  der  Bildebene  vollinhaltlich  gelten,  und  man  erhält  somit 
nach  der  ümlegung,  zwei  in  der  Bildebene  vereinigte  ebene 
Systeme,  welche  sich  Punkt  für  Punkt  und  Gerade  für  Gerade  nach 
dem  folgenden  Gesetze  entsprechen: 
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44a,  „Die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Funkte  eines  um 
die  Bildflächtrace  seiner  Ebene  in  die  Bildebene  umgelegten  ebenen 
Sysiemes  und  seiner  Protection  gehen  durch  einen  und  denselben  festen 
PufJU.  Der  bezeichnete  feste  Punkt  ist  das  um  die  Fluchttrace  der 
beireffenden  Ebene  umgelegte  Projectionscentrnm.^ 

44b,  y^Die  Schnittpunkte  entsprechender  Geraden  der  beiden 
Systeme  liegen  in  einer  und  derselben  festen  Geraden,  —  Letzte 
genannte  Gerade  ist  die  Bildflächtrace  der  Ebene  des  gegebenen  Sy^ 
stems  auf  der  Bildebefie.^ 

§.  134. 

Den  gepflogenen  Erörterangen  ist  weiters  zu  entnehmen,  dass 
die  genannte  „Verwandtschaft^  darch  die  Definition  des  vor« 
stehenden  Gesetzes  auch  unabhängig  von  der  Methode  der  centralen 
Projection,  als  selbständiges  Princip  der  ebenen  Geometrie 
aufgestellt  werden  kann.  In  diesem  Sinne  aufgefasst,  bezeichnet  mau 
dieselbe  als  „Perspectivische  Gollineation^  oder  als  „Homo- 
logie***). 

Der  Punkt,  in  welchem  sich  die  Yerbindungsstrahlen  entspre- 
chender Punkte  schneiden,  heißt  sodann  das  „Gollineationsoen- 
trum**  oder  das  Centrum  der  Homologie,  die  obgenannten 
Strahlen  selbst  die  „Collineationsstrahlen**  und  die  Gerade, 
in  welcher  die  Schnittpunkte  entsprechender  Geraden  liegen,  die 
„Collineationsachse**  oder  die  „Achse  der  Homologie^. 

Mit  R&cksicht  auf  diese  selbständige  Auffassung  oder  beziehungs- 
weise Deutung  obiger  Definition  erhalten  wir  den  Satz: 

45.  jyDas  um  die  Bildflächtrace  seiner  Ebene  umgelegte  Original 
und  dessen  Centralprojection  sind  perspectivisch  collineare  Gebilde, 
Das  um  die  Fluchttrace  umgelegte  Projectionscentrum  ist  das  Collinea- 
iionscetUrum,  und  die  Bildflächtrace  der  Ebene  die  Collineationsachse,^ 

§.  135. 

um  die  Terminologie  zu  vervollständigen,  sei  noch  bemerkt, 
dass  die  Fluchttrace  des  ebenen  Systems,  also  die  Gerade  im  Systeme 
der  Projection,  welche  der  unendlich  fernen  Geraden  des  Originals 
entspricht,  als  „erste  Gegenachse''^  und  die  umgelegte  Spur- 
trace,  als  Gerade  des  Originals,  welcher  im  Systeme  der  Projection 
die  unendlich  ferne  Gerade  entspricht,  als  „zweite  Gegenachse^ 
bezeichnet  wird. 

In  gleichem  Sinne  heißt  der  Fluchtpunkt  einer  Geraden  der 
„erste  Gegenpuukt'*  und  der  umgelegte  Spurpunkt  der  „zweite 
Gegenpunk t^  dieser  Geraden. 

9* 
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Wie  aus  der  früher  besprocheneu  dritten,  resp.  vierten  Methode 
der  ümlegung  hervorgeht,  sind  zwei  perspectivisch  coUineare 
Systeme  vollkommen  bestimmt,  wenn  das  Collineationscentrum, 
die  Collineationsachse,  und  eine  der  Gegenachsen  gegeben  ist. 

§.  136. 

Zwei  perspectivisch  coUineare  Gebilde  können  aber  auch  durch 
eine  gewisse  Anzahl  entsprechender  Elemente  gegeben  sein. 

Sind  beispielsweise  drei  Paare  entsprechender  Punkte  a^a^;  b,  \ 
und  c,  Cq  (Taf.  X,  Fig.  119)  gegeben,  so  ist  die  coUineare 
Beziehung  vollständig  festgestellt.  Damit  die  Beziehung  überhaupt 
möglich  sei,  müssen  die  Verbindungslinien  aa^,  bb^^  cc^  durch 
den  nämlichen  Punkt  Oq,  das  Collineationscentrum,  gehen.  Die  CoUi- 
neationsachse,  die  wir  von  nun  an  mit  Ä  bezeichnen  wollen^  wird  so- 
gleich erhalten,  wenn  man  bedenkt,  dass  sich  die  Geraden  ab  und 
^0^0  9  ebenso  wie  die  Geraden  bc  und  b^^c^  entsprechen.  In  den  Schnitt- 
punkten a  und  ß  dieser  Paare  von  entsprechenden  Geraden  finden  wir 
bereits  zwei  Punkte,  welche  der  Collineationsacbse  Ä  angehören.  Der 
Schnittpunkt  y  des  dritten  Paares  ac  und  %Cg  muss  sodann  selbst- 
verständlich, da  alle  drei  Paare  von  Punkten  als  „entsprechende 
Punkte^  vorausgesetzt  wurden,  ebenfalls  in  der  Collineationsacbse 
Ä  liegen. 

.  Ebenso  einfach  ist  die  erste  oder  die  zweite  Gegenachse  zu  er- 
mitteln. Um  beispielsweise  die  erste  Gegenachse  zu  bestimmen,  con- 
struieren  wir  den  Gegenpunkt  einer  der  drei  Geraden  ab^  bc  oder 
aCy  etwa  den  Gegenpunkt  v  von  ab,  indem  wir  den  Collineations- 
strahl  des  entsprechenden  unendlich  fernen  Punktes  t/^ 
^er  Geraden  %bf^  ziehen. 

Die  Gerade  (r,,  welche  durch  v  parallel  zu  Ä  gezogen  wird, 
repräsentiert  sodann  die  gesuchte  erste  Gegenachse.  In  gleicher  Weise 
wird  man  sich  behufs  Construction  der  zweiten  Gegenachse  benehmen. 

Da  drei  Punkte  immer  ersetzt  werden  können,  durch  einen  Punkt 
und  eine  Gerade  oder  durch  zwei  Gerade,  so  folgt,  dass  zwei  per- 
spectivisch coUineare  Systeme  auch  durch  ein  Paar  ent- 
sprechender Punkte  und  ein  Paar  entsprechender  Gera- 
den, oder  durch  zwei  Paare  entsprechender  Geraden  be- 
stimmt sind. 

§.  137. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  in  allen  diesen  Fällen  die  Con- 
struction eines  Elementes,  welches  einem  gegebenen  Elemente  ent- 
spricht, durchgeführt  werden  kann,  ohne  dass  es  nöthig  ist,  zuvor  die 
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CoUineatioDsachse  und  eine  der  Gegenachsen  zu  bestimmen.  Ist  nämlich  x 
(Taf.  X,  Fig.  119)  ein  gegebener  Punkt  im  ersten  Systeme  und  soll 
der  ihm  entsprechende  Punkt  x^  im  zweiten  Systeme  construiert  wer* 
den,  so  zieht  man  einfach  den  CoUineationsstrahl  xG^ »  auf  welchem 
der  gesuchte  Punkt  x^  offenbar  liegen  muss.  Ist  ferner  l  eine  ganz 
beliebige  durch  x  gehende  Gerade,  welche  ah  und  ac  beziehungsweise  in 
m  und  n  schneidet,  so  erhält  man  sogleich  die  entsprechende  Gerade 
l^  als  die  geradlinige  Verbindungslinie  der  den  Funkten  m  und  n  auf 
a^\  und  a^c^  entsprechenden  Punkte  m^  und  %.  Im  Schnitte  von  l^ 
mit  C/0  X  liegt  dann  selbstverständlich  der  gesuchte  Punkt  x^, 

§.  138. 

Bei  den  bisherigen  Erörterungen  wurde  direct  angenommen,  dass 
die  Pnnktepaare  a,  a^;  h,  b^;  nnd  c,  c^  wirklich  collinear  entspre- 
chend seien. 

Es  lässt  sich  aber  nachweisen,  dass  überhaupt  zwei  Dreiecke, 
deren  gegenseitige  Lage  so  beschaffen  ist,  dass  die  Verbindungslinien 
der  Dreieckseckpunkte  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen,  an 
und  für  sich  perspectivisch  collinear  seien,  dass  also  die  Schnitt- 
punkte entsprechender  Dreieckseiten  immer  in  einer  Geraden  liegen. 

Um  dies  nachzuweisen,  wollen  wir  vorerst  annehmen,  die  beiden 
Dreiecke  alc  und  ABC  (Taf.  X,  Fig.  120)  lägen  in  verschiedenen 
Ebenen,  und  zwar  beziehungsweise  in  den  Ebenen  B  und  E, 

Für  diesen  Fall  bedarf  es  wohl  kaum  erst  des  Nachweises ,  dass 
die  Schnittpunkte  a,  ß^  y  von  AB  und  aby  BC  und  be  und  AC 
and  a^;  in  einer  und  derselben  Geraden,  und  zwar  in  der  Schnitt- 
linie Et  der  beiden  Ebenen  B  und  E  liegen  müssen,  indem  man  bloß 
die  eine  Ebene,  etwa  B,  als  Bildebene  und  das  Dreieck  a&c  als  die 
Projection  des  Dreieckes  ABC  zu  betrachten  haben  wird,  um  die  An- 
nahme gerechtfertigt  zu  finden. 

§.  139. 

Liegen  jedoch  die  beiden  Dreiecke  ahe  und  a^b^CQ  (Taf.  X, 
Fig.  121)  in  einer  und  derselben  Ebene  und  ist  C^  der  Schnittpunkt 
der  Strahlen  aa^^^  bb^  und  cc^,  so  wird  man,  um  nachzuweisen ^  dass 
die  S^nittpunkte  a,  /S,  y  der  Seitenpaare  ab,  a^i^;  ^^j  ^o^oj  ^^^  ^^o 
in  einer  und  derselben  Geraden  A  liegen,  bloß  durch  den  Punkt  C^^ 
irgend  eine  Gerade  g  ziehen ,  welche  nicht  in  der  Ebene  der  beiden 
Dreiecke  liegt,  ai|f  dieser  Geraden  zwei  beliebige  Punkte  C^  und  C^ 
anflebmen,  und  etwa  (7|  mit  a,  b  und  c^  sowie  C^  mit  a^,  b^  und  c^ 
geradlinig , yerbuttden  denken.. 
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Die  Qeraden  C^a  und  C^a^  liegen  in  einer  nnd  derselben  darch  die 

Geraden  aa^  nnd  C^G^C^  bestimmten  Ebene,  schneiden  sich  daher  in 
einem  Pnnkte  A;  desgleichen  schneiden  sich  die  Geraden  G^b  und 
G^h^  in  einem  Punkte  B  und  endlich  die  Geraden  G^c  ued  G^c^  in 
einem  Punkte  C,  so  dass  nunmehr  das  Dreieck  abc  als Projection  des 
Dreieckes  ABG  für  das  Centrum  C^  und  das  Dreieck  a^b^c^  als  Pro- 
jection  des  Dreieckes  ABG  für  das  Centrum  0,  angesehen  werden 
kann. 

Die  Durchsto (^punkte  oc,  ß,  y  der  Dreieckseiten  AB^  BC  und 
AG  liegen  offenbar  in  einer  Geraden  A,  und  zwar  in  der  Bildfläch- 
trace  der  Dreiecksebene  ^  JB  C  Durch  den  Durchstoßpunkt  a  der  Drei- 
eckseite ^JS  müssen  aber  auch  die  beiden  Projectionen  a  6  und  a^ft^ 
dieser  Dreieckseite  gehen/  es  muss  also  a  gleichzeitig  auch  der  Schnitt- 
punkt der  Geraden  ab  und  a^b^  sein* 

Auf  gleiche  Weise  ergibt  sich,  dass  die  beiden  anderen  gleichfalls 
in  der  Geraden  A  liegenden  Punkte  ß  und  y  die  Schnittpunkte  der 
Seitenpaare  bc  nnd  b^c^,  resp.  ac  und  agC^  sind.  Hieraus  folgt  un- 
mittelbar der  erste  Fundamentalsatz  der  Collineations- 
theorie: 

46.  y^Haben  zwei  Dreiecke  abc  und  a^b^c^  im  Baume  oder  in 
einer  Ebene  E  eine  solche  Lage,  dass  die  VerUndungbgeraden  aa^j 
bb^^  cCq  der  Eckpunkte  durch  einen  und  denselben  Punkt  Gq  gehen, 
so  liegen  die  Schnittpunkte  a,  /J,  y  der  entsprechenden  Dreieckseiten 
ab^  a^b^;  bc,  b^c^;  acy  a^c^  in  einer  Geraden  A,  d.  h.  die  beiden 
Dreiecke  sind  perspectivisch  cöllinear."^ 

§.  140. 

Setzen  wir  hingegen  zwei  Dreiecke  voraus,  welche  wir  wieder  zu- 
nächst nicht  in  derselben  Ebene  liegend  annehmen  wollen,  die  aber 
eine  derartige  gegenseitige  Lage  besitzen,  dass  die  Schnittpunkte  a, 
ß,  y  (Taf.  X,  Fig.  122)  der  Seitenpaare  AB  und  ab,  B  G  und  bc,  AC 
und  ac  in  der  nämlichen  Geraden  Eb  liegen. 

Dies  vorausgesetzt y  schneiden  sich  die  Verbindnngsstrahlen  der 
Ecken  A  und  a,  B  und  b,  G  und  e  in  einem  und  demselben  Punkte  (7, 
des  Baumes.  Letzteres  lässt  sich  leicht  rechtfertigen;  denn  legt  man 
durch  die  Paare  AB,  ab;  BG,  bc;  und  AG,  ac  Ebenen,  so  müssen 
sich  diese  in  einem  Punkte  0|  schneiden. 

Die  Ebenen  (AB,  ab)  und  (Bc,  bc)  enthalten  die  Punkte  Bj 
b  und  C, ,  oder  mit  anderen  Worten ,  diese  dr^  Punkte  müssen  der 
Schnittlinie  der  beiden  genannten  Ebenen  angehören,  also  in  einer  ge- 
raden Linie  liegen.  Analog  kann  man  zeigen,  dass  auch  A,  a  und  G^ 
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sowie  C,  c  und  (7|  in  gerader  Linie  liegen.    Die   obige   Behauptung 
erscheint  somit  gerechtfertigt. 

§.  141. 
Nehmen  wir   den  Fall   an,    dass  die   beiden  Dreiecke  abc  und 
^o^o^o  (Taf.  X,  Fig.  123)  in  einer  und  derselben  Ebene  JE  liegen  und 
dass  die  Schnittpunkte  a,  ß,  y  der  Seitenpaare  ah  und  %h^\  hc  und 

^0^0'  ^^  ^^d  %^o  ^Q  ^^^^^  Oeraden  Ä  liegen. 

Der  Beweis,  dass  die  Strahlen  aa^,  bb^  und  cc^  in  einem  ein- 
zigen Punkte  convergieren ,  ist  leicht  geliefert  und  kann  in  folgender 
Weise  geführt  werden. 

Denken  wir  uns  durch  die  Gerade  Ä  eine  beliebige  Ebene  e  ge- 
legt und  in  derselben  ein  Dreieck  ABC  so  angenommen,  dass  dessen 
Seiten  AB,  BC  und  AC  durch  die  Punkte  a,  /5,  y  gehen. 

Auf  Grund  des  Vorausgeschickten  kann  das  Dreieck  abc  als  die 
Projection  des  Dreieckes  ABC  für  ein  gewisses  Centrum  C^,  und  das 
Dreieck  «ü&o^o  als  die  Projection  deö  Dreieckes  ABC  f^r  ein  zweites 
Centrum  C^  angesehen  werden.  Die  Strahlen  aAC^  und  a^AC» 
schneiden  sich  in  dem  Punkte  A,  und  bestimmen  daher  eine  Ebene, 
deren  Trace  auf  der  Ebene  der  beiden  gegebenen  Dreiecke  die  Gerade 
aa^  ist.  In  dieser  Ebene  liegt  aber  noth wendig  auch  die  Gerade  C^  C^^, 
deren  Durchstoßpunkt  C^  mit  der  Bildebene  (Ebene  der  Dreiecke  abc 
und  ^n^o^o)  demnach  in  der  Geraden  aa^  liegen  muss.  Auf  ganz 
analoge  Weise  wird  gezeigt,  dass  der  Durchstoßpunkt  C,,  auch  in  den 
Geraden  bb^^  und  cc^  liegt.  Man  erhält  daher  den  zweiten  Funda- 
mentalsatz  der  Collineationstheorie. 

47.  ^Haben  ztvei  Dreiecke  abc  und  aJ>^CQ  im  Räume  oder  in 
einer  Ebene  eine  solche  Lage,  dass  die  Schnittpunkte  a,  ß,  y  der 
Seüenp<mre  ab  und  a^b^,  bc  und  b^c^  und  ac  und  a^c^  in  einer 
Geraden  A  liegen,  so  gehen  die  Verbindungsstrahlen  aa^^,  bb^,  cc^ 
durch  einen  und  denselben  Punkt  Cq,  d.  h,  die  beiden  Dreiecke  sind 
perspectivisch  collinear,^ 

§.  142. 

Bevor  wir  daran  gehen,  die  ebenso  wichtigen  als  interessanten 
Consequenzen  dieser  beiden  Sätze  zu  entwickeln,  wollen  wir  noch  eine 
einfachere  Abhängigkeit,  als  die  eben  angedeutete,  nämlich  die  einer 
geraden  Punktreihe  und  ihrer  Projection  näher  untersuchen. 

Unter  einer  geraden  Punktreihe  versteht  man  den  Inbegriff 
aller  in  einer  Geraden  liegenden  Punkte. 

Diese  Punkte  werden  die  „Elemente^  der  Punktreihe  genannt, 
und  die  gerade  Linie  selbst  wird  als  „Träger^  der  Punktreihe  be- 
zeichnet. 
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Denken  wir  uns  eine  Punktreihe  L  (Taf.  X,  Fig.  124)  von  einem 
beliebigen  Centrum  C  auf  eine  Ebene  B.  E  projlciert,  so  ist  deren  Pro- 
jection  selbstverständlich  wieder  eine  Punktreihe.  Denn  die  Projection 
l  des  Trägers  L  ist  eine  Gerade,  welche  die  Piojectionen  aller  auf  L 
liegenden  Punkte  enthält.  Jedem  Elemente  der  Originalreihe  entspricht 
demnach  ein,  aber  auch  nur  ein  Element  der  Projection,.  d.  i.  die 
Projection  des  Elementes,  und  umgekehrt. 

Dieses  ^Entsprechen^  findet  in  der  Art  statt,  dass  die  Verbin- 
dungsstrahlen zugeordneter  Punkte  durch  einen  und  denselben  Punkt, 
nämlich  durch  das  Projectionscentrum  C,  gehen.  Der  Durchstoß- 
punkt d  des  Trägers  L  mit  der  Bildebene  gehört  offenbar  auch 
der  Projection  l  an,  und  zeichnet  sich  vor  allen  anderen  Punkten  der 
Beihe  dadurch  aus,  dass  er  mit  seiner  Projection  zusammen- 
fällt, oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  sich  selbst  entspricht. 

Die  beiden  Punktreihen  L  und  2,  deren  eine  aus  der  anderen  durch 
Centralprojection  hervorgegangen  ist,  nennen  wir  aus  diesem  Grunde 
„perspectivische  Punktreihen"*). 

Da  die  beiden  Beihen  L  und  l  mit  dem  Projectionscentrum  C 
in  einer  und  derselben  (centralprojicierenden)  Ebene  P  liegen,  so  ist  es 
für  die  weitere  Untersuchung  der  Abhängigkeit  von  L  und  l  vortheil- 
haft  und  bequem,  wenn  wir  diese  oberwähnte  centralprojicierende  Ebene 
P  in  die  Bildebene  umgelegt  denken. 

Zuvor  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  der  Fluchtpunkt  v  des 
Trägers  L  jener  Punkt  der  Beihe  l  ist,  welcher  dem  unendlich  fernen 
Punkt  Voo  der  Beihe  Z,  und  der  Spurpunkt  u  der  Geraden  X  jener 
Punkt  der  Beihe  L  ist,  welcher  dem  unendlich  fernen  Punkt  Uon  der 
Beihe  l  entspricht. 

Wie  bereits  gelegentlich  der  „CoUineation"  bemerkt  wurde,  pflegt 
man  v  den  ersten  und  u  den  zweiten  Gegenpunkt  der  beiden 
Beihen  zu  nennen. 

Die  erste  Folgerung,  die  wir  aus  diesen  Betrachtungen  ziehen 
können,  lässt  sich  in  folgendem  Satze  aussprechen: 

48,  y^Zwei  perspectivische  Punktreihen  sind  durch  zwei  Paare 
entsprechender  Punkte  vollkommen  bestimmt.^ 

Sind  nämlich  r  und  r^  (Taf.  XI,  Fig.  125)  die  Träger  zweier 
Punktreihen,  und  a,  a, ;  b,  h^  die  beiden  Paare  entsprechender  Punkte, 
und  werden  die  beiden  Punktreihen  als  „perspectivische^  Punkt- 
reihen vorausgesetzt,  so  fallen  einerseits  im  Schnittpunkte  d  der  beiden 
Träger  r  und  r,  zwei  entsprechende  Punkte  zusammen,  und  gehen 
andererseits  die  Yerbindungsstrahlen  entsprechender  Punkte  durch  den 
nämlichen  festen  Punkt,  das  entsprechende  Projectionscentrum. 
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Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  dieses  Projectiouscentrum*  C  der 
Schnittpunkt  C  von  a  a,  und  b  &,  seL  Zu  jedem  beliebigen  Punkt  der 
einen  Beihe  lässt  sich  jetzt  sofort  der  entsprechende  Punkt  in  der 
anderen  Reihe  bestimmen.  Es  genügt  zu  diesem  Zwecke  den  gege- 
benen Punkt  mit  dem  Projectionscentrum  zu  verbinden,  um  im  Schnitte 
dieses  Strahles  mit  dem  Träger  der  betreffenden  zweiten  Reihe  den 
gesuchten  correspondierenden  Punkt  zu  erhalten. 

§.  143. 

Bei  dem  Projicieren  einer  Punktreihe  tritt  noch  ein  zweites 
£lementargebüde  auf,  welches  in  der  projectivischen  Geometrie  eine 
wichtige  Rolle  spielt,  d.  i.  der  Inbegriff  aller  Projections- 
strahlen  einer  Punktreihe. 

Dieses  Elementargebilde,  welches  alle  durch  einen  festen  Punkt 
gehenden  Strahlen  umfasst,  nennt  man  ein  ^Strahlenbüschel^. 
Der  feste  Pnnkt  des  Strahlenbüschels  wird  dessen  „Mittelpunkt^, 
„Träger**  oder  „Projectionscentrum"  genannt. 

§.  144. 

Ein  Strahlenbüschel  und  eine  Punktreihe  werden  als 
j,perspectivisch"  bezeichnet,  wenn  jedem  Punkt  der  letzteren  ein 
Strahl  des  ersteren  in  der  Weise  entspricht;  dass  er  durch  diesen 
Punkt  geht. 

Ein  Strahlenbüschel  und  eine  zu  demselben  perspectivische  Punkt- 
reihe können  auf  zwei  verschiedene  Arten  entstanden  gedacht  werden. 

Entweder  ist  das  Strahlenbüschel  gegeben,  und  man  erhält  die 
Punktreihe  als  Schnitt  desselben  mit  einer  beliebigen  Geraden,  „dem 
Träger  der  Reihe",  oder  es  ist  die  Punktreihe  gegeben,  und  man 
leitet  aus  dieser  das  Strahlenbüschel  durch  Projecti'on  ab;  man  ver- 
bindet also  jeden  Punkt  der  Reihe  mit  einem  festen  Punkte  außer- 
halb des  Trägers,  d.  i.  mit  „dem  Mittelpunkte  des  Strahlen- 
büschels". 

Im  ersteren  Falle  sagt  man  die  Punktreihe  sei  ein  „Schnitt" 
des  Strahlenbüschels;  im  letzteren  Falle  dagegen  heißt  das 
Strahlenbüschel  der  „Schein"  oder  die  „Projection"  der  Punkt- 
reihci 

Die  angestellten  Betrachtungen  führen  zu  dem  Deiinitionssatze : 

49.  jjZtoei  Punhtreihefi  sind  perspectivisck^  wenn  sie\„Schnitte^ 
eines  und  desseWen  Strahlenbüschels  vorstellen.^ 

Analog  spricht  man  auch  von  zwei  perspectivischen 
Strahlenbüscheln,    wenn  dieselben  . perspeotivisch   zu  einer    und 
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derselben  Punktreihe   sind.    Man    kann    also    unmittelbar   den    dem 
vorigen  dual  entgegengesezten  Definitionssatz  aufstellen: 

50,  y^Zwei  Strahlenbüschel  sind perspectivisch,  wenn  sie  ^Scheine^ 
einer  und  derselben  Punktreihe  vorstellen^. 

§.  146. 

Bei  zwei  perspectivischen  StrahlenbQscheln  nennt  man  jene 
Strahlen  entsprechend,  welche  durch  denselben  Punkt  der  genann- 
ten Punktreihe  gehen.  Die  Punktreihe,  deren  Scheine  die  beiden 
Strahlenbüschel  sind,  nennt  man  den  „perspectivischen  Durch- 
schnitt^ oder  die  „perspectivische  Oerade^  der  beiden  per- 
spectivischen Strahlenbüschel. 

Seien  C^  und  C,  (Taf.  XI,  Fig.  126)  die  Mittelpunkte  zweier 
perspectivischen  Strahlenbüschel  und  r  ihr  perspectivischer  Durch- 
schnitt. Jeder  Punkt  a  des  letzteren  ergibt  mit  C,  und  0,  verbun- 
deuy  zwei  entsprechende  Strahlen  der  beiden  Büschel.  Denkt  man  sich 
die  beiden  Mittelpunkte  C,  und  C,  mit  einander  durch  eine  Gerade  ver- 
bunden, welch'  letztere  den  perspectivischen  Durchschnitt  r  im  Punkte  c 
trifft,  80  kann  man  den  Strahl  C^  C^  einmal  als  Strahl  des  Büschels 
C|,  das  anderemal  als  Strahl  des  Büschels  C^  betrachten,  und  da 
diese  Strahlen  durch  den  nämlichen  Punkt  c  des  perspectivischen 
Durchschnittes  r  gehen ,  gelangen  wir  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  Ver- 
bindungslinie der  Mittelpunkte  zweier  perspectivischer  Strahlenbüschel, 
zwei  entsprechende  Strahlen  dieser  Büschel  in  sich  vereinigt. 

Ferner  folgt  ohne  weiters  der  Satz: 

51.  ^Zwei  perspectivische  Strahlenbüschel  sind  durch  zwei  Paare 
entsprechender  Strählen  volllcommen  bestimmt^. 

Sind  nämlich  a,a';  ß,  ß'  (Taf.  XI,  Fig.  126)  die  entsprechenden 
Strahlenpaare,  so  ergeben  deren  Schnitte  a  und  b  direct  zwei  Punkte 
des  perspectivischen  Durchschnittes  r. 

Zu  einem  beliebigen  Strahl  d  des  einen  Büscheis  ergibt  sich 
nun  sogleich  der  entsprechende  d\  wenn  man  den  Schnittpunkt  d  dieses 
Strahles  mit  dem  perspectivischen  Durchschnitte  r  durch  den  Strahl 
d'  mit  Cg  verbindet. 

§.  146. 

Nehmen  wir  an,  aus  einer  Punktreihe  r^  (Taf.  XI,  Fig.  127) 
sei  als  Schein  ein  Strahlenbflschel  C|,  aus  diesem  wieder,  als  Schnitt^ 
eine  Punktreihe  r,  und  hieraus  abermals  als  Schein  ein  Strahlen- 
büschel Cj  abgeleitet.  Denken  wir  uns  diese  Operation  beliebig  oftmal 
wiederholt,  so  erhalten  wir  der  Ordnung  nach  die  Reihen  und  Büschel 
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Es  ergibt  sich  also  auf  diese  Weise  eine  Schar  von  Punkt- 
reiben, sowie  eine  Schar  von  Strahlenbüscheln.  Je  zwei  derartige 
unmittelbar  auf  einander  folgende  Gebilde  (Punktreihe  und  Strahlen- 
bfischel  oder  umgekehrt)  sind  perspectivisch.  Dasselbe  gilt  aoeh  von 
zwei  unmittelbar  auf  einander  folgenden  Punktreihen  oder  yon  zwei 
unmittelbar  auf  einander  folgenden  Strahlenbüscheln ,  da  erstere 
„Schnitte^  eines  und  desselben  Strahlenbüschels,  letztere  hingegen 
„Scheine^  einer  und  derselben  Punktreihe  sind. 

§.  147. 

Im  allgemeinen  sind  jedoch  zwei  beliebige  Elementargebilde  der 
Yorbezeichneten  Scharen  in  Bezug  auf  einander  nicht  perspecti- 
visch, stehen  aber  in  einem  gewissen  Zusammenhange,  da  stets  das 
eine  aus  dem  anderen  durch  successive  Projection  abgeleitet  werden 
kann.  Man  nennt  deshalb  derartige  Gebilde  ^projectivische  Ge- 
bilde^. Als  Folgerung  aus  dieser  Definition  entspringt  unmittelbar  der 
Satz: 

52.  y^Sind  zwd  Elementargebilde  projediviseh^  so  entspricht  jedem 
Elemente  des  einen  ein,  aber  auch  nur  ein  Element  des  zweiten 
GAüdes.'' 

Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir,  mit  Bezug  auf  (Taf.  XI, 
Fig.  127),  die  Punktreihe  r^  und  das  Strahlenbüschel  Cn  an. 

Diese  beiden  Gebilde  sind  projectivisch,  indem  das  eine  aus 
dem  anderen  durch  Projection  abgeleitet  ist. 

Einem  Elemente  am  der  Punktreihe  r^  entspricht  in  der  nächst- 
folgenden perspectivischen  Reihe  Tm  +  i,  das  Element  a^  +  i  und 
diesem  wieder  in  der  darauffolgenden  Reihe  r^  +  s,  das  Element  a^+st 
welches  offenbar  auch  dem  Elemente  a^  in  r«,  entspricht. 

Man  erhält  also  durch  successive  Projection  des  Elementes 
Om  der  Reihe  r^  endlich  das  ihm  entsprechende  Element  a„  in  der 
Reihe  r«  und  diesem,  also  auch  a^  entspricht  sodann  in  dem  Büschel 
Ca  der  Strahl  a»,  womit  die  Eindeutigkeit  der  Beziehung  zweier 
projectivischer  Gebilde  nachgewiesen  ist. 

Ans  der  Definition  projectivischer  Gebilde  folgen  allgemein 
auch  folgende  zwei  Sätze: 

53.  j^Sind  mjoei  Gebilde  zu  einem  dritten  perspectivisch,  so  sind 
sie  zu  einander  projectivisch.'^ 

Bezeichnen  wir  nämlich  die  beiden  ursprünglichen  Gebilde, 
einerlei,  ob  sie  Punktreihen  oder  Strahlenbüschel  sind  mit  G^  und  G^ 
und  das  dritte  Gebilde  zu  welchem  diese  beiden  perspectivisch 
sind,  mit  6r,   so   ist  G  als  abgeleitet  aus   G^^  und  (?,  als  abgeleitet 
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■aus    G    zu    betrachten,    woraus   die  Bichtigkeit    des    obigen  Satzes 
erhellt. 

54.  yjSind  zicei  Gebilde  jsu  einem  dritten  projectivisch^  so  sind 
^ie  auch  untereinander  projectivisch^. 

Sind  nämlich  die  Gebilde  6r,  und  G^  zu  G  projectivisch,  so 
sind  dieselben  durch  eine  m-,  resp.  n-malige  Projection  aus  G  ab- 
geleitet. Man  kann  daher  auch  6r,  aus  G^  durch  eine  (m  -f  n)  malige 
Projection  abgeleitet  .denken,  woraus  nach  der  oben  aufgestellten  Defi- 
nition folgt,  dass  die  Gebilde  Gi  und  G^  (gleichgiltig  ob  G^  und  G^ 
Punktreihen  oder  StrahlenbQschel  sind)  projectivisch  seien. 

Wenn  zwei  projectirische  Seihen  gegeben  sind,  so  lässt  sich; 
wie  in  der  Folge  gezeigt  werden  wird,  inomer  eine  dritte  Reihe  (eigent- 
lich unendlich  viele  Seihen)  bestimmen,  welche  zu  beiden  perspectivisch 
ist.  Eine  derart  eingeschaltete  Hilfsreihe  dient  dann  offenbar 
duch  zur  Ermittlung  entsprechender  Elemente  der  zwei  gegebenen 
Seihen. 

In  gleicher  Weise  lässt  sich  auch  zu  zwei  projecti Tischen 
Strahlenbüscheln  ein  perspectivisches  Hilfsstrahlenbüschel 
konstruieren. 

§.  148. 

.  Bevor  wir  jedoch  weitere  Constructionen  betreffs  projectivischer 
Gebilde  entwickeln,  wollen  wir  noch  ein  wichtiges  Abhängig- 
keitsgesetz zwischen  den  Elementen  zweier  projectivischer 
Gebilde  ableiten. 

Aus  der  Elementargeometrie  ist  nämlich  bekannt,  dass  die  ein- 
ander entsprechenden  Strecken,  welche  ein  Strahlenbflschel  auf  zwei 
Parallelen  abschneidet,  zu  einander  in  constantem  Verhältnisse 
stehen  und  dass  dieselben  einander  geradezu  gleich  sind,  wenn  d^ 
Mittelpunkt  des  StrahlenbQschels  von  den  beiden  Parallelen  gleich  weit 
entfernt  ist. 

Es  lässt  sich  nun  vermuthen,  dass  eine  ähnliche,  jedenfalls  aber 
allgemeinere  Beziehung  auch  zwischen  den  Elementen  perspectivischer 
Gebilde  besteht. 

Um  diese  Beziehung  festzustellen,  mögen  vorerst  noch  einige 
Voraussetzungen  über  die  Lage  von  Punkten  auf  einer  Geraden  oder 
von  Strahlen,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  gemacht  werden. 

Es  seien  r  (Taf.  XI,  Fig.  128)  eine  Gerade  und  a,  b  und  c  drei 
Punkte  derselben. 

Da  auf  einer  Geraden  ein  Punkt  in  zweifachem  Sinne  sieb 
bewegen  kann,  d.  i.  entweder  von  a  nach  b  oder  von  b  nach  a,  so 
ist  es  zweckmäßig   eine  dieser  Bewegungsriohtungen  als  die  positive. 
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die  andere  dagegen  als  die  negative  anzunehmen  und  auch  als  solche 
zu  bezeichnen. 

Stellt  demnach  ab  eine  positive  Strecke  vor,  d.  h.  eine  Strecke, 
die  vom  Punkte  a  aus  gegen  b  gezählt  wird,  so  bezeichnen  wir  folge* 
richtig  die  negative  Strecke  ( — ab)  mit  ba,  so  dass: 

ab  =  —6a;  oder 
ab  +  ba  =  0  ist. 

•  ■ 

In  derselben  Weise    ergibt  sich    dann    beispielsweise    für    drei 

Punkte  die  Formel: 

ab-\-bc-\'Ca=:0. 

Bemerkt  mag  an  dieser  Stelle  noch  werden,  dass  kein  Paar  von 
drei  Punkten  a,  b  und  c  durch  den  dritten  Punkt  getrennt  ist.  Wenn 
(Taf.  XI,  Fig.  128)  auch  eine  Trennung  von  a  und  c  durch  b  scheinbar 
stattfindet,  so  ist  dieses  im  Grunde  genommen  doch  nicht  der  Fall^ 
denn  es  darf  nicht  vergessen  werden,  dass  man  von  a  nach  o  gelan  gen 
kann,  ohne  den  Punkt  b  zu  treffen,  indem  man  nämlich  den  Punkt  a 
in  negativer  Bichtung  die  unendliche  Strecke  ac  durchlaufen  lässt. 

Erst  aann,  wenn  vier  Punkte  gegeben  sind,  ist  ein  Paar  dieser 
Punkte  durch  ein  zweites  getrennt. 

Ähnliche  Betrachtungen  gelten  auch  fQr  die  Strahlen  eines 
BQschels.  Auch  hier  setzt  man  wie  dort  eine  positive  und  eine  negative 
Bewegungsrichtung,  einen  positiven  und  einen  negativen  Drehung s- 
sinn  voraus. 

Ist  beispielsweise  der  Winkel  (a,  ß)  (Taf.  XI,  Fig,  129)  positiv^ 
so  ist  der  Winkel  (/3,  a)  negativ:  also    - 

^  («,  /J)  =  —  -4-  (ß,  a)  oder 
^  («,  ß)+-^  (/J,  «)  =  0. 

Analog  wie  für  drei  Punkte  einer  geradlinigen  Punktreihe,  hat  man 
für  drei  Strahlen  eines  Büschels  die  Gleichung: 

-^(a,/J)  +  -^(iSy)  +  -^(ya)=0. 

Beim  Strahlenbflschel  ist  es  übrigens  noch  viel  anschaulicher, 
als  bei  der  Punktreihe,  dass  es  unter  drei  Strahlen  cc,  ß^y  keine  zwei 
gibt,  die  durch  den  dritten  Strahl  getrennt  werden. 

§.  149. 

Dies  vorausgesetzt  wollen  wir  einen  Punkt  auf  einer  Ge- 
raden seiner  Lage  nach  bestimmen. 

Am  einfachsten  könnte  der  gestellten  Forderung  Genüge  geschehen, 
wenn  man  dessen  Entfernung  von  einem  ein-  für  allemal  als  fest  ange- 
nommenen Punkte  der  Geraden  angibt  und  dieser  Strecke  das  betreffende 
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Vorzeichen  beifügt.  Für  unsere  dermaligen  Zwecke  erscheint  es  aber 
geeigneter  und  besser  zwei  feste  Punkte  a  und  b  in  der  Geraden  r 
(Taf«  XI,  Fig.  130)  anzunehmen  und  das  Verhältnis  der  Entfernungen 
irgend  eines  Punktes  x  von  diesen  beiden  Punkten  als  Bestimmungs- 
mittel für  die  Lage  des  Punktes  x  zu  wählen. 

Die  beiden  festen  Punkte  pflegt  man  die  „Fixpunkte^,  und  das 

Verhältnis  ^  das  .Theilverhältnis''  des  Punktes  x  zu  nennen* 
ox         " 

Mit  Hilfe  des  Theilverhältnisses  können  wir  über  die  Lage  des 

Punktes  folgende  allgemein  giltige  Segeln  aufstellen. 

Liegt  d^r  Punkt  l^auß erhalb  der  Strecke  ab,  so  sind  die  Strecken 
ax  und  bx  gleich  bezeichnet  und  das  Theil Verhältnis  demgemäß  positiv. 

Liegt  der  Punkt  x  innerhalb  der  Strecke  ab,  so  ist  die  Strecke 
ax  positiv,  die  Strecke  bx  hingegen  negativ  oder  umgekehrt;  und 
somit  auch  das  Theilverhältnis  selbst  negativ. 

§.  150. 

um  auch  über  die  Größe  des  Theilverhältnisses  eine 
richtige  Vorstellung  zu  erhalten,  denken  wir  uns  den  Punkt  x  (Taf.  XI^ 
Fig.  130)  in  verschiedenen  Lagen  auf  r  und  wählen  wir  denselben  zu- 
nächst in  unendlicher  Entfernung  außerhalb  ab  auf  der  Seite  von  a. 

Diesfalls  ist  also  ax  ^  —  oo   und   bx  =z  —  cx);  es  ist  daher: 

bx       ^^' 
Liegt  der  Punkt  x  . ,  .  .  {x^)  außerhalb  ab  auf  der  Seite  von  a, 
so  ist  ax^  -<  bx^,  also: 


bXi 
Fällt  X.... (x^)  mit  a  zusammen,  so  ist  aajj  =  0,  ftic,  =  6a  und 


^"^^  =  0. 


bx^ 


Liegt  x^  innerhalb  ab,  näher  an  a  als  an  6,  so  ist 
,  ax^  -}-,  bx^  — ,  und  ax^<z  bx^,  folglich 

^ — 2  =  —  und  <  1. 
bx^ 

Für  den  Mittelpunkt  x^  der  Strecke  ab  ist  ax^^=^bx^  und 

-"^  =  —  1 
bx^ 

Befindet  sich  x^  zwischen  a  und  b  und  ist  ax^^bx^^  %^  wird 

aar, 

r—  =  —  und  >  1. 

OXk 
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Fällt  x^  mit  h  zusammen,  so  ist 

ax^  =  a6;  6a;g  =  0,  daher 
aXf,       ah 

Liegt  x^  außerhalb  ah  auf  der  Seite  von  &,  so  ist  ax^  +^ 
hx^  +,  und  ax^  >  hx^^  daher 

hx^  ' 
Fällt  x^  endlich  wieder  in  unendliche  Entfernung,  jedoch  auf  die 
Seite  von  ft,  so  ist  aarg  =  ftrc«  =  cxd,  also 

and  somit  dasselbe  Ergebnis  oder  das  nämliche  Theilverhältnis  wie 
das  zuerst  unter  der  Voraussetzung,  dass  x  in  unendlicher  Ferne  außer- 
halb ah  auf  der  Seite  von  a  liege,  aufgestellte  Theilverhältnis  sich 
ergab. 

Es  lässt  sich  hieraus  schließen,  dass  die  Punkte  x  und  x^  iden- 
tisch sind,  dass  also  die  Gerade  bloß  einen  unendlich  fernen 
Punkt  besitze. 

§.  151. 

Analoge  Beziehungen  gelten  auch  für  das  Strahlen- 
büschel.  Die  beiden  „Pixstrahlen"  seien  a  und  /J  (Taf.  XI, 
Fig.  131).  Unter  dem  Theilverhältnisse  des  veränderlichen  Strahles  § 
versteht  man  das  Verhältnis  der  Sinuse  jener  Winkel,  welche  dieser 
Strahl  mit  den  beiden  Fixstrahlen  einschließt. 

Liegt  der  Strahl  S  in  dem  spitzen  Winkelraume  a/5  (Taf.  XI, 
Fig.  131),  so  sind  die  Winkel  a|  und  /3  g,  als  in  Bezug  auf  |  ent- 
gegengesetzt liegend,  ungleich  bezeichnet  und  daher  das  Theilver- 
hältnis : 

-^jo'A  negativ. 
sxn  (/3,  g)      ° 

Liegt  jedoch  der  Strahl  in  dem  supplementären  Winkelraume, 
80  ist  sowohl  der  Winkel  «a^  als  auch  der  Winkel  /?§  entweder 
positiv  oder  negativ  und  demgemäß  das  Theilverhältnis 

sin  (a,  g) 


sin  (/3,  %) 


positiv. 


§.  152. 

So  wie  bei  unseren  vorhergegangenen  Betrachtungen,  wollen  wir 
nun  auch  hier  die  Größe  des  Theilverhältnisses  für  ver- 
schiedene  Lagen   des   Strahles   aufstellen. 
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Zum  Zwecke  dieser  Untersachungen  (lenken  wir  uns  einen  Strahl, 
etwa  64  gezogen ,  welcher  den  Winkel  (a,  /J)  =  2  o  halbiert ,  und 
gleichzeitig  einen  zweiten  Strahl,  etwa  §,  so  geführt,  dass  derselbe 
auf  dem  Strahle  1^  senkrecht  steht. 

Das  Theilverhältnis  des  Strahles  |  ergibt  sich  nun  höchst  ein- 
fach, wenn  man  berücksichtigt,  dass 

-^  (« I)  =  —  (90®  —  o)  und 
^  (/}  I)  =  —  (90«  +  G,)  ist,  und  dass  daher 
sin  (a  I)       cos  G)         .    -      . 

.    ;v!c  = =  +  1  sei. 

stn  {ß  §)       cos  (D 

Für  einen  Strahl  l^  zwischen  |  und  a  ist   sowohl   der  Winkel 

(agj  als  auch  der  Winkel  (/3|,)  negativ  und  ^  (jSg,)  > -^  (ag,), 

daher 

stn(cg§t)         j 

siw  (/J  li) 
Fällt  I2  mit  a  zusammen ,  so  ist  ^  (a  ^)  =  0  und  daher 

^i^  («  Sa)  -^  Q_ 

Fant  gj  innerhalb  a  und  I4 ,  so  ist  Winkel  (agg)  positiv,  der  Winkel 
(ß^)  hingegen  negativ,  ferner  ^  (agj)  <  als  ^  (/3I3)   und  folglich 


sin  (a  §3) 


—  1. 


sm(/3  63) 
Für  den  Strahl  1^  ist  -*  (ag^)  =  -^P  (/Sg^)  =  -4  o,  also 

sin  (cc  I4)  __  ^ 

sin{ß^^)  ~ 
Liegt  gj  zwischen  $4  und  j8,  so  ist  -4(ag,)  >  -4  (/Jg^),  mithin 


sin(a^j,) 


-1. 


5in  (/3  gj) 

Fällt  gg  mit  ^  zusammen,  so  ist  -^(j9g6)  =  0,  -4^  (ago)  =  2  cd,  also 

sin  (a  gg) j?m2o  

Fällt  g^  zwischen  /J  und   g^,.  so   ist  Winkel  (ag^)  und  Winkel 
(ßi,)  positiv  und  -4  (ag^)  >  -4  (^g^),  daher 

sin  (ft  gyj 
sm(/3g,)^'^'- 

Für  gg  zusammenfallend  mit  g,  ist: 

^  («  g,)  =  (90«  +  (d) 
^  (j3  g^)  =  (90«  —  a>),  also 

sm(a  gg)  cös  Ol  ^ 

sm(/?gg)        cöSGj         ' 
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Für  Strahlen,  wie  beispielsweise  ^,  welche  über  ^  hinausgehen, 
wiederholen  sich  die  bereits  aufgestellten  Theilverhältnisse  in  gleicher 
Ordnung;  es  ist  nämlich 

^  («5,)  =  (180"  —  (ag,)  und  folglich 

ebenso   ist:  ^{ß^^)  =  180"  —  (/Jg,)  und  daher: 

s-iniß^)  =  6m(j8gi), 
demnach  auch: 

sin(a^)  5m(a5,) 

sinißi^)  -^  sinißi,)' 

ein  Besultat,  welches  mit  dem  bereits  gefundenen  in  voller  Überein- 
stimmung und  schon  aus  dem  Grunde  selbstverständlich  ist  und  voraus- 
gesehen wurde,  als  ^  kein  neuer  Strahl,  sondern  bloß  die  Verlänge- 
niDg  des  Strahles  g,  ist.  Zu  gleichen  Ergebnissen,  wie  die  soeben 
festgestellten,  führen  offenbar  auch  die  Verlängerungen  aller  übrigen 
Strahlen. 

§.  153. 

Nehmen  wir  nun  zwei  veränderliche  Punkte  c  und  d  an, 
und  bilden  wir  deren  Theilverhältnisse 

ac  .  ad 
j—  und  j-j 
oc  od 

bezüglich  zweier  Fixpunkte  a  und  b,  so  wird  der  Quotient: 

ac     ad 
bc  '  bd 

dieser  beiden  Theilverhältnisse  das  „Doppelverhältnis^  oder  das 
«anharmonische  Verhältnis^  der  vier  Punkte  a,  &,  c  und  d 
genannt'). 

Ebenso  versteht  man  unter  dem  ^Doppelverhältnisse^  oder 
dem  ^anharmonischen  Verhältnisse^  von  vier  Strahlen  a, 
ß,  y  und  d  den  Ausdruck: 

sin(ay)  ^  sin(a  d) 
sin  (ßy)  *  sin{ßdy 

Über  das  Vorzeichen  und  den  Wert  des  anharmonischen 
Verhältnisses  lassen  sich  ähnliche  Begelh  aufstellen  ^  wie  jene  sind, 
welche  für  die  einfachen  Theilverhältnisse  gefunden  wurden, 
doch  glauben  wir  dieselben  hier  um  so  eher  übergehen  zu  können,  als 
wir  in  allen  vorkommenden  Fällen  auf  das  dem  Doppelverhält- 
nisse entsprechende  Vorzeichen  und  dessen  Wert  hinweisen   werden. 

Pttehkft,  Dantellenda  a.  projective  Geometrie.  10 


aus  dem  Dreiecke  aCd 
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§.  154. 

Wir  kehren  somit  za  der  Betrachtnng  der  perspectivischen 
Gebilde  zurück. 

Denken  wir  uns  vier  beliebige  Strahlen  a,  /?,  y  und  8  (Taf.  XI, 
Fig.  132)  eines  Büschels  durch  eine  Transversale  r  geschnitten  und 
bezeichnen  wir  die  diesbezüglichen  Schnittpunkte  mit  a^  h,  c,  d;  be- 
nennen wir  ferner  die  Längen  aC  und  hC  mit  m  und  n,  sowie  die 
Winkel  Ccr  und  Cd r  mit  <p  und  ^,  so  folgt  aus  dem  Dreiecke  aCc 

ac  sin  (cc  y)  ^ 

m  sififp     ' 

aus  dem  Dreiecke  hCc 

bc sin  (ß  y) 

n  sing)    ' 

ad  sin  (a  S) 

m  sin  ^ 

und  aus  dem  Dreiecke  bCd 

bd  _  ^n(ßd) 
n  sinil; 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  ergeben  durch  Division : 

ac m      sin  {a  y) 

bc        n    '  sin  (ß  y) 

und  aus  den  beiden  letzteren  folgt: 

ad in      si7i{a  d) 

bd         n    '  sin  (ß  S)' 

Durch  nochmalige  Division  dieser  beiden  Ausdrücke  ergibt  sich : 

ac     ad sin  {a  y)      sin  {a  8)  ,. 

Vc  '  bd  "■  sin  (ß y)  '  5m(pj ^ 

und  hiernach  der  Satz: 

55.  jfDas  Doppelverhältnis  von  vier  Strahlen  eines  Büschels  ist 
gleich  dem  Doppelverhältnisse  der  vier  diesen  Strahlen  entsprechenden 
Tunkte  einer  zu  diesem  Büschel  perspectivischen  Putiktreihe.^ 

§.  155. 

Schneiden  wir  das  vorgegebene  Büschel  C{aßy8)  (Taf.  XI, 
Fig.  132)  noch  durch  eine  beliebige  zweite  Transversale  r^  in  den 
Punkten  a,,  6,,  c,  und  dy,  so  wird  auch  diesfalls: 

a,c,       a,d,  sin  (a  y)      sin  {a  8)  ,  . 

\c[  '  J^y  ~  smjf^  '  sin  (ß  8) '^ 
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und  daher 

ac     ad        a,c,      a,d, 


11) 


bc  '  bd       6, c,  '  6,d| 

Aus  diesem  Ergebnisse  folgt  der  weitere  Satz : 

56.  j^Dotö  anharmonische  Verhältnis  von  vier  Punkten  einer  Beihe 
ist  dem  anharmonischen  Verhältnisse  der  vier  entsprechenden  Punkte 
einer  der  ersteren  perspectivisch  zugeordneten  Beihe  gleich.^ 

§.  156. 

Hat  man  endlich  vier  Paare  entsprechender  Strahlen  in  zwei 
perspectiYischen  Strahlenbüscheln  und  sind  a,  &,  c  und  d  (Taf.  XI, 
Fig.  133)  die  entsprechenden  Punkte  des  perspectivischen  Durch- 
schnittes, so  besteht  nach  dem  Vorhergehenden  einersdts  das  Doppel- 

Terhältnis : 

ac     ad sin(ay)  ^  sin  {ad)  ^. 

bc'bd~  sin  (ß y)  '  sin  {ß ä) ^ 

und  ebeuso  andererseits: 

ac     ad sin(a^y^)      st»(a,(J,)  -  ^ 

bc'  bd~  sin{ß^y,)  '  stn(ßÄ) '^ 

also  auch: 

sin  (a  y)  ^  sin  (a  d)  sin  (a,y,)  ,  sin  (a,  d,)  ^y^. 

sin  (ß  y)  '  sin  {ß  ä)  ~  sin  {ß^y^)  '  sin  (/J,  (J|) 

und  demnach  der  Satz: 

57.  j^Das  anharmonische  Verhältnis  von  irgend  vier  Strählen 
eines  Büschels  ist  dem  anharmonischen  Verhältnisse  der  vier  ^n^- 
sprechefhden  Strahlen  in  einem  zu  dem  ersten  perspectivisch  liegenden 
Büschel  gleich."' 

BQcksichtlich  der  Einführung  einer  kürzeren  Schreibweise  sei 
noch  bemerkt,  dass  man  das  Doppelverbältnis  von  vier  Punkten  a,  &, 
c,  d  oder  Yon  Tier  Strahlen  cv,  ß,  y,  d  meist  in  der  symbolischen 
Form  {ab cd)  resp.  {aß yd)  zu  schreiben  pflegt,  wobei  jedesmal  die 
beiden  ersten  Elemente  die  Fixelemente  und  die  beiden 
letzten  die  Theilelemente  repräsentieren.  Es  ist  daher  bei- 
spielsweise : 

,      ..  .         af     ay 

^     '  ^'        xf     xy 

§.  157. 

Setzen  wir  auf  Grund  vorausgeschickter  Erörterungen  voraus ,  es 
seien  Cr^   und  G^  irgend   zwei    „projectivische    Gebilde^;    das 

10* 
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zweite  sei  aus  dem  ersten  oder  umgekehrt,  durch  n-malige  snecessive 
Projection  abgeleitet  worden. 

Bezeichnen  wir  die  Puoktreihen,  welche  zwischen  G^  und  G-^ 
liegen,  mit  g^,  g^,  g^.,.gn-i^  so  wird,  wenn  zugleich  vier  entspre- 
chende Elementenpaare  der  Gebilde  G^  und  G^  mit  Ä^B^C^D^,  resp. 
Ä^B^C^D^  und  die  entsprechenden  Punkte  in  den  Zwischenreihen  mit 
^1*1^1^1 5  «2^2^«^«;  6tc.  bezeichnet  werden: 

=  {A^B^C^D^),  d.  h. 

58.  y^  Irgend  vier  Elemente  eines  Gebildes  hohen  dasselbe  Doppel^ 
verhältniSj  wie  die  vier  entsprechenden  Elemente  eines  jeden  GebildeSy 
welches  dem  ersteren  projcdivisch  zugeordnet  ist.^ 

Aus  diesem  Satze  ergibt  sich  sofort  der  folgende: 

59.  j^Zwei  projectivische  Gebilde  sind  durch  drei  Paare  entspre^ 
dhender  Elemente  vollkommen  bestimmt,^ 

Seien  6r,  und  G^  die  beiden  Gebilde,  Ä^B^C^  drei  Elemente  des 
einen  und  A^B^Gn  die  drei  entsprechenden  Elemente  des  anderen 
Gebildes.  Wählt  man  in  dem  ersten  Gebilde  6r,  ein  beliebig  viertes 
Element  D,,  so  wird  das  demselben  entsprechende  Element  D^  auf 
dem  zweiten  Gebilde  durch  die  Gleichung: 

{Ä,B,C,D,)  =  {A,B,C,D^) 

bestimmt  sein.  Diese  Gleichung  kann  man  jetzt  naoli  der  Unbekannten 
A^D^  oder  Bg^D^  auflösen,  um  das  gesuchte  Element  zu  erbalten. 

§.  158. 

Einfacher  jedoch  und  auch  dem  Geiste  der  Geometrie  entspre- 
chender ist  folgendes  Verfahren: 

a)  Sind  ^i  und  r^  ^Taf.  XI,  Fig.  134)  zwei  projectivische  Punkt- 
reihen,  durch  drei  Paare  entsprechender  Elemente  a^b^c^  und  ä^b^^c^ 
gegeben  und  ist  zu  einem  beliebig  gewählten  Punkte  der  einen,  der 
entsprechende  Punkt  der  anderen  Reihe  zu  construieren,  so  kann  nach- 
stehender Weg  eingeschlagen  werden. 

Wir  verbinden  zu  diesem  Zwecke  irgend  ein  Paar  entsprechender 
Punkte,  etwa  a,  und  a^^  nehmen  auf  dieser  Yerbindungsgeraden  g 
zwei  beliebige  Punkte  C^  und  C^  an  und  betrachten  diese  beiden 
Punkte  als  Mittelpunkte  zweier  Büschel,  welche  bezüglich  der  Reihen 
a,6jCp  resp.  a^b^^c^  perspectivisch  liegen.  Da  diese  beiden  Büschel 
in  der  Verbindungslinie  g  ihrer  Mittelpunkte  0,  und  C^  zwei  einander 
entsprechende  Strahlen  0|a/  und  C^a^  besitzen,  sind  dieselben  zu 
dnander  perspectivisch.  Der  perspectivische  Durchschnitt  r  dieser 
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Büschel  ist  durch  die  Punkte  b  und  c  bestimmt,  in  welchen  sich  die  Paare 
entsprechender  Strahlen  0,&,  und  (z^^^,  resp.  (7,c,  und  C^c«,  schneiden. 
Wählen  wir  nun  einen  beliebigen  Punkt  J,  der  Beihe  r,,  so  ist 
der  entsprechende  Punkt  d^  der  Beihe  r^  leicht  zu  bestimmen,-  indem 
man  einfach  mittelst  des  Strahles  C,e2,  oder  d,  auf  der  Zwischenreihe 
r  den  entsprechenden  Punkt  d  und  aus  diesem,  mit  Zuhilfenahme  des 
Strahles  C^d  oder  d^,  den  gesuchten  Punkt  df,  auf  r,  feststellt.  Dass 
d^  wirklich  der  dem  Punkte  d^  entsprechende  Punkt  ist ,  kann  leicht 
nachgewiesen  werden. 

Es  ist  nämlich: 

ia^b^c^d^)  =  (abcd)  und  ebenso 
(fl^b^c^d^)  =  (abcd),   also  auch 

(«I  ^  ^i.^i)  =  («2*2^2^2)» 
d.  h.  die  Doppelverhältnisse  dieser  vier  Paare  von  Punkten  sind  ein-  ' 
ander  gleich,  was,  da  a^b^c^  und  a^b^c^  als  entsprechende  Punkte  vor- 
ausgesetzt sind,  nur  dann  m!)glich  ist,  wenn  auch  die  Punkte  dj  und 
d^  einander  entsprechen. 

§.  159. 

b)  Nehmen  wir  in  gleicher  Weise  an,  es  seien  a^ß^y^  und  oi^ß^y^ 
(Taf.  XI,  Pig.  135)  drei  Paare  entsprechender  Strahlen  zweier  pro- 
jectivischer  Strahlenbüschel  C7,  und  C^  und  es  soll  zu  einem  belie- 
bigen vierten  Strahle  des  einen,  der  entsprechende  Strahl 
im  anderen  Bfischel  gefunden  werden. 

Zu  diesem  Behufe  ziehen  wir  durch  den  Schnittpunkt  irgend 
zweier  entsprechender  Strahlen  ^  etwa  durch  den  Schnittpunkt  a,^  der 
Strahlen  <x,  und  «2,  zwei  ganz  beliebige  Gerade  r,  und  r^  und  be- 
trachten diese  als  die  Träger  zweier  den  BQjscheln  6\,  resp.  C^  per- 
spectivisch  zugeordnete  Punktreihen  a,^,C|  und  a^b^c^^. 

Diese  beiden  Punktreihen  sind  untereinander  perspectivisch ,  da 
sie  im  Schnittpunkte  a,,  Ihrer  Träger  zwei  entsprechende  Punkte  a^  und 
a.  besitzen  und  können  mithin  als  Schnitte  eines  und  desselben  Strahlen«* 
boschels  angesehen  werden,  dessen  Mittelpunkt  C  sich  im  Schnittpunkte 
der  Verbindungsstrahlen  6,6,  und  x^c^  ergibt. 

Nach  dieser  Vorbereitung  ist  es  nunmehr  leicht  zu  einem  vierten 
Strahle  d|  den  entsprechenden  vierten  Strahl  d^  in  C^  zu  finden ;  man 
bestimmt  nämlich  zuerst  mittelst  des  Punktes  d,  auf  r,  den  dem  Strahle 
^,  entsprechenden  Strahl  6  des  Büschels  C  und  aus  diesem,  mittelst 
.  des  Punktes  d,,  den  entsprechenden  Strahl  d^  im  Büschel  Q.  Dies 
vöUfQhr^,  ist  nämlich: 

(«1  Ayi«i)  =  («/Jy*);   ebenso  {cc^fi^yM  =  i^ßr») 
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und  mithin 

Da  «1  und  a^,  ß^  und  ß^,  y^  und  y,  entsprechende  Strahlen  sind, 
so  kann  die  vorstehende  Gleichung  nur  dann  bestehen,  wenn  auch  die 
Strahlen  ^|  und  ö^  einander  entsprechende  Strahlen  sind. 

§.  160. 

c)  Gegeben  sei  eine  Punktreihe  ale  (Taf.  XI,  Fig.  136)  und 
ein  zu  derselben  projectivisches  Strahlenbüschel  aßy. 

Zu  einem  beliebigen  Punkte  der  Reihe  soll  der  entsprechende 
Strahl  des  Büschels  und  umgekehrt  bestimmt  werden.  Die  Construc- 
tion  wird  einfach  dadurch  auf  einen  der  beiden  vorhergehenden  Fälle 
zurückgeführt,  dass  man  entweder  das  Strahlenbüschel  aßy  durch  eine 
zu  demselben  perspectiyische  Punktreihe  afi^c^^  oder  die  Punktreihe 
ahc  durch  ein  zu  ihr  perspectivisches  Strahlenbüschel  a^ß^y^  ersetzt 
und  dann  so  wie  in  a),  resp.  h)  verfährt. 

§.  161. 

Gehen  wir  einen  Schritt  weiter  und  setzen  wir  voraus,  es  seien 
zw«i  projectivische  Seihen  a^i^c^  und  a^\c^  auf  demselben 
Tr&ger  gegeben. 

Sind  diese  Beihen  so  beschaffen,  dass  die  entsprechenden  Punkte 
a,  und  a,;  \  und  6^;  c^  und  c^  sich  gegenseitig  decken,  so  werden 
sich,  da  die  beiden  Beihen  durch  diese  drei  Paare  von  Punkten  voll- 
kommen bestimmt  sind,  offenbar  auch  alle  anderen  Paare  von  ent- 
sprechenden Punkten  decken  müssen. 

Fallen  aber  bloß  zwei  Paare  entsprechender  Punkte,  beispiels- 
weise «1  und  a, ;  6,  und  \  zusammen^  das  dritte  Paar  c^  und  o,  jedoch 
nicht,  so  wird  es  auch  kein  weiteres  Paar  sich  deckender  entsprechen- 
der Punkte  geben.  Denn  wäre  d^d^  ein  drittes  zusammenfallendes 
Paar,  so  müssten  nach  dem  vorher  Gesagten,  alle  Paare  entsprechender 
Punkte  zusammenfallen,  was  jedoch  mit  der  gemachten  Voraussetzung, 
dass  C|  und  c^  getrennt  sind,  im  Widerspruche  steht. 

Es  würde  nunmehr  keinem  Anstände  unterliegen,  mit  Bezug  auf 
£e  Gegenpunkte  der  beiden  Beihen,  Kriterien  anzugeben, 
mitteUt  welcher  es  erm&glicht  wird,  zu  bestimmen,  ob  es  zwei  derartige 
Punkte  des  Trägers  gibt,  in  deren  jedem  zwei  entsprechende  Punkte  zu- 
sammenfallen oder  nicht. 

Wir  wollen  jedoch  diese  Betrachtungen  als  streng  genommcD, 
nicht  hieher  gehörig,  übergehen  und  direct  die  Construction  dieser 
Punkte,    die   man    „Doppelpunkte^   der    „coaxialen    Beihen*^ 
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nennt,  als  Eriteriam  für  die  Existenz  derselben  gelten  lassen.  Die 
Einfachheit  der  diesfalls  klar  sprechenden  Constractionen  berechtigt 
uns,  diesen  Weg  einzuschlagen. 

§.  162. 

Seien  demnach  a^b^c^  und  a^bg^c^  (Taf.  XI,  Fig.  137)  drei  Paare 
entsprechender  Punkte  zweier  projectivischer^  coaxialer  Keihen 
auf  dem  Träger  r. 

Zeichnen  wir  einen  beliebigen  Kreis  K,  dessen  Mittelpunkt  M 
sei  und  wählen  wir  irgend  einen  Punkt  G,  der  aber  keiner  der  Schnitt- 
punkte mit  dem  Träger  r  sein  darf,  in  der  Peripherie  desselben ;  ver- 
binden wir  sodann  diesen  Punkt  C  mit  den  sechs  Punkten  a^  A,,  Cp 
o^,  &,,  (?,  durch  die  zugehörigen  sechs  Strahlen  «p  /9p  T^p  «a>  /^g,  7^»« 
so  ergeben  sich  die  beiden  Strahlenbüschel  G(a^ß^y^..)  und  C^a^ß^y^-*)^ 
deren  gemeinschaftlicher  Mittelpunkt  G  ist.  Besagte  Strahlenbfischel 
sind  projectivisch;  da  sie  zu  den  projectivischen  Reihen  a^b^c^,.. 
und  a^b^c^  beziehungsweise  perspectivisch  sind.  Dieselben  treffen 
den  Kreis  K  in  den  Punkten  a\,  b\,  c\  und  a'^,  &',,  c'^. 

Denken  wir  uns  weiters  den  Punkt  a\  als  Mittelpunkt  eines 
Büschels,  dessen  Strahlen  durch  die  Punkte  a',,  i'^,  C^  und  a\  als 
Mittelpunkt  eines  Büschels,  dessen  Strahlen  durch  a\^  b\f  c\  gehen, 
so  ersehen  wir,  dass  der  Winkel  a\a\b\  als  Peripheriewinkel  gleich 
dem  Winkel  {cc^ß^)  und  ebenso  der  Winkel  a'ia'^c^  gleich  ist  dem 
Winkel  («ly,). 

Aus  dieser  einfachen  Thatsache  geht  sofort  hervor,  dass  das 
Büschel  a'a(a\b\c\..)  projectivisch  mit  dem  Büschel  G{cc^ß^y^),  also 
auch  projectivisch  mit  der  Beihe  a^b^c^  sei. 

Auf  gleiche  Weise  kann  nachgewiesen  werden,  dass  das  Büschel 
a\{a'^b\c'^)  mit  dem  Büschel  G{a^ß^y)^  also  auch  mit  der  Reihe 
a^b^c^  projectivisch  ist.  Nachdem  aber  die  Reihen  a,6|C,  und  a^b^c^ 
selbst  projectivisch  sind,  so  gilt  offenbar  dasselbe  auch  von  den 
Büscheln  a'^{a\b\c\)  und  «', («'«t'a^'a)- 

Überdies  vereinigt  aber  die  Gerade  a\  a*^  zwei  entsprechende 
Strahlen  a\a'^  und  a'^a\  in  sich,  woraus  folgt,  dass  die  genannten 
Büschel  auch  perspectivisch  sind. 

Der  perspectivische  Durchschnitt  dieser  Büschel  ergibt  sich  als  die 
Verbindungslinie  r^  jener  Punkte  b  und  c,  in  welchen  sich  die  ent- 
sprechenden Strahlen  a\b\  und  a\b^^  resp.  a\c\  und  a\€'^  schneiden. 

Mit  Zuhilfenahme  dieses  perspectivischen  Durchschnittes  r^  lassen 
sieh  beliebig  viele  Paare  entsprechender  Punkte  der  Reihen  a^b^c^  und 
Ofb^c^  bestimmen. 
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Denken  wir  uns  nämlich  einen  beliebigen  Punkt  d  in  r,  mit  a'^ 
und  a\  verbunden,  so  erhalten  wir  in  den  Büscheln  a\  und  a\  zwei 
entsprechende  Strahlen  a'^ä^i  und  a'^ä',,  welchen  in  den  Buschein 
a, /3,yj. ..  und  cc^ß^y^...  die  beiden  Strahlen  Gd\  und  Od'g  oder  d^ 
und  d^  entsprechen,  die  ihrerseits  den  Träger  r  in  den  entsprechenden 
Punkten  ä,  und  d^  schneiden. 

Yerbinden  wir  nun  statt  d  den  Schnittpunkt  is  des  Kreises  K  mit 
der  Geraden  r,,  mit  a'^  und  a'^,  so  erhalten  wir  gleichfalls  zwei  ent* 
sprechende  Strahlen  a'^z  und  a\ig  der  Büschel  a'^  und  a\.  Diesen 
letztgenannten  Strahlen  entpricht  jedoch  in  den  beiden  Büscheln 
(^i^ißi^t)  u^d  Cia^ß^y^)  nur  ein  einziger  Strahl  Gz  oder  g, 
welcher  demnach  als  die  Vereinigung  der  beiden  Strahlen  i^  und  S, 
zu  betrachten  ist.  Derselbe  trifft  den  Träger  r  bloß  in  einem  Punkte 
jsr,,,  in  welchem  somit  zwei  entsprechende  Punkte  von  a^b^c^  und 
^362^2  vereinigt  sind.  Es  ist  demnach  jer,,  der  eine  Doppelpunkt 
der  beiden  Reihen.  Der  andere  Doppelpunkt  y^,  ergibt  sich  mittelst 
des  zweiten  Schnittpunktes  y  von  r  und  JSl  in  gleicher  Weise. 

In  dem  Falle,  als  die  Gerade  r,  den  Kreis  K  schneidet^  gibt  es 
also  zwei  reelleDoppelp  unkte;  berührt  die  obbezeichnete  Gerade 
r,  den  Kreis  K,  so  fallen  die  beiden  Doppelpunkte  in  einen  ein- 
zigen Punkt  zusammen  und  schneidet  endlich  die  Gerade  r,  den 
Kreis  K  nicht,  so  gibt  es  keine  (zwei  imaginäre)  Doppelpunkte*). 

Die  angegebene  Construction  hat  auch  ihre  vollkommene  Giltig- 
keit  bezüglich  der  Ermittlung  der  ^Doppels trahlen^  zweier 
Strahlenbüschel  mit  gemeinschaftlichem  Mittelpunkte. 

Man  nennt  derartige  Strahlenbüschel ,  wie  beispielsweise  a^  ß^  y^ 
und  cc^ßqyq^  welche  denselben  Mittelpunkt  besitzen,  ^concentrische 
Strahlenbüschel^. 

§.  163. 

Besonders  wichtig  sind  jene  co axialen  Punktreihen,  deren 
Gegenpunkte  u^  und  v^  coincidieren. 

Seien  beispielsweise  auf  dem  Träger  r  (Taf.  XI,  Fig.  138) 
die  beiden  Reihen  derart  gegeben,  dass  deren  Gegenpunkte  u,  und  t;^ 
zusammenfallen,  seien  ferner  a«  und  a^  zwei  entsprechende  Punkte 
der  beiden  Reihen  und  nennen  wir  endlich  denjenigen  Punkt  der  ersten 
Reihe,  welcher  mit  dem  Punkte  a,  der  zweiten  zusammenfällt  \  und 
und  den  ihm  entsprechenden  6^,  so  wird  nach  früherem,  falls  man  die 
Gegenpunkte  mit  den  ihnen  entsprechenden  unendlich  fernen  Punkten 
u!^  und  t^  als  Fixpunkte  annimmt,  die  Gleichung  bestehen: 


oder: 
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(ti,  v^ttift,)  =  (WaVjao&j) I) 


Diese  Ausdrücke  lassen  sich  jedoch  auch  in  anderer  Form 
schreiben,  wenn  wir  berücksichtigen,  dass  die  Punkte  m,  und  v»  ebenso 
wie  die  unendlich  fernen  Punkte  u"^  und  v"^  und  endlich  auch  die  Punkte 
a,  und  5|  zusammenfallen.  Es  wird  sonach  gestattet  sein,  die  für  die 
genannten  Punkte  gewählten  Zeichen  miteinander  zu  vertauschen. 

Wir  gelangen  hiernach  zu  den  Gleichungen: 

(w,  <a,aj)  =  {u'tv^aM II) 

und 

(m,  <aj  a^)  =  «M,  a,  6a) III) 

Letztere  Gleichung  entwickelt,  gibt: 

ÜL?i  .  ^1^5  —  ^'^^  .  <*«  TU  ^ 


Hieraus  folgt: 


^^  =  1  :^ UM 


oder  mit  entsprechendem  Buchstabentausch: 


IV) 


Die  Doppelyerhältnisgleichung  II)  entwickelt  gibt: 

w, Oj  ^  w^  _  <aa  .  <6a 
v^a,  '  v^^a         t?a  a«  '  1^562 


und  durch  Substitution  des  obigen  Ausdruckes  aus  IV): 

oder 


<a,  '  v^tta  ~'"  Va  ««      ^a  ^1 


(a.v'^a,  tta)  =  «^9^901) ^) 

Diese  Gleichung  V)  sagt  ans,  dass  in  dem  eben  besprochenen 
besonderen  Falle  entsprechende  Strecken  a^ij  und  aa&a  ri^^^* 
kehrt  übereinander  liegen*^,  oder  mit  anderen  Worten,  dass 
wenn  zwei  Punkte  der  beiden  Reihen  in  einem  Punkte  ihres  gemein- 
schaftlichen Trägers  zusammenfallen,  dasselbe  auch  Ton  den  ihnen 
entsprechenden  Punkten  gilt. 
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Eine  derartige  Doppelreihe  pflegt  man  eine  „Involution^ 
oder  ein  „Punktsystem"  zu  nennen*). 

Der  Punkt,  in  welchem  die  beiden  Gegenpunkte  zusammenfallen, 
heißt  der  „Mittelpunkt  der  Involution"  und  ein  Paar  ent- 
sprechender Punkte  derselben  pflegt  man  als  „conjugierte  Punkte 
der  Involution"  zu  bezeichnen. 

Die  eben  entwickelte  Eigenschaft  einer  Involution  oder  einer  in* 
volutorischen  Punktreihe  lässt  sich  in  folgender  Satzform  aussprechen : 

60.  yjZtveif  eine  Involution  bildende  Punktreihen  sind  stets  so 
beschaffen  f  dass  zwei  beliebige  einander  entsprechende  Punkte  der- 
selben mit  einander  vertauscht  werden  können,^ 

§.  164. 

Eine  andere  wichtige  Eigenschaft  der  „Involution"  folgt  aus 
der  nachstehenden  Betrachtung. 

Denken  wir  uns  vorerst  zwei  beliebige  projectivische  Beihen  r^ 
und  r,,  deren  Gegenpunkte  u^  und  v^  sein  mögen.  Sind  nun  a^b^ 
zwei  Punkte  der  Beihe  r,  und  sind  a„b^  die  den  erstgenannten  ent- 
sprechenden Paukte  der  Beihe  r,,  so  besteht  die  Gleichung: 

(wi<^^ift,)  =  Kt^««96a) VI) 


oder: 


!V^  .  Ml   =  !55  .  <*?  VI ) 


welche  auch  in  folgender  Form  geschrieben  werden  kann: 

^i«i  .  <«i  _  V^  .  <^  VT  ^ 

und  nachdem  die  zweiten  Glieder  in  diesen  Gleichungen  der  Einheit 
gleich  sind,  wird  auch: 

^1^1  _  !!iA  VXD 

oder: 

u^  a^ .  Vg«,  =  Wj  6|  .  v,6, VIII) 

Da  der  Punkt  b^  ganz  beliebig  gewählt  wurde,  hätte  man  in 
gleicher  Weise  dieselbe  Gleichung  selbstverständlich  auch  für  jeden 
anderen  Punkt  erhalten,  d.  h.  es  ist: 

u^ a^  .t^jÄj  =  w,  6,  .Vjfra  =  w,  Ci.t?,^^  =  , . .  =  const.  . . . VIII|) 

Dieses  constante  Product  pflegt  man  die  „projectivische 
Potenz"  der  beiden  Beihen  zu  nennen. 
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Nachdem',  im  Falle  der  Inyolution,  die  beiden  GegeDpunkte  u^ 
und  t?2  in  einem  einzigen  Punkte  M  coincidieren,  so  über- 
geht diese  Gleichung  in 

3f  a, .  Jf  ttj  =  const IX) 

Hiemach  ergibt  sich  der  Satz: 

61.  TjDdS  Frodud  (Bechteck)  der  Entfernungen  zweier  con- 
juffierter  Punkte  vom  Mittelpunkte  der  Involution  ist  constant."^ 

§.  165. 

Je  nachdem  die  beiden  zur  Involution  vereinigten  Reihen  in 
gleichem  oder  entgegengesetztem  Sinne  verlaufen,  liegen  conjugierte 
Punkte  der  Involution  auf  verschiedenen  Seiten  oder  auf  der  näm- 
lichen Seite  des  Mittelpunktes  derselben. 

Es  ist  sonach  klar,  dass  im  ersten  Falle  keine  Doppelpunkte, 
d.  h.  keine  vereinigten  conjugierten  Punkte  existieren,  im  anderen 
Falle  dagegen  jedesmal  zwei  derselben  vorhanden  sind,  deren  Ent- 
femuDgen  vom  Mittelpunkte  sich  leicht  ergeben,  wenn  man  bedenkt, 
dass  für  den  Doppelpunkt  £,,  die  Belation 

(Jf  jer.J«  =  const X) 

besteht. 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  Doppelpunkte  a  und  y  dieser  In- 
volution vom  Mittelpunkte  um  die  Wurzel  der  projectivischen  Potenz 
entfernt  sind. 

Die  erste  Art  der  Involution  nennt  man  die  „elliptische  In- 
volution^, die  letztere  hing^en  die  „hyperbolische  Invo- 
lution". 

§.  166. 

Zur  Construction  conjugierter  Punkte  einer  Involution  kann  man 
zweckmäßig  Eigenschaften  des  Kreises  verwenden,  welche  der  Ele- 
mentargeometrie entnommen  sind. 

Wenden  wir  vorerst  der  elliptischen  Involution  unsere 
Aufmerksamkeit  zu.  Im  Mittelpunkte  M  (Taf.  XI,  Fig.  139)  der  In- 
volution, errichten  wir  auf  den  Träger  r  derselben  eine  Senkrechte, 
und  tri^en  auf  dieser  Normalen  die  Wurzel  der  Potenz,  d.  i,  M  M' 
auf.  Sind  nun  etwa  a^  und  a,  zwei  beliebig  conjugierte  Punkte  der  In- 
volution, 80  muss  

Ma,  ,Ma^  =  MM^ IX,) 

sein. 

Beschreibt  man  daher  über  a^  a^  als  Durchmesser  einen  Kreis, 

80  wird  dieser  nach  der  vorstehenden  Gleichung,  durch  den  Punkt  M* 

gehen  mfissen. 
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Wählt  man  umgekehrt  in  r  einen  beliebigen  Punkt  als  Mittel- 
punkt dnes  durch  M  gehenden  Kreises,  so  schneidet  dieser  den  Träger 
r  immer  in  zwei  conjugierten  Punkton  h^  und  \\  denn  es  wird  auch 

diesfalls:  

Mb,,M\=  MM^  sein. 

Aus  diesem  einfachen  Ergebnisse  ist  gleichzeitig  zu  ersehen,  dass 
eine  Involution  durch  zwei  Paare  entsprechender  Punkte 
stets  vollkommen  bestimmt  ist.  Man  hat  nämlich  über  den  bei- 
den Paaren  a,  a,  und  \  \  conjugierter  Punkte  bloß  zwei  Halbkreise  zu 
beschreiben,  deren  Schnitt  M  festzustellen,  von  diesem  Schnittpunkte 
die  Senkrechte  MM*  von  M*  aus  auf  den  Träger  r  zu  Allen,  um  so- 
gleich den  Mittelpunkt  M  und  in  MM^  die  projectivische  Potenz  der 
Involution  zu  erhalten.  Jeder  Kreis  durch  M\  dessen  Mittelpunkt  auf 
r  liegt,  bestimmt  sonach  auf  r  zwei  conjugierte  Punkte. 

Besagte  Construction  kann  jedoch  noch  viel  allgemeiner  voll- 
führt werden. 

Ist  nämlich  die  Involution  durch  zwei  Paare  conjugierter  Punkte 
a,  a,  und  &,  \  (Taf.  XI,  Fig.  140)  gegeben,  so  zeichnen  wir  zwei 
beliebige  Kreise  Tc  und  A:, «  welche  durch  a,  und  a^^  resp.  durch  6, 
und  \  gehen.  Diese  Kreise  scheiden  sich  im  allgemeinen  in  zwei 
Punkten  m*  und  m",  während  die  Yerbindungsgerade  m'm"  den 
Ti-äger  r  in  einem  Punkte  M  treffen  wird. 

Auf  Grund  dieser  Construction  wird  nun  bekanntlich: 

Ma^,Ma^  =  Mm'.  Mm" 
M\.Mh^  =  Mm'. Mm"  also  auch 
Ma^.Ma^  =  üf 6,  .  Mh^. 
Hieraus  folgt,  dass  der  erhaltene  Punkt  M  den  Mittelpunkt 
der   Involution    bestimme,  und  {Mm', Mm")    der  Potenz   der 
Involution    gleich    sei.     Jeder    beliebige    andere,   durch    m'   und 
m"  gehende  Kreis  wird  nun,  wie  leicht  einzusehen  ist,  den  Träger  r  in 
conjugierten  Punkten  der  Involution  schneiden  müssen. 

§.  167. 

In  ähnlicher  Weise  werden  auch  die  Constructionen  im  Falle  der 
^hyperbolischen  Involution^  auf  bekannte  Eigenschaften  des 
Kreises  gestützt. 

Setzen  wir  also  voraus,  es  sei  M  (Taf.  XI,  Fig.  141),  der  Mittel- 
punkt der  Involution  a,  und  a,  zwei  conjugierte  Punkte,  welche  der- 
malen auf  einer  und  derselben  Seite  des  Mittelpunktes  M  liegen,  und 
denken  wir  uns  weiters  durch  a^  und  a,  einen  ganz  beliebigen  Kreis 
K  gelegt,  an  welchen  aus  M  eine  Tangente  t  gezogen,  diesen  in  M* 
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berührt,  oder    eine    Secante    s  geführt,    denselben    in    m'   und  m" 
schneidet,  so  bestehen  bekanntlich  die  Gleichungen: 

MM'^  =  Ma^.Ma^  uud 

Mm\Mm'*  =  Ma^.Ma^. 
Die  Potenz  der  Involution  wird  somit  wieder  durch 

MM^  oder  Mm'. Mm" 
repräsentiert. 

Analog  dem  Vorhergegangenen  reichen  diese  Resultate  aus,  um 
zwei  diesbezügliche  Constrnctionsyerfahren  angeben,  resp.  aus  den  hie- 
durch  festgestellten  Daten  herleiten  zu  können. 

Denken  wir  uns  nämlich  eine  Gerade  6  gezogen,  welche  im 
Punkte  M'  auf  MM*  senkrecht  steht,  und  ferner  durch  M'  einen 
beliebigen  Kreis  K^  gezeichnet,  dessen  Mittelpunkt  o  auf  6  liegt^  so 
schneidet  der  genannte  Kreis  K^  den  Träger  r  jedesmal  in  zwei  con- 
jugierten  Punkten  h^  und  \^  indem  die  Gerade  MM*  eine  Tangente 

dieses  Kreises  ist,  und  demzufolge  die  Gleichung  M\  .M\  =  MM'^ 
besteht. 

Beschreiben  wir  ferner  einen  zweiten  beliebigen  Kreis  K^  so, 
dass  er  durch  die  vorher  erhaltenen  Schnittpunkte  m'  und  m"  der 
Secante  s  mit  dem  Kreise  K  geht,  so  sind  dessen  Schnitte  c^  und  c^ 
mit  dem  TrSger  r  wieder  conjugierte  Punkte;  denn  es  ist 

Mc^ .  Mc^  =  Mm* .  31  m*  =  MW'. 

Um  den  Mittelpunkt  und  die  Potenz  einer  durch  zwei 
Paare  conjugierter  Punkte  a^a^  und  h^\  gegebenen  hyperbolischen 
Involution  zu  bestimmen,  wird  man  in  gleicherweise  wie  im  vor- 
beigehenden Falle  durch  a^  a,  und  durch  J\  \  (Taf.  XI,  Fig.  142)  je 
einen  Kreis  K^  und  K^  legen,  deren  Schnitte  ermittelfl  und  die 
Schnittpunkte  m*  und  m"  dieser  Kreise  geradlinig  verbinden. 

Die  bezeichnete  Gerade  m'm**  trifft  den  Träger  r  in  einem  Punkte 
if,  welcher  bereits  den  verlangten  Mittelpunkt  darstellt, 
während  die  Potenz  der  Involution  durch  dasBechteck  (Mm'.Mm*') 
bestimmt  erscheint. 

Ebenso  bestimmt  jeder  andere  durch  m*  und  m"  gehende  Kreis 
K^  zwei  conjugierte  Punkte  c^  und  r,  etc.  der  Involution.  Zieht  man 
endlich  an  einen  dieser  Kreise,  etwa  an  K^  von  M  aus  die  Tangente 
if-lf,  so  wird  diese  die  Wurzel  der  Potenz  repräsentieren.  Be- 
stimmt man  endlich  die  Punkte  z^^  und  y,,  auf  r  so,  dass 

e^^M=zy^^M=^  MM'  wird,  so  ist 

z^^  JP  =  WM^  und 
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woraus  folgt,  dass  si^^  und  y,,  die  Doppelpunkte  der  hyperboli- 
schen Involution  sind. 

§.  168. 

Projiciert  man  zwei  zu  einer  Involution  vereinigte  Punktreihen 
von  einem  Punkte  C  außerhalb  des  Trftgers,  so  erhält  man  zwei 
Strahlenbflschel ,  welche  analoge  Eigenschaften  wie  die  Punktinvo- 
lution selbst  besitzen.  Aus  diesem  Grunde  nennt  man  ein  solches  aus 
zwei  concentrischen  Strahlenbüscheln  bestehendes  Gebilde  ein 
^involutorisches  Strahlenbüschel^,  eine  „Strahleninvolu- 
tion^  oder  ein  „Strahlsystem^. 

Die  Entwicklung  der  Eigenschaften  derartiger  Gebilde  über- 
gehen wir,  da  bei  dem  Auftreten  derselben  grOßtentheils  immer 
nur  der  gerade  Schnitt  in  Betracht  kömmt,  und  alle  Constructionen 
auf  diesen  letzteren  gegründet  werden. 

§.  169. 
Specielle  Lagen  und  Formeo  projectivischer  Elementargebllde.! 

Sind  die  Träger  r^  und  r,  (Taf.  XI,  Fig.  143)  zweier  perspec- 
tivischer  Punktreihen  parallel,  so  entsprechen  sich  die  unendlich 
fernen  Punkte  u^  und  v!^  dieser  beiden  Beihen.  Derartige  Beihen  pflegt 
man  ^ähnliche  Beihen"  zu  nennen. 

Die  charakteristische  Eigenschaft  ähnlicher  Beihen  besteht  darin, 
dass  sich  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  auf  die  Gleichheit 
der  einfachen  Theilverhältnisse  reduciert. 

Sind  nämlich  a,  6,  c^  und  a,  b^  c,  drei  Paare  entsprechender 
Punkte  der  beiden  Beihen,  die  wir  unter  der  bloßen  Bedingung,  dass 
sich  ihre  unendlich  fernen  Punkte  u,  und  u^  entsprechen,  auch  als 
projectivische  Beihen  voraussetzen  können,  so  ist: 

(«l^^lO  =  («!|6,CgO I) 


oder: 


a,  c,    a,t(^       ^  '^      -  -'* 


6,  c,  '  6,M*       feg  Cj  *  fe,  w* ^^ 

Infolge  der  Gleichheit  der  zweiten  Glieder;  es  ist  nämlich  jedes 
derselben  gleich  1,  wird  auch: 

\<^x       *«c« 

§.  170. 

Werd^  weiters  zwei  Punktreihen  einander  so  zugeordnet,    dass 
entsprechende  Strecken  unmittelbar  einander   gleich   werden,  so  sind 
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diese  Seihen  offenbar  projectivisch.  Reihen  von  dieser  Eigenschaft  nennt 
man  „congruente  Reihen^. 

Auch  bei  dem  StrahlenbQschel  ist  ein  besonderer  Fall  hervorzu- 
heben. Werden  nämlich  zwei  Strahlenbüschel  in  der  Weise  einander 
zugeordnet,  dass  entsprechende  Winkel  einander  gleich  sind, 
80  werden  auch  diese  beiden  Büschel  projectivisch;  solche  Büschel 
werden  ^gleiche  Strahlenbüschel^  genannt. 

Liegt  der  Mittelpunkt  eines  Strahlenbüschels  in  unendlicher  Ent- 
fernung, so  sind  sämmtliche  Strahlen  zu  einander  parallel.  Derartige 
Strahlenbüschel  nennt  man  ^ParallelstrahlenbÜschel«. 

Unter  dem  Doppelverhältnisse  von  vier  Strahlen  eines 
Parallelstrahlenbüschels  versteht  man  das  Doppelverhältnis  der- 
jenigen vier  Punkte,  welche  durch  diese  Strahlen  auf  einer  beliebigen 
Transversale  bestimmt  werden. 

Auf  Grund  bekannter  Sätze  aus  der  Elementargeometrie  gelangen 
wir  zu  dem  Schlüsse,  dass  zwei  beliebige,  nicht  parallele  Schnitte  eines 
Parallelstrahlenbüschels  ähnliche  Punktreihen,  und  zwei  beliebige 
parallele  Schnitte  eines  Parallelstrahlenbüschels  congruente  Punkt- 
reihen seien. 

Eine  Punktreihe  kann  auch  ganz  in  unendlicher  Ent- 
fernung liegen. 

Dieselbe  wird  sodann  bestimmt  durch  ihren  Schein  aus  einem 
im  >  Eodlichen  gelegenen  Mittelpunkt ,  d.  h.  durch  die  unendlich 
fernen  Punkte  der  Strecken  eines  zu  der  genannten  Reihe  perspectivi- 
schen  Büschels. 

§.  171. 
Harmonische  Punkte  and  Strahlen. 

unter  allen  möglichen  Doppelverhältnissen  von  vier  Funkten 
einer  Reihe  oder  von  vier  Strahlen  eines  Büschels  ist  dasjenige,  dessen 
Wert  gleich  (—1)  ist,  von  besonderer  Wichtigkeit. 

Sind  vier  Punkte  a,,  &,,  c,,  d,  (Taf.  XI,  Fig.  144)  auf  einer  Geraden 
r  derart  gegeben,   dass  deren  Doppelverbältnis   gleich    ( —  1)  ist,   so 

muss,  wenn  das  erste  Theilverhältnis  ^    gleich    m    ist,    das    zweite 

^^  gleich  (—  m)  sein,  d.  h.  die  beiden  Theilpunkte  c  und  d  theilen 

die  Strecke  ab  ^äußerlich"  und  ^innerlich^  in  gleichem  Verhält- 
nisse. 

Das  nämliche  gilt  auch  von  vier  Strahlen,  deren  Doppel- 
verhältnis den  Werth  (—  1)  annimmt. 
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Derartige  Yierelementige  Orundgebilde  nennt  man  beziehungs- 
weise „harmonische  Punkte'^  und  „harmonische  Strahlen'', 
und  bezeichnet  je  zwei  in  solcher  Weise  getrennte  Elemente  derselben 
als  „harmonisch  conjugierte  Punkte  oder  Strahlen  in  Be- 
zug auf  die  beiden  anderen^®). 

Sind  auf  einem  Träger  r  vier  Punkte  a,  6,  c  und  Uoo  derartig  an- 
geordnet, dass  c  den  Mittelpunkt  der  Strecke  ab  bildet,  so 
repräsentiert  diese  Beihe  einen  speciellen  Fall  von  vier  harmoni- 
schen Punkten. 

Nimmt  man  die  Punkte  a  und  h   als  Fixpunkte  an,   so  ist  das 

Theilverhältnis : 

a  c 


=  +l 


bc 
das  Theilverhältnis 

b  Uoo 
daher  das  Doppelverhältnis: 

(abcuo,)  =  r~  •  t —  =  — l:i-l  =  —  I. 
^  ^      b  c    bu^ 

Die  Punkte  a  und  6,  sowie  die  Punkte  c  und  t/oo  sind  somit 
conjugierte  harmonische  Punkte. 

Ebenso  repräsentieren  zwei  Strahlen  und  deren  Winkelhal- 
bierende einen  einfachen,  resp. speciellen  Fall  harmonischerstrahlen. 
Ist  nämlich  (a,  b)  (Taf.  XI,  Fig.  145)  ein  gegebener  Winkel  und  sind 
c  und  d  die  beiden  Winkelhalbierenden,  so  ist 


sinac 

sinbc  ' 


sin  ad 


sin  (90  -j-  ac)  cosac ^ 


sin b d       sin  (90  —  ac)        cosac 

also 

/    f     JN      sinac    sinad  . 

(a  b  c  a)  =  —. — i—  :  -=; — 7-3  =  —  1. 
^  ^      stnbc    stnbd 

Die  Strahlen  a  und  6,  sowie  die  Strahlen  0  und  d  sind  sonach 
conjugiert  harmonisch. 

§.  172. 

Harmonische  Eigenschaften  eines  yollständigen  VierecheB  oder 

Vierseites. 

Ist  ab  cd  (Taf.  XI,  Fig.  146)  ein  Viereck,  dessen  Gegenseiten 
ab  und  cd,  bc  und  a d  sich  beziehungsweise  in  den  Punkten  m  und  n 
und  dessen  Diagonalen  ac  und  bd  sich  in  dem  Punkte  0  treffen,   so 
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nennt  man  abcdmno  ein  vollständiges  Vierseit;  ac^hd  und 
mn  die  drei  Diagonalen  desselben,  und  das  von  diesen  Diagonalen 
gebildete  Dreieck  mno  das  Diagonaldreieck. 

Es  lässt  sich  unschwer  nachweisen,  dass  jede  Seite  dieses  Vier- 
eckes Yon  den  beiden  anliegenden  Seiten  und  von  zwei  Seiten  des  Dia- 
gonaldreieckes in  vier  harmonischen  Punkten  geschnitten  wird. 

Ebenso  wird  auch  gezeigt  werden  können,  dass  jede  der  Diago- 
nalen von  den  beiden  anderen  Diagonalen  und  von  je  zwei  (beliebigen) 
Gegenseiten  des  Viereckes  gleichfalls  nach  demselben  Gesetze  getheilt 
werde.  Der  Beweis  hiefür  lässt  sich  in  folgender  Form  liefern. 

Um  schnell  und  einfach  zum  Ziele  zu  gelangen,  betrachten  wir 
das  Viereck  abcd  als  die  Centralprojection  eines  Parallelogrammes 
«o^o^o^o»  indem  wir  [siehe  Aufgabe  32]  die  Gerade  mn  als  die 
Fluchttrace  E^  der  Ebene  E  des  Parallelogrammes  wählen,  während 
wir  die  Bildflächtrace  Et  dieser  Ebene,  sowie  auch  das  umgelegte 
Projectionscentrum  C^  beliebig  annehmen. 

Dies  vorausgesetzt  sind  abcdmno  und  ao*o^o^o*^o'**?^o  ^^^^^ 
neare  Figuren  für  Cq  als  Collineationscentrum. 

Die  Gerade  o^m"^  trifft  nun  beispielsweise  die  Seite  b^c^  des 
Parallelogrammes  in  einem  Punkte  /ö,  welcher  dem  Schnittpunkte  f  von 
bc  und  mo  entspricht  und  die  Strecke  b^CQ  halbiert;  der  Punkt  nj^ 
hingegen  liegt  in  unendlicher  Entfernung. 

Es  sind  demnach  die  vier  Punkte  6„ ,  c^ ,  /„  und  »*  harmonisch 
gelegen.  Dasselbe  gilt  infolge  der  Doppelverhältnisgleichheit  selbst- 
verständlich auch  von  den  Punkten  6,  c,  f  und  w,  womit  obige  Behaup- 
tung gerechtfertigt  erscheint.  Ganz  auf  die  nämliche  Weise  werden 
die  harmonischen  Eigenschaften  der  Diagonalen  nachgewiesen.  Hiernach 
der  Satz: 

62.  j^Jede  Seite  eines  vollständigen  Viereches  wird  von  den  bei- 
den anliegenden  Seiten  und  von  sswei  Seiten  des  Di(igonäldreieckes 
in  vier  harmonischen  Punkten  geschnitten ;  ebenso  wird  jede  Diagonale 
von  den  beiden  anderen  Diagonalen  und  zwei  Gegenseiten  des  Vier- 
eckes  harmonisch  getheilt,^ 

Nachdem  überdies  die  vier  Punkte  b^c,  funin  zu  dem  Strahlen- 
büschel m  (b^Cff^n)  perspectivisch  liegen,  wird  auch  das  letztere  har- 
monisch sein,  woraus,  mit  Zugrundelegung  des  eben  angeführten 
Satzes  62,  direct  folgt: 

63)  j^Zivei  Gegenseiten  und  die  durch  ihren  SchnittpunJd  geJicn^ 
den  Seiten  des  Diagonaldreieckes  sittd  harmonische  Strahlen ;  jlasselbe 

Peichka,  D&rstellende  n.  projective  Geometrie.  11 
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gilt  in  Beeng  auf  zwei  Diagonalen^  und  die  durch  ihren  Schnittpunkt 
gehenden  Seiten  des  DiagonaUDreieckes,^ 

§.  173. 

Diese  Eigenschaften  dienen  da^su,  um,  nachdem  man  sich  ent- 
schieden hat,  welches  Paar  der  gegebenen  Punkte  als  harmonisch  con- 
jugiert  betrachtet  werden  soll,  zu  drei  gegebenen  Punkten  a,  b,  c  den 
vierten  harmonischen  Punkt  bloß  mit  Zuhilfenahme  des  Lineals  zu 
construieren. 

Wählen  wir  etwa  a  und  b  (Taf.  XII,  Fig.  147),  als  conjugiert 
harmonisches  Punktepaar,  so  kann  man  die  Construction  des  vierten 
harmonischen  Punktes  d  auf  die  Weise  vollfahren,  dass  man  die 
Gerade  ab  als  Seite  eines  vollständigen  Viereckes  betrachtet.  Man 
wird  also  die  beiden  durch  a  und  b  gehenden  Seiten  am  und  bm 
willkürlich  zeichnen;  hierauf  die  Seite  cm  des  Diagonal- Dreieckes 
ziehen  und  auf  derselben  den  zweiten  Eckpunkt  o  des  letzteren  beliebig 
annehmen.  Vervollständigt  man  das  Viereck  durch  die  beiden  Diago- 
nalen ao  und  bo,  welche  die  Seiten  bm  und  am  beziehungsweise  in 
den  Punkten  f  und  g  schneiden,  und  zieht  man  endlich  die  Gerade  fg 
als  vierte  Seite  des  Viereckes,  so  trifft  diese  bereits  die  Seite  ab  in 
dem  verlangten  Punkte  d. 

Der  vierte  harmonische  Punkt  d  zu  a,  6  und  c  (Taf.  XII, 
Fig.  148)  kann  auch  auf  folgende  Weise  bestimmt  werden« 

Zieht  man  durch  einen  der  Punkte,  etwa  durch  a  eine  beliebige 
Gerade  tf  und  trägt  auf  derselben  von  a  aus  eine  ganz  beliebige 
Strecke  s  nach  c,  und  6,  beziehungsweise  ein-  und  zweimal  auf,  sucht 
sodann  den  Schnittpunkt  C  von  66,  und  cc^  und  führt  endlich  durch 
den  letzteren  Punkt  C  eine  Parallele,  Oel^  zu  tf,  so  trifft  dieselbe  die 
Gerade  a&  in  einem  Punkte  d,  welcher  offenbar  der  gesuchte  vierte 
harmonisohe  Punkt  zu  a,  6  und  c  sein  wird. 

Da  nämlich  die  Punkte  a,,&,,c,  und  d^  harmonisch  sind,  so 
sind  es  auch  deren  Projectionen  a,  by  c  und  ä» 

§.  174. 
ProjectiviBche  Fnndamentaleigenschaften  des  Kreises. 

Denken  wir  uns  einen  Kreis  K  (Taf.  XII,  Fig.  149)  und  auf 
demselben  irgend  zwei  Punkte  C,  und  C,  gewählt  und  verbinden  wir 
jeden  dieser  Punkte  mit  beliebigen  anderen  Kreispunkten  a,  6,  c,  d 
etc.,  so  entstehen  zwei  Strahlenbüschel  mit  den  Mittelpunkten  C,  und 
C,,  deren  Winkel  aC,6  und  aC,ft,  sowie  die  Winkel  aC^c  und  aC^c 
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etc.  als  Peripheriewinkel  über  je  einem  und  demselben  Bogen  einander 
gleich  sind. 

Ordnen  wir  demnach  die  beiden  StrahleubQschel  einander  so  zu, 
dass  jene  Strahlen  a C^  und  a O^ ;  bCj^  und  bC^;.. .  etc.  einander  ent- 
sprechen, welche  durch  den  nämlichen  Punkt  des  Kreises  K  gehen^ 
so  sind  sämmtliche  einander  entsprechende  Winkel  gleich  und  dem- 
nach auch  die  beiden  Büschel  selbst  „projectivisch  gleich^.  Man 
hat  also  den  Satz: 

64.  „  Verbindet  man  zwei  feste,  jedoch  beliebig  angenommene 
Punkte  eines  Kreises  mit  allen  anderen  Punkten  des  letzteren,  so  ent^ 
stehen  jstcei  jprcjectivisch  gleicJie  Strahlenbüschel.^ 

Nehmen  wir  jetzt  umgekehrt  an,  es  wären  zwei  projec- 
tivisch  gleiche  Strahlenbüschel  G^ia^ß^y^..,)  und  C^ia^ßiVq'*') 
gegeben  und  werfen  die  Fra^e  auf,  ob  das  „Erzeugnis^  derselben, 
d.  h.  der  geometrische  Ort  der  Schnittpunkte  a,  fr,  c,...  entsprechen- 
der Strahlen  a^a^;  ß^ß^]  y^y^  ^^^  Ki:eis  sein  müsse  oder  nicht. 

Wir  denken  uns  zu  diesem  Zwecke  durch  (7,0,  (Taf.  XII,  Fig.  149) 
und  den  Schnittpunkt  a  zweier  entsprechender  Strahlen  a,  und  a, 
einen  Kreis  K  gelegt.  * 

Der  Strahl  ß^  schneidet  diesen  Kreis  in  einem  Punkte  fr,  welcher 
Punkt  mit  C^  verbunden,  den  Peripheriewinkel  aC^b  gibt,  der  offen* 
bar  dem  Peripheriewinkel  aC^b  gleich  ist.  Nachdem  aber  voraus- 
gesetzt wurde,  dass  der  Winkel  (a,/Si)  gleich  dem  Winkel  {cc^ß^  sei,  so 
folgt,  dass  auch  die  Gerade  C^b  mit  dem  Strahle  ß^  zusammenfallen 
müsse,  dass  also  fr  der  Schnittpunkt  der  entsprechenden  Strahlen  ß^ 
and  ß^  sei. 

Auf  gleiche  Weise  kann  nachgewiesen  werden,  dass  der  Schnitt- 
punkt c  der  einander  entsprechenden  Strahlen  y^  und  y^  auf  dem 
Kreise  K  liege,  kurz,  dass  K  in  der  That  der  geometrische. Ort 
der  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  der  beiden 
projectivisch  gleichen  Büschel,  oder  mit  anderen  Worten :  dass 
K  das  Erzeugnis  der  beiden  Büschel  C,  und  C^  sei.  Man  ge- 
langt demnach  zu  dem  Satze: 

65.  jj)as  Erzeugnis  zweier  projectivisch  gleichen  Strahlenbüschei, 
d,  Ä.  der  geometrische  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen 
der  beiden  Büschel  ist  jederzeit  ein  Kreis,  welcher  auch  die  Mittel* 
punkte  der  beiden  Büschel  enthält,'^ 

Betrachtet  man  die  Verbindungsgerade  C^C^  als  Strahl  |X|  des 
Büschels  C7p  so  entspricht  demselben  im  Büschel  C^  die  Kreis tangente 
fi,  im  Punkte  C^. 

11* 
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Denkt  man  sich  nämlich  die  entsprechenden  Winkel  (lG^(l^  und 
ctCt^fia  wirklich  gezeichnet,  so  sind  dieselben  nach  einem  bekannten 
Satze  über  Peripheriewinkel  einander  gleich.  Ebenso  entspricht  dem 
Strahle  C^C^,  betrachtet  als  Strahl  r,  des  Büschels  (7,,  im  Büschel 
C^  die  Ereistangente  im  Punkte  C^. 

Direct  ist  das  Angedeutete  sogleich  zu  ersehen,  wenn  man  bei- 
spielsweise den  Punkt  a  dem  Punkte  G^  ununterbrochen  nähert^  in 
welchem  Falle  sich  sodann  auch  die  Kreissehne  C^a  fortwährend  der 
Tangente  im  Punkte  C^  und  die  entsprechende  Gerade  C,a  ohneÜnter- 
lass  der  Verbindungsgeraden  Q  C^  nähert,  bis  endlich  beide  die  obigen 
Grenzen  erreichen. 

§.  175. 

Den  Ereis  kann  man  auch  als  das  Erzeugnis  zweier  Punktreihen 
betrachten,  die  projectivisch  aufeinander  bezogen  werden. 

Sei  also  K  (Taf.  XII,  Fig.  150)  ein  beliebiger  Kreis,  seien  femer 
Tj  und  T2  zwei  feste,  aber  beliebige  Tangenten  desselben,  ist  weiters 
a  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel  und  denken  wir  uns  willkür- 
lich viele  Kreistangenten  t^^t^^t^.^.  gezogen,  welche  die  beiden  er- 
steren^T,  und  T^  in  den  Punkten  a^^  a^^-^  ^»  ^<>;  Cp  c,;. . .  etc.  schnei- 
den, so  lässt  sich  nachweisen,  dass  die  Beihen  a^&,Cj. . .  und  a^b^c^.,, 
projectivisch  sind. 

Fällen  wir  vom  Mittelpunkte  G  des  Kreises  K  auf  T^  und  T^, 
sowie  auf  t^  die  Senkrechten  GP,  GQ  und  GE,  so  ist: 

daher  auch 

^  afia^  =^^PCÖ^-|=i  (180«  +  a) 

und  somit  ist  die  Größe  des  Winkels  a^Ga^  von  der  Lage  t^  unab- 
hängig oder  mit  anderen  Worten  derselbe  ist,  welche  Lage  die  Tan- 
gente \  auch  immer  annehmen  mag,  constant.  Bewegt  sich  dem- 
nach die  Tangente  t^  weiter,  so  werden  die  Schenkel  a^G  und  a^G 
stets  gleiche  Winkel  beschreiben  und  folglich  sind  die  beiden  Büschel 

(7(a^6|(jj...)  und  G{a^h^c^...) 

projectivisch  gleich.  Da  die  Punktreihen  a^\c^..,  and 
o^^gC,...  Schnitte  dieser  Büschel  sind,  so  müssen  diese  unter- 
einander projectivisch  sein.    Es  gilt  demnach  der  Satz: 

66.  y^Eine  veränderliche  Tangente  eines  Kreises  bestimmt  auf 
zwei  festen  Tangenten  desselben  Kreises  zivei  projectivische  Punkte 
reihen,^ 
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Denkt  man  sich  die  Tangente  t^  so  lange  weiter  bewegt,  bis  sie 
endlich  mit  der  festen  Tangente  7\  zusammenßlllt,  so  hat  ihr  Schnitt- 
punkt a,  mit  der  letzteren  den  Berührungspunkt  e^  und  ihr  Schnitt- 
punkt Oq  mit  der  Tangente  T,  den  Punkt  e^^  in  welchem  sich  die 
beiden  festen  Tangenten  I\  und  T^  schneiden,  zur  Grenze. 

Dem  Schnittpunkte  der  beiden  Träger  T,  und  T^ ,  als  Punkt  der 
einen  Beihe  betrachtet,  entspricht  demgemäß  auf  der  anderen  Beihe 
der  Berührungspunkt  des  Trägers  der  letzteren  mit  dem  Kreise. 

Für  diesen  Fall  jedoch  kann  man  nicht  so^  wie  bei  der  Erzeu- 
gung durch  projectivisch  gleiche  Strahlenbüschel,  die  ümkehrung  des 
Satzes,  dass  nämlich  das  Erzeugnis  zweier  projectivischer  Punktreihen, 
d.  h.  die  Enveloppe  der  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
einen  Kreis  vorstellt,  nachweisen. 

§.  176. 
Die  Kegelschnitte  als  projectivische  Erzeugnisse. 

Jeder  ebene  Schnitt  eines  geraden  oder  schiefen  Ki'eiskegels 
wird  ein  „Kegelschnitt^  oder  eine  „Kegelschnittslinie^ 
genannt. 

Es  ist  demnach  auch  jede  Centralprojection  eines  Kreises  ein 
Kegelschnitt« 

Man  kann  sonach  anstandslos  die  projectivischen  Eigenschaften 
des  Kreises,  d.  h.  jene  Eigenschaften,  welche  an  dem  Kreise  in  Ver- 
bindung mit  projectivischen  Elementargebilden  auftreten,  direct  auf 
die  Kegelschnitte  übertragen^). 

Denken  wir  beispielsweise  den  Kreis  Z„  (Taf.  XII,  Fig.  151), 
den  wir  uns  um  die  Bildflächtrace  Eb  seiner  Ebene  in  die  Bildebene 
umgelegt  vorstellen,  centralprojectivisch  in  der  Weise  dargestellt,  dass 
wir  die  Centralprojectionen  a,  6,  c . . .  einzelner  Punkte  a^ ,  b^y  c^ , . . . 
desselben  bestimmen  und  beachten  wir  gleichzeitig,  dass  (nach  Satz  65) 
ein  jeder  Kreis  auch  als  das  Erzeugnis  zweier  projectivisch  gleicher 
Strahlenbüschel  C\ia\ß^Qy\. . .)  und  C^  {cc\ß\ y\. . .)  betrachtet 
werden  könne. 

Die  Centralprojectionen  dieser  Büschel  erhält  man  in  C|(a,/},^p..) 
und  Ci^{cc^ß^yq'")j  wenn  man  die  Centralprojectionen  C^  und  C^  der 
Scheitel  C\  und  C^\  mit  den  Durchstoßpunkten  da dß  dy...  und 
jda^ß^Y*"  d^r   Strahlen    a'ol^*o/o--  ^^^   ^\ß\v\'*'    verbindet. 

Es  ist  demnach  das  Büschel  G^iccxßiVi^**)  perspectivisch  zum 
Büschel  C\{a\ß\y\,  ,.)  und  das  Büschel  Cj^aa/J^y^. . .)  perspec- 
tivisch  zum  Büschel  G\{a\ß\y\,..)\   die   perspecti vischen  Durch- 
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schnitte  sind  in   diesen  Fällen  die  in  der  Bildflächtrace  Et  liegenden 
Pnnktreihen  tf«,  8ß^  «Jy,  • . .  und  Ja^  Jß^  ^y,  •  •  • 

Da  aber  die  Büschel  C\  und  C^^  projectivisch  gleich  sind,  so 
müssen  die  diesen  perspectivisch  zugeordneten  Büschel  C,  und  C^  pro- 
jectivisch sein  und  es  folgt  demnach  der  Satz: 

67.  y^Verhhidet  man  zwei  feste  Punkte  eitles  Kegelschnittes  mit 
allen  aiideren  Punkten  desselben^  so  entstehen  zwei  projectivische 
Strahlenbüschel. " 

§.  177. 

Es  fragt  sich  jedoch  hauptsächlich  noch  darum^  ob  überhaupt 
das  Erzeugnis  zweier  gegebenen  projectivischen  Strahlenbüschel  ein 
Kegelschnitt  sei,  oder  ob  es  ein  Gebot  der  Nothwendigkeit  ist,  dass 
die  beiden  gegebenen  Büschel  außer  ihrer  Projectivität  noch 
anderweitigen  Bedingungen  entsprechen  müssen. 

Wir  werden  nachgewiesen  haben,  dass  das  Erzeugnis  zweier  pro- 
jectivischen Strahlenbüschel  an  und  für  sich  ein  Kegelschnitt  sei,  wenn 
wir  zu  zeigen  vermögen,  dass  der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender 
Strahlen  immer  als  Centralprojection ,  resp.  als  CoUinearfigur  eines 
Kreises  betrachtet  werden  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  an,  es  seien  C^(a^ß^...)  und 
C^icc^ßa-")  (Taf.  XII,  Fig.  152)  die  beiden  projectivischen  Strahlen- 
büschel. 

Der  geometrische  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen 
ist  eine  Kurve  Z",  welcher  auch  die  Mittelpunkte  C^  und  Cg  ange- 
hören; denn  ist  fi,  derjenige  Strahl  des  Büschels  Cy,  welcher  dem 
durch  0|  gehenden  Strahle  ft,  des  Büschels  C^  entspricht,  so  ist  klar, 
dass  der  Punkt  C,  als  Schnittpunkt  der  entsprechenden  Strahlen  [i^ 
und  fi„  der  Kurve  K  angehören  muss.  Das  Gleiche  gilt  von  dem 
Punkte  Cj. 

Es  ist  ferner  leicht  zu  zeigen,  dass  der  Strahl  ft|  mit  der  Kurve 
K  nur  den  Punkt  C/j,  oder  richtiger  zwei  in  C^  zusammenfallende 
Punkte  gemein  hat  und  mithin  die  Kurve  in  C^  berührt.  Hätte  näm- 
lich der  Strahl  ^|  mit  der  Kurve  K  außer  (7|  noch  einen  weiteren 
Punkt,  der  jedoch  mit  (7|  nicht  zusammenfällt,  gemein,  so  müsste  durch 
denselben  auch  ein  dem  Strahle  ft|  entsprechender  Strahl  des  Büschels 
Cg  gehen,  welcher  selbstverständlich  mit  dem  Strahle  f^  nicht  zu- 
sammenfallen dürfte.  Hieraus  würde  unmittelbar  folgen,  dass  dem 
Strahle  /i^  des  Büschels  C,  im  Büschel  C^  außer  dem  Strahle  ft,  noch 
ein  zweiter  Strahl  entsprechen  müsste,  was  jedoch  der  Voraussetzung, 
dass  die  Büschel  C,  und  C^  projectivisch  sind,  widerspricht. 
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Zeichnen  wir  nun  einen  Kreis  JSTq,  welcher  den  Strahl  fi^  im 
Punkte  C,  berührt.  Dieser  Kreis  K^  wird  von  den  Strahlen  C^  C2, 
ff,,  /5|,  y, . . .  des  Büschels  C,  in  den  Punkten  C^^  %,\,  c^.. .  getroffen. 
Verbindet  man  die  so  erhaltenen  Punkte  ^^Ky  ^o"-  ™^^  ^^^  Punkte 
(?,  so  entsteht  (nach  Satz  64)  ein  Strahlenbüschel  C'{C^aQbQCQ...), 
welches  mit  dem  Strahlenbüschel  ^idi^t^i/^i^i- ••)  projectivisch  gleich, 
mit  dem  Büschel  0,  (f^  c^s  j^s  g^2 .  • . )  demnach  projectivisch  ist. 

Die  beiden  Büschel  C  und  Gj  haben  aber  die  entsprechenden 
Strahlen  G'C^  und  C„fi,j  gemein,  sind  daher  perspectivisch.  Die  Schnitt- 
punkte a,,  6,,  Cj . . .  ihrer  entsprechenden  Strahlen  Ca^^  und  C^cc^;  O ß^ 
und  G,/?^;  C'c^  und  Cg^^;. . .  etc,  liegen  demnach  in  einer  Geraden  Ey 
dem  perspectivischen  Durchschnitte  der  beiden  Büschel. 

Der  Zusammenhang  der  gezeichneten  Büschel  mit  dem  Kreise 
K^  und  der  Kurve  K  lässt  nun  leicht  erkennen,  dass  K^  und  f  col- 
lineare  Gebilde  in  Bezug  auf  die  Gerade  2  als  Gollineations- 
achse  und  den  Punkte,  als  Collineationscentrum  sind,  dass  also 
K  die  Centralprojectiön  des  um  die  Trace  Eb  =  2  umgelegten  Kreises 
Zj,  vorstelle,  wenn  man  C,  als  das  umgelegte  Projectionscentrum 
betrachtet. 

Hiemit  ist  unzweideutig  nachgewiesen^  dass  das  Erzeugnis  K  der 
beiden  Büschel  C^  und  C^  stets  ein  Kegelschnitt  sein  werde. 

Mit  Bezugnahme  auf  Satz  67  ist  auch  unschwer  zu  erkennen, 
dass  die  Scheitel  C,  und  C^  gewönliche  Kurvenpunkte  sind, 
dass  denselben  also  ihre  Eigenschaft  als  Mittelpunkte  der  erzeugenden 
Büschel  in  der  Kurve  K  keine  besondere  Bedeutung  verleiht. 

Man  kann  daher  ganz  allgemein  den  Satz  aufstellen: 

68.  jjDas  Erzeugnis  zweier  beliebigen  projectivischen  Strahlen- 
büschel,  d.  h.  der  geometrisehe  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender 
Strahlen  dieser  Büschel^  ist  ein  Kegelschnitt,  welchem  auch  die  Mittel- 
punkte  der  beiden  Büschel  angehören ;  der  Verbiyidungslinie  der  beiden 
Mittelpunkte,  als  Stralü  des  einen  Büschels  betrachtet,  entspricht  im 
anderen  Büschel  jene  Gerade,  tvelche  den  Kegelschnitt  im  Mittelpunkte 
dieses  Büschels  berührt,^ 

§.  178. 

Denken  wir  uns  wieder  einen  Kegelschnitt  K  (Taf.  XII,  Fig.  153) 
als  Centralprojectiön  eines  Kreises,  der  um  die  Bildflächtrace  Et  seiner 
Ebene  in  die  Bildebene  umgelegt,  in  K^  dargestellt  ist.  Ziehen  wir 
an  diesen  Kegelschnitt  zwei  beliebige  Tangenten  T,  und  T^,  so  ver- 
gegenwärtigen diese  die  Centralprojectionen  zweier  Kreis tangenten, 
welche,  um  Et  umgelegt,  sich  in  T^^  und  T*,>  repräsentieren. 
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Nach  Satz  66  bestimmen  sämmtliche  Kreistangenten  t^^  t^... 
auf  diesen  beiden  Tangenten  T^q  und  T\  zwei  projectivische  Punkt- 
reihen a\  b\  c\...  und  a\  b\  c%  . , . ,  deren  Centralprojectionen 
a, 6, c, ...  und  a^b^c^.,,  auf  T^  und  Tg  demnach  gleichfalls  projec- 
tivisch  sein  müssen. 

Verbindet  man  enjbsprechende  Punkte  dieser  letztgenannten  Reihen, 
so  erhält  man  Gerade  ^  welche  die  Centralprojectionen  von  Kreistan- 
genten vorstellen,   und  demnach  Tangenten  des  Kegelschnittes  sind. 

Umgekehrt  ist  jede  Tangente  des  Kegelschnittes  die  Central- 
projection  einer  Kreistangente;  dieselbe  bestimmt  mithin  auf  den 
festen  Tangenten  T\  und  T'^  zwei  entsprechende  Punkte  der  ge- 
nannten Reihen  a,,  6,,  c, ...  und  a^,  &,,  o, ... 

Nach  obangezogenem  Satze  entsprechen  endlich  dem  Schnitt- 
punkte der  Tangenten  T\  und  T\  die  Berührungspunkte  dieser  Tan- 
genten mit  dem  Kreise  jKj,.  Dasselbe  gilt  auch  in  der  Projection  von 
den  Tangenten  T,  und  T,  und  dem  Kegelschnitte  K.  Man  kann  also 
den  Satz  aufstellen: 

69.  ^Sämmtliche  Tangenten  eines  Kegelschnittes  bestimmen  auf 
zwei  festen^  aber  beliebig  angenommenen  Tangenten  desselben  zwei 
projectiviscihe  Punictreihen ;  dem  Schnittpunkte  der  letztgenannten  Tan- 
genten entsprechen  beziehungsweise  die  Berührungspunkte  derselben  mit 
dem  Kegelschnitte,^ 

§.  179. 

Es  erübrigt  jetzt  noch,  nachzuweisen,  dass  zwei  projectivische 
Punktreihen,  in  welcher  Lage  sie  sich  auch  befinden  mögen,  jederzeit 
einen  Kegelschnitt  erzeugen. 

Seien  f,  und  t^  (Taf.  XII,  Fig.  154)  wieder  zwei  beliebig  gege- 
bene Punktreihen.  Die  Yerbindungsgeraden  entsprechender  Funkte 
Oj  und  a^;  6,  und  b^  etc.  berühren  eine  gewisse  Kurve  K. 

Ist  ä,  jener  Punkt  der  Reihe  t^^  welcher  dem  Schnittpunkte  d 
von  f,  und  t^ ,  als  Punkt  d^  der  Reihe  t^  betrachtet,  entspricht,  so  ist 
klar,  dass  die  Gerade  t^  als  Verbindungslinie  der  entsprechenden  Punkte 
d^  und  d^  eine  Tangente  der  Kurve  K  sein  müsse.  Dasselbe  gilt  auch 
bezüglich  der  Geraden  t^. 

Der  Punkt  ä,  ist  aber  gleichzeitig  der  Berührungspunkt  der  Ge- 
raden f|  mit  der  Kurve  K,  wie  es  unmittelbar  aus  dem  Umstände 
hervorgeht,  dass  durch  d^  außer  t^  keine  andere  Tangente  an  die 
Kurve  gezogen  werden  kann.  Wäre  letztere  Behauptung  unbegründet-, 
so  müsste  es  möglich  sein,  eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  den  Punkt 
d^  mit  einem  (von  d  verschiedenen)  entsprechenden  Punkte  der  Reihe 
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^  Yerbindet;  ein  solcher  Paukt  ist  aber  bei  projectivischen  (eindeu* 
tigen)  Beihen  nicht  vorhanden. 

Denken  wir  uns  nun  weiters  einen  Ereis  Kq  gezeichnet,  welcher 
die  Gerade  t^  ebenfalls  in  d^  berührt  und  an  diesen  Ereis  von  dem 
Schnittpunkte  d^  der  Geraden  t^  uud  t^  die  Tangente  t\  gezogen. 

Dies  vorausgesetzt,  wird  (nach  Satz  66)  die  Reihe  a\b\c\...^ 
welche  durch  die  von  a,  fc^  c, . . .  an  den  Kreis  Kq  gezogenen  Tan- 
genten auf  t\  bestimmt  wird ,  mit  der  Reihe  a^biC^..,,  also  auch 
mit  der  Reihe  a^b^e^...  projectivisch  sein. 

Die  Reihen  a\b\c\...  und  a^b^c^...  sind  aber  überdies  per- 
spectivisch,  da  der  Schnittpunkt  d^  ihrer  Tr&ger  t^  und  t\^  sich 
selbst  entspricht. 

Es  werden  demnach  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
a\  und  a^;  b%  und  6,;  c%  und  c^;  etc.  durch  den  nämlichen  Punkt 
(7g  gehen  müssen. 

Betrachtet  man  nun  den  Punkt  C^  als  das  um  die  Fluchttrace 
£«  einer  Ebene  E  umgelegte  Projectionscentrum ,  die  Gerade  t^  als 
die  Bildflächtrace  Ei,  der  Ebene  E  uud  K^  als  den  um  dieselbe  um- 
gelegten Kreis,  so  stellen  die  Geraden  a^a^i,  b^b,j,  CjC^...  die  Central- 
projectionen  der  umgelegten  Ereistangenten  a^a\]  bib\;  c^€\. . .  dar. 
Die  Eurve  JT,  welche  von  diesen  berührt  wird ,  kann  demnach  keine 
andere,  als  die  Gentralprojection  des  Ereises  K^  selbst,  mithin  ein 
Kegelschnitt  sein.  Als  Ergebnis  der  angestellten  Betrachtungen  ergibt 
sieh  sonach  der  Satz: 

70.  j^Das  Erzeugnis  zweier  beliebigen  projectivischen  Punktreihen^ 
d.  h.  die  Kurve,  welche  die  Verbindungsgeraden  aMer  Paare  entspre- 
chender  Punkte  dieser  Reihen  umhüllen,  ist  immer  ein  Kegelschnitt, 
Dieser  Kegelschnitt  berührt  die  Träger  der  beiden  Reihen  in  jenen 
Punkten,  welche  dem  Schnittpunkte  der  Träger,  ais  Punkt  der  bejrie- 
eiehungsweise  zweiten  Reihe  betrachtet,  entsprechen.'^ 

Dam  Satze  69  ist  zu  entnehmen,  dass  die  Träger  t^  und  t^  der 
beiden  projectivischen  Punktreihen  einfache  Eurventangenten 
sind,  dass  dieselben  also  dadurch,  weil  sie  Träger  der  erzeugenden  Reihen 
sind,  als  Tangenten  des  Eegelschnittes  keine  besondere  Bedeutung  ge- 
winnen. 

§.  180. 

Aus  diesen  Erzeugungsweisen  der  Eegelschnitte  folgen  nach- 
stehende Sätze  und  Eigenschaften: 

71.  jfEin  Kegelschnitt  ist  durch  fünf  seiner  Punkte  bestimmt. "^ 

Sind  nämlich  a,  6,  c,  C^  und  C;  (Taf.  XII,  Fig.  155)  fünf 
Punkte  eines  Eegelschnittes,  von  welchen  man  zwei,  etwa  C^  und  0,, 
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als  Mittelpunkte  zweier  den  Kegelschnitt  erzeugenden  Bdschel  an* 
nimmt,  so  erhält  man  in  C^a,  (7^6,  C^c  und  O^a,  C^fr,  (7,6  drei  Paare 
entsprechender  Strahlen  dieser  Büschel,  durch  welche  die  projectivische 
Beziehung  derselben  vollkommen  festgestellt  erscheint. 

Zu  jedem  Strahle  Qä  lässt  sich  sodann  auf  bereits  bekannte 
Weise  der  entsprechende  Strahl  (7g  ä,  welcher  den  ersteren  in  einem 
Punkte  des  Kegelschnittes  trilBft,  leicht  bestimmen. 

Die  Tangente  des  Kegelschnittes  in  einem  der  fQnf  Punkte,  etwa 
in  C|,  kann  nach  Satz  70,  als  der  dem  Strahle  G^C^  des  Büscheis  C, 
entsprechende  Strahl  Cj/i,  auf  demselben  Wege  bestimmt  werden. 

§.  181. 

Der  analoge  Satz  für  die  Erzeugung  durch  projectivische 
Punktreihen  lautet: 

72.  ^Ein  Kegelschnitt  ist  durch  fünf  seiner  Tmiyenten  voll^ 
ständig  bestimmt.^ 

Die  fünf  gegebenen  Tangenten  des  Kegelschnittes  K  seien  t^j  ^, 
^3,  t^  und  ^5  (Taf.  XII,  Fig.  156). 

Zwei  derselben,  etwa  t^  und  t^  kann  man  als  die  Träger  zweier 
projectivischer,  den  Kegelschnitt  erzeugenden  Punktreihen  betrachten. 
Die  übrigen  drei  Tangenten  t^,  t^  und  ^5  bestimmen  drei  Paare  ent- 
sprechender Punkte  ajU^;  b^b^*y  CjCg  derselben,;  wodurch  deren  projec- 
tivische Beziehung  fixiert  ist. 

Zu  einem  beliebigen  weiteren  Punkt  d^  der  einen  Beihe  kann 
nun  auf  bekannte  Weise  der  entsprechende  Punkt  d^  der  anderen 
Beihe  t^  leicht  gefunden  werden  und  erhält  man  so  in  d^d,  eine  neue 
Tangente  des  Kegelschnittes. 

Der  Berührungspunkt  einer  der  fünf  Tangenten,  beispielsweise 
von  t^  bestimmt  sich  einfach  als  der  dem  Schnittpunkte  e^  der  beiden 
Träger  t^  und  t^  entsprechende  Punkt  e,. 

Die  Anzahl  der  Punkte,  in  welchen  eine  Kurve  von  einer 
Geraden  geschnitten  wird,  nennt  man  die  „Ordnung^  der  Kurve, 
und  die  Anzahl  der  Tangenten,  die  von  einem  Punkte  an  die 
Kurve  gezogen  werden  können,  bestimmen  die  „Classe^  derselben. 

Ist  eine  Kurve  gleichzeitig  von  der  nten  Ordnung  und  von 
der  nten  Classe,  so  sagt  man  sie  sei  vom  /i-ten  Grade. 

Da  die  Kegelschnitte  als  Centralprojectionen  des  Kreises  betrachtet 
werden  kOnnen,  so  ist  klar,  dass  dieselben  von  einer  Geraden  nur  in 
zwei  Punkten  geschnitten  und  dass  von  einem  Punkte  aus  nur  zwei 
Tangenten,  dieselben  mOgen  reell  oder  imaginär  sein^  an  dieselben 
gezogen  werden  können. 
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Es  folgt  demnach  der  Satz: 

78.  j^Die  Kegelschnitte  sind  Kurven  zweiter  Ordnung  und 
zimter  Glosse^  oder  die  Kegelschnittslinien  sind  Kurven  zweiten 
Grades.^ 

§.  182. 

Bevor  wir  auf  die  nähere  Betrachtung  der  Kegelschnitte  „als 
Collineargebilde^  des  Kreises  Qbergehen,  sei  es  gestattet,  noch 
zwei  wichtige  Sätze ^  welche  aus  der  projectivischen  Erzeugung 
unmittelbar  folgen,  festzustellen. 

Wir  wissen  nämlich,  dass  ein  Kegelschnitt  durch  fünf  seiner 
Punkte  YoUkommen  bestimmt  ist  und  entnehmen  daraus^  dass  dem- 
gemäß zwischen  sechs  Punktea  eines  Kegelschnittes  gewisse  Bedin- 
gungen existieren  werden. 

Seien  also  a,  6,  c,  d,  e  und  /  (Taf  XII,  Fig.  157)  sechs  Punkte 

eines  Kegelschnittes  K.    Nehmen   wir   zwei   dieser  Punkte,    etwa  a 

und  e  als  Mittelpunkte   der   erzeugenden  Strahlenbüschel    an^  so  ist 

bekanntlich : 

a(bcdf)  =  e(bcdf). 

Der  erstere  dieser  Yierstrahlen  wird  von  der  Geraden  cä  in 
den  vier  Punkten  A, ,  c,  d  und  /J  und  der  zweite  von  der  Geraden  h  c 
in  den  vier  Punkten  &,  c,  d^  und  /,  geschnitten. 

Es  muss  daher  auch 

{\cdQ  =  (bcd^Q 
sein. 

In  diesen  beiden  Beihen  entspricht  aber  der  Schnittpunkt  c  der 
Träger  cd  und  hc  sich  selbst;  dieselben  sind  demnach  perspec- 
tivisch.  Aus  diesem  Grunde  müssen  die  Verbindungsstrahlen  ent- 
sprechender Punkte  &|  und  b;  d  und  d,;  /*,  und  /*,  durch  den  näm- 
hchen  Punkt  C  gehen. 

Verbindet  man  nun  die  gegebenen  Punkte  a,  &,  c,  dy  e  und  f 
zu  einem  Sechseck,  so  sieht  man,  dass  der  Punkt  G  der  Schnitt- 
punkt der  Gegenseiten  ah  und  de  ist,  während  die  Punkte  f^ 
und  /,  die  Schnittpunkte  der  Gegenseitenpaare  af  und  dCj  resp.  hc 
und  ef  darstellen. 

Nachdem,  wie  gezeigt  wurde,  die  Verbindungsgerade  f^f2  durch 
C  gehen  muss,  ergibt  sich  als  natürliche  Folgerung,  dass  die  Schnitt- 
punkte der  drei  Paare  von  Gegenseiten  auf  einer  und  derselben  Ge- 
raden liegen  müssen.  Wir  erhalten  hiernach  den  nach  seinem  Entdecker 
benannten  „Pascal'schen  Satz": 
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74.  ^Die  Schnittpunkte  der  drei  Faare  von  Gegenseiten  eines 
einem  Kegelschnitte  eingeschriebenen  Sechseckes  liegen  auf  einer  und 
derselben  Geraden.'^  ^) 

§.  183.1 

Stellt  man  bei  der  Erzeugung  eines  Kegelschnittes  durch  pro- 
jectivische  Punktreihen  analoge  Betrachtungen  an,  so  gelangt  mau  zu 
dem  dual  entgegengesetzten  Satze. 

Sind  nämlich  sechs  Tangenten  t^,t^^t^yt^^  t^  und  t^  (Taf.  XII, 
Fig.  158)  eines  Kegelschnittes  gegeben,  welche  ein  diesem  Kegel- 
schnitte umschriebenes  Sechseck  abcdef  bestimmen,  so  sind  die 
Doppel  Verhältnisse ,  welche  die  Tangenten  ^a,  ^3,  t^,  t^  auf  t^  und  ^5 
bestimmen,  einander  gleich;  es  ist  also: 

(a\dj)  -==  (a^b^de). 

Projiciert  man^  die  ersten  vier  Punkte  von  c  aus,  die  zweiten 
vier  Punkte  dagegen  von  b  aus,  so  müssen  auch  die  dadurch  erhaltenen 
Yierstrahlen  ein  gleiches  Doppelverhältnis  besitzen;  es  ist  somit: 

c(a\d^f)  =  b{a^b^de). 

Da  aber  diese  beiden  Büschel  in  der  Verbindungslinie  bc  ihrer 
Mittelpunkte  zwei  entsprechende  Strahlen  c  b^  und  b  b^  vereinigen ,  so 
sind  dieselben  perspectivisch ;  es  müssen  demnach  die  Schnittpunkte 
der  entsprechenden  Strahlen  auf  einer  Geraden^  dem  perspectiv!- 
sehen  Durchschnitte  dieser  beiden  Büschel  liegen. 

Die  entsprechenden  Strahlen  ca  und  ba^  schneiden  sich  in  a, 
die  entsprechenden  Strahlen  cci,  und  bd  in  d\  es  ist  somit  ad  der 
perspectivische  Durchschnitt  der  beiden  Büschel,  auf  welchem  noth- 
wendigerweise  auch  noch  der  Schnittpunkt  0  des  dritten  Paares  ent- 
sprechender Strahlen  c/*  und  be  liegen  muss. 

Hieraus  folgt,  dass  die  drei  Geraden  ad,  be  und  cf,  welche 
nichts  anderes  als  die  Diagonalen  des  Sechseckes  abcdef  sind,  sich 
in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden;  daher  der  von  Brianchon 
herrührende  Satz : 

75.  „Die  drei  Diagonalen  eines  irgend  einem  Kegelschnitte  um- 
schriebenen Sechsseites  schneiden  sich  stets  in  einem  PunJcte,^  ') 

§.  184. 

Der  PascaTsche,  ebenso  wie  der  Brian c ho n'sche  Satz  sind 
mannigfaltiger  Specialisierungen  und  Anwendungen  fähig,  und  daher 
auch  deshalb  für  die  projectivische  Geometrie  von  großer  Wich- 
tigkeit. 
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Es  mag  in  dieser  Hinsicht .  wenigstens  ein  Beispiel  hier  Platz 
finden,  nm  dadurch  anzudeuten,  dass  man  in  analoger  Weise  eine 
ganze  Reihe  von  Sätzen  aufstellen  könne. 

Denken  wir  uns  beispielsweise  in  dem  Brianchon'schen  Sechs- 
ecke abcdef  (Taf.  XII^  Fig.  158)  die  Seite  bc^  ohne  dass  sie  aufhört 
Tangente  des  Kegelschnittes  K  zu  sein,  so  lange  bewegt,  bis  sie  mit 
der  Seite  ab  zusammenßlllt,  so  wird  sich  deren  Schnittpunkt  b  mit 
ab  immer  mehr  dem  Berührungspunkte  der  Seite  ab  nähern  und 
endlich  mit  demselben  ganz  und  gar  zusammenfallen. 

Wiederholt  man  dasselbe  mit  den  Seiten  ed  und  cd;  ef  und  af, 
so  übergeht  endlich  das  Sechseck  abcdef  in  ein  dem  Kegelschnitte 
K  umschriebenes  Dreieck  ace  (Taf.  XII,  Fig.  159),  in  welchem  die 
übrigen  drei  Ecken  durch  die  Berührungspunkte  bdf  ersetzt  sind.  An 
die  Stelle  der  Diagonalen  treten  die  Verbindungslinien  ad^  be  und 
cf  der  Ecken  a,  c  und  e  des  Dreieckes  mit  den  Berührungspunkten 
6,  d  und  f  der  Gegenseiten.  Selbstverständlich  müssen  sich  auch  diese 
wieder  in  einem  Punkte  0  schneiden. 

Man  hat  daher  aus  dem  Brianchon'schen  Satz  durch  diese  ein- 
fache Darlegung  den  folgenden  Specialsatz  gewonnen: 

76.  y^Die  geraden  Verbindungslinien  der  Eckpunkte  eines  einem 
Kegelschnitte  umschriebenen  Dreieckes  mit  den  Berührungspunkten 
der  Gegenseiten  schneiden  sich  in  einem  Funkte.^ 

In  ganz  ähnlicher  Weise  lassen  sich  aus  dem  Briancho naschen 
Satze,  Specialsätze  über  umschriebene  Fünfecke  und  Vierecke  mit 
deren  Berührungspunkten,  sowie  aus  dem  PascaTschen  Satze  Special- 
sätze über  eingeschriebene  Fünfecke  und  Vierecke  und  die  Tan- 
genten in  ihren  Eckpunkten  ableiten. 

§.  185. 

Nach  dieser  eingeschalteten,  ebenso  wichtigen  als  interessanten 
Zwischendiscussion  kehren  wir  zur  Entwickelung  der  Eigenschaften  der 
Kegelschnitte  als  Collineargebilde  des  Kreises  zurück. 

Sei  A  (Taf.  XII,  Fig.  160)  die  Gollineationsachse  und  G  das  Gol- 
lineationscentrum ;  6r,  und  6r,  seien  die  beiden  Gegenachsen  und  K^  ein 
Kreis  im  System  II  (Index  2).  Die  CoUinearverwandte  dieses  Kreises 
im  Systeme  I  (Index  1)  sei  der  Kegelschnitt  K^. 

Jedem  Punkte  des  Kreises  entspricht  coUinear  ein  Punkt  des 
Kegelschnittes,  und  jeder  Tangente  des  Kreises  eine  Tangente  des 
Kegelschnittes. 

Bezüglich  der  Lage  des  Kreises  K^  zur  Gegenachse  G^  seines 
Systemes  können  drei  Fälle  eintreten:  a)  der  Kreis  K^  schneidet  die 


174 

Oegenachse  G^  in  zwei  reellen  Punkten ;  b)  derselbe  schneidet  die  Gegen- 
achse  nicht,  trifft  dieselbe  also  in  zwei  imaginären  Punkten  und  c)  der 
Kreis  K^  berührt  die  Gegenachse  G^. 

In  jedem  dieser  genannten  drei  Fälle  zeichnet  sich  der  ent- 
sprechende Kegelschnitt   durch  eine  andere  typische  Form  aus. 

Im  ersten  Falle  entsprechen  nämlich  den  Schnittpunkten  des 
Kreises  mit  der  Gegenachse  zwei  reelle  unendlich  ferne  Punkte 
des  collinearen  Kegelschnittes.  Einen  Kegelschnitt,  welcher  zwei  reelle 
getrennte  unendlich  ferne  Punkte  besitzt,  nennt  man  bekannt- 
lich eine  Hyperbel. 

Den  Kreistangenten  in  den  genannten  Schnittpunkten  entspre- 
chen collinear  zwei  Gerade,  welche  den  Kegelschnitt  in  unendlich 
fernen  Punkten  berühren.  Man  bezeichnet  diese,  den  Kegelschnitt  (die 
Hyperbel)  in  unendlicher  Entfernung  berührenden  Geraden  als  die 
„Asym toten"  der  Hyperbel. 

Da  der  Kreis  eine  geschlossene  Kurve  ist,  muss  es  auch  seine 
Collinearverwandte  sein,  nachdem  aber  im  vorliegenden  Falle 
die  letztere  zwei  unendlich  ferne  Punkte  besitzt ^  so  folgt,  dass  eine 
Hyperbel  aus  zwei  Ästen  besteht,  welche  sich  erst  im  Unendlichen 
schließen. 

Schneidet  der  Kreis  K^  die  Gegenachse  nicht,  so  besitzt  auch 
der  collinearverwandte  Kegelschnitt  keine  reellen  unendlich  fernen 
Punkte,  stellt  somit  eine  im  Endlichen  geschlossene  Kurve  dar, 
die  man  „Ellipse"  nennt. 

Berührt  endlich  die  Gegenachse  G^  den  Kreis  £^,  so  ist  die  un- 
endlich ferne  Gerade  gleichzeitig  Tangente  des  collinearen  Kegel- 
schnittes, welcher  also  in  diesem  Falle  zwei  unmittelbar  aufein- 
ander folgende  unendlich  ferne  Punkte  besitzt  und  „Parabel" 
genannt  wird. 

§.  186, 

Eine  äußerst  wichtige  Eigenschaft  von  Kegelschnitten  und  col- 
linearen Kreisen  besteht  darin,  dass  das  Collineationscentrum  gleich- 
zeitig den  Schnittpunkt  zweier  gemeinschaftlichen  Tangenten  beider 
Collinearfiguren  vorstellt. 

Da  nämlich  eine  durch  das  Collineationscentrum  gehende  Gerade 
des  einen  Systemes  mit  der  entsprechenden  Geraden  im  anderen  Sy- 
steme zusammenfällt,  so  müssen  die  durch  das  Collineationscentrum  C 
gehenden  Tangenten  f  und  t"  des  Kreises  K^  (Taf.  XII,  Fig.  160) 
auch  den  Kegelschnitt  K^  berühren.  Sind  von  C  aus  keine  reellen 
Tangenten  an  K^  möglich,  so  lassen  sich  natürlich  von  C  aus  auch 
keine  reellen  Tangenten  an  K^  ziehen. 
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Wir  erhalten  demnach  den  Satz: 

77.  ^Sind  jstvei  Kegelschnitte  oder  ein  Kreis  und  ein  Kegel- 
schnitt perspedivisch  collinear,  so  gehen  zwei  gemeinschaftliche  Tan- 
genten der  beiden  Kurven  durch  das  Gollineationscentrum.^ 

Von  dieser  Eigenschaft  kann  mit  Vortheil  bei  der  LösuDg  des 
folgenden  Problemes  Gebrauch  gemacht  werden. 

§.  187. 

65.  Aufgabe,  Ein  Kegelschnitt  ist  durch  drei  seiner  Punkte  und 
zwei  seiner  Tangeuten  gegeben;  der  erstere  ist  mit  irgend  einem 
Kreise  in  collineare  Bessiehung  zu  bringen  und  sollen  die  Schnitt- 
punkte desselben  mit  6lner  Geraden  bestimmt  werden  ^). 

Die  beiden  gegebenen  Tangenten  seien  f  und  t**  (Taf.  XIII, 
Fig.  161),  während  a,,  b^  und  c,  die  drei  gegebenen  Punkte  des 
Kegelschnittes  K^  darstellen. 

Den  Schnittpunkt  C  der  beiden  Tangenten  P  und  V*  betrachten 
wir  als  Collineationscentrum.  Zeichnen  wir  weiters  einen  Kreis  K^  so, 
dass  er  die  Tangenten  t'  und  f"  berührt  und  setzen  wir  voraus,  dass 
sa  diesem  Kreise  K^  der  Kegelschnitt  K^^  welcher  durch  a^  &,,  c^, 
t*  nnd  f"  bestimmt  ist,  collinear  sein  solle. 

Die  den  Punkten  a^  &,  und  o,  entsprechenden  Punkte  a,,  b^  und 
c,  des  Kreises  K^  ergeben  sich  im  Schnitte  des  letzteren  mit  den 
Collineationsstrahlen  Öa,,  Gb^  und  Oc,. 

Die  collineare  Beziehung  ist  somit  yollkommen  festgestellt,  da 
wie  bekannt,  drei  Paare  entsprechender  Punkte  hiezu  vollkommen 
genfigen. 

Der  Kegelschnitt  ÜT,,  welcher  in  Bezug  auf  den  Kreis  K^  col- 
linear zu  bestimmen  ist,  entspricht  somit  air  den  gegebenen  Bedin- 
gungen; denn  indem  der  Kreis  K^  durch  a,,  b^  und  c^  gefQhrt  ist, 
muss  der  Kegelschnitt  K^  durch  a^  b^  und  c,  gehen,  und  da  V  und 
<*  die  vom  Collineationscentrum  C  an  den  Kreis  K^  gezogenen  Tan- 
genten repräsentieren,  müssen  dieselben  auch  den  Kegelschnitt  JT, 
tangieren. 

Den  Kegelschnitt  könnte  man  nun  leicht  punktweise  auf  bekannte 
Art  Gonstruieren,  indem  man  vorerst  die  CoUineationsachse  A  mit  Hilfe  der 

entsprechenden  Geradenpaare  a^  &j  und  Oafr,;  a,  c^  und  a^c,  bestimmt. 

Bemerkenswert  ist,  dass  die  Aufgabe  mehrere  Lösungen  zulässt. 
Die  Collineationsstrahlen  Oa,,  Cb^  und   Cc^   schneiden   nämlich  den 

')  Peschka,  CoDstrnction  der  Durchschnittspunkte  von  Geraden  mit  Kegel- 
idmittslinien.  Grunert's  Archi?  d.  Math.  u.  Physik.  Thcil  69.  Heft.  I.  1876. 
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Ereis  K^  in  je  zwei  Punkteu  a^  und  a',;  b^  und  6^2;  ^3  und  c'g. 
Combiniert  man  von  diesen  sechs  Punkten  immer  drei,  wovon  aber 
kein  Paar  auf  demselben  Collineationsstrahle  liegen  darf,  so  erh&lt 
man  für  die  Aufgabe  die  vier  Lösungen  a,6,c,;  a'^b^c^;  a^b'c^ 
und  a,  62  &2  •  Die  übrigen  noch  möglichen  Gombinationen  ergeben  mit 
den  eben  angeführten  übereinstimmende  Besultate. 

Um  noch  den  zweiten  Theil  der  Aufgabe,  „die  Bestimmung  der 
dem  Kegelschnitte  (a^  b^  c^  t'  t")  und  der  Geraden  l^  gemeinschaftlichen 
Punkte'^  zu  lösen,  construieren  wir  vermittelst  der  entsprechenden 
Punktpaare  o;,,  x^;  ^,,  y^  ^^  ^^r  Geraden  l^  coUineare  Gerade  l^. 

Die  Punkte  s^  und  r^ ,  in  welchen  d«r  Kreis  K^^  von  Iq  geschnitten 
wird,  entsprechen  den  gesuchten  Punkten  s^  und  r^  des  Kegelschnittes 
(a^  ii  c^  t*  ^"),  welch'  letztere  mit  Zuhilfenahme  der  CoUineationsstrahlen 
Csg  und  Cr^  direct  auf  Z,  festgestellt  werden  können. 

§.  188. 

66,  Aufgäbe.  Ein  Kegelschnitt  ist  durch  drei  Tangenten  ^p  t',  t" 
und  zwei  Punkte  a,  und  6,  gegeben ;  es  sind,  vennitteLst  GoUineation 
mit  einem  Kreise,  die  von  einem  gegebenen  Punkte  an  den  Kegel- 
schnitt möglicherweise  zu  ziehenden  Tangenten  und  deren  Berüh- 
rungspunkte zu  bestimmen. 

Betrachten  wir  wieder  den  Schnittpunkt  von  irgend  zwei  der 
gegebenen  drei  Tangenten,  allenfalls  den  Schnittpunkt  G  (Taf.  XIII, 
Fig.  162)  von  t*  und  t"  als  CoUineatiouscentrum,  und  den  gegebenen 
Kegelschnitt  K^  selbst  als  collinear  mit  einem  Kreise  K^,  welchen 
wir  den  beiden  Tangenten  t*  und  t"  an  beliebiger  Stelle  einschreiben. 

Die  collineare  Beziehung  zwischen  iC^  und  Ki  wird  dadurch 
festgestellt,  dass  man  zu  den  Kegelschnittspunkten  a,  und  b^  und  zur 
Kegelschnittstangente  ^^  die  entsprechenden  Kreispunkte  a^,  b^  und 
die  entsprechende  Kreistangente  t^  bestimmt. 

Die  Punkte  a^  und  b^  ergeben  sich  im  Schnitte  der  Strahlen 
Cttj  und  (76i  mit  dem  Kreise  E^ ,  während  die  Tangente  t^  (allerdings 
zweideutig)  bestimmt  sein  wird,  wenn  man  einen  ihrer  Punkte  kennt. 

Ein   solcher   Punkt   ist   der   dem  Schnittpunkte  q^  von  t^  und  a^ft, 

entprechende  Punkt  q^  auf  a^b^.  Als  die  eine  von  den  beiden  durch 
q^  gehenden  Kreistangenten  ist  sodann  die  t^  entsprechende  Gerade  t^ 
zu  betrachten.  Der  dem  Kreise  K^  collineare  Kegelschnitt  Z,  wird 
offenbar  den  gegebenen  Bedingungen  entsprechen. 

Um  nun  von  dem  gegebenen  Punkte  p^  an  den  nicht  wirklich 
gezeichnet  vorliegenden  Kegelschnitt  £,  die  verlangten  Tangenten  zu 
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ziehen,  constniieren  wir  den  zu  p^  collinearen  Punkt  p^  mittelst  irgend 
zweier  einander  entsprechender  Hilfsgeraden  p^cc^ß^  und  p^a^ß^,  führeu 
Ton  j?5  an  K^  die  beiden  Tangenten  x'^  und  r''^,  und  bestimmen  die 
denselben  collinear  entsprechenden  Geraden  z\  und  r''^,  sowie  die 
Paukte  ar'j  und  «"j,  welche  den  Berührungspunkten  n\  und  Jt*\  der 
Kreistangenten  z\  und  v"^  entsprechen. 

§.  189. 

Dass  die  Centralprojection ,  resp.  die  CoUinearFerwandte  eines 
Kegelschnittes  wieder  ein  Kegelschnitt  sei,  bedarf  nach  den  bisherigen 
Erörterungen  nicht  erst  eines  besonderen  Nachweises. 

Unter  den  Fällen,  welche  die  collineare  Beziehung  zwi- 
schen zwei  Kegelschnitten  behandeln,  wollen  wir  im  Folgenden 
einen  der  wichtigsten  und  fruchtbarsten  hervorheben. 

Behufs  Entwicklung  dieses  Falles  wird  es  jedoch  geboten  sein, 
noch  eine  allgemeinere  Betrachtung  bezüglich  der  Collineation 
zweier  Systeme  vorauszuschicken. 

Es  seien  A  (Taf.  XIII,  Fig.  163)  die  Collineationsachse,  G  das 
CoUineationscentrum,  6r,  und  6?,  die  Gegenachsen  und  a^  a^  zwei 
entsprechende  Punkte. 

Alle  Paare  entsprechender  Punkte  auf  dem  Strahle  Ca  oder  a^a^ 
bilden  zwei  coaxiale  projectivische  Reihen,  deren  Doppel- 
punkte das  CoUineationscentrum  G  und  der  Punkt  d  sind,  in  welchem 
letzteren  dieser  Strahl  Ga  die  Collineationsachse  A  schneidet. 

Bezeichnen  wir  das  an  harmonische  Verhältnis  der  vier  Punkte 
C,  d^  a,  und  a,  mit  ^  und  wählen  wir  ein  beliebiges  anderes  Paar 
entsprechender  Punkte,  etwa  \  und  h^^  welches  Punktepaar  auf  dem 
Strahle  Cd^  liegen  mag,  so  müssen  sich  bekanntlich  die  entsprechen- 
den Geraden  a^b^  und  a^b^  in  einem  und  demselben  Punkte  d  der 
Collineationsachse  A  schneiden,  woraus  folgt,  dass  die  vier  Punkte  &,, 
\,  dj  und  G  zu  den  Punkten  a^,  a^,  d  und  G  perspectivisch  sind. 

Daher  ist  auch 

{Gd^b^b^)  =  {Gda^a^)  =  d. 

Da  aber  hinsichtlich  des  Paares  \  und  b^  keine  besonderen  Be- 
dingungen gestellt  wurden,  so  gilt  das  Doppelverhältnis  /l  überhaupt 
für  alle  entsprechenden  Punktepaare,  dasselbe  ist  also  constant. 
Besagtes  Doppel  Verhältnis  pflegt  man  die  „Charakteristik^  oder 
den  „Modul'^  der  betreffenden  collinearen  Beziehung  zu  nennen. 

Hiernach  der  Satz: 

78,  ^In  zwei  collinearen  Systemen  ist  das  Doppelverhältnis 
zwischen  irgefid  zwei  entsprecheiiden  Punkten^  dem  Gollitieationscen' 

Pctclika,  Darttollende  n.  projective  Geometrie.  12 
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trum  und  jenem  Punkte^  in  welchem  der  betreffende  Collineationsstrahl 
die  Collinedtionsachse  trifft^  constant.^ 

§.  190. 

Um  den  Wert  für  das  Doppelverhältnis  jd  möglichst  einfach  zu 
erhalten  y  ziehen  wir  den  zur  CoUineationsachse  A  senkrechten  Colli- 
neationsstrahl  Cd^  und  nehmen  den  unendlich  fernen  Punkt  qf^  und 
dessen  Gegenpunkt  tp^  als  entsprechende  Punkte  zur  Bildung  des 
Doppelverhältnisses  an.    Dieses  ergibt  sich  sodann: 

Cq>^  repräsentiert  den  Abstand  des  CoUineationscentrums  von  der 
ersten  Gegenachse  G^  und  d^tpi  den  Abstand  der  CoUineationsachse 
von  derselben  Gegenachse.  Da  der  Abstand  des  CoUineationscentrums 
von  der  ersten  Gegenachse  gleich  dem  Abstände  der  zweiten  Gegen- 
achse G^  von  der  CoUineationsachse  ist,  so  ist  auch 

(p^  d,        V,  d 
und  mithin  der  Satz: 

79,  j^Die  CharcMeristih  oder  der  Modul  einer  coüinearen  Be- 
ziehung ist  dem  Verhältnisse  der  Abstände  der  ersten  Gegenachse  von 
dem  Coüineationscentrum  und  der  CoUineationsachse  gleich^  oder  aUfCh 
gleich  dem  Verhältnisse  0wische$i  den  Abständen  der  CoUineationsachse 
von  der  zweiten  und  der  ersten  Gegenachse."' 

§.  191. 

Berücksichtigen  wir  nun  insbesondere  jenen  Fall,  in  welchem  die 
Charakteristik  J  =  —  1  wird.    Dies  vorausgesetzt,  ist: 

u^d  =  Cv^  =  dv^ 

und  da  bekanntlich  die  zweite  Gegenachse  auf  die  CoUineationsachse 
in  dem  nämUchen  Sinne  folgt,  wie  das  CoUineationscentrum  auf  die 
erste  Gegenachse,  so  müssen  offenbar  für  die  getroffene  Annahme  die 
beiden  Gegenachsen  G,  und  G^  (Taf.  XIII,  Fig.  164)  in  jener  Gera- 
den zusammenfallen,  welche  den  Abstand  zwischen  dem  CoUineations- 
centrum und  der  CoUineationsachse  halbiert. 

Sind  sodann  a^  und  a,  irgend  zwei  entsprechende  Punkte,  so  ist 

offenbar : 

(Cda^a^  =  —  1, 

d.  h.  die  vier  Punkte  Cy  ä,  a,  und  a,  sind  harmonisch. 
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Diese  Centralprojection  oder  OoUineation  pflegt  man 
daher  infolge  der  eben  hervorgehobenen  Eigenthumlichkeit  eine  ^har- 
monische^  zu  nennen*^). 

Seien  also  a^,  a^,  sowie  C,  d  coDJugiert  harmonische  Punkte  und 
betrachtet  man  jenen  Punkt  b^  des  ersten  Systems ,  welcher  mit  dem 
Paukte  a,  des  zweiten  zusammenfällt ,  so  wird,  falls  b^  der  ihm  ent- 
sprechende Punkt  ist, 

iCdb.b^)  =  —  1 

sein,  was  zur  Folge  hat,  dass  auch  b^  mit  a,  zusammenfallen  muss. 

Beider  harmonischen  Collineation  haben  also  irgend  zwei 
entsprechende  Punkte  die  Eigenschaft,  dass  man  sie  als  Elemente  der 
beiden  Systeme  (Index  1  und  Index  2)  mit  einander  vertauschen  kann. 

Vertauscht  man  also  bei  zwei  entsprechenden  Punkten  einer 
harmonischen  Collineation  die  Indexe,  so  erhält  man  wieder  entspre- 
chende Punkte  der  Collineation. 

Hätte  man  ein  zweites  Paar  von  Punkten  c^  und  o, ,  so  gilt  von 
diesen  dasselbe,  was  von  a^  und  a^  behauptet  wurde.  Es  sind  sodann 
die  Punkte  d,  und  ä,,  welche  beziehungsweise  mit  c,  und  C|  zusam- 
menfallen, wieder  coUinear  entsprechend. 

Verbindet  man  nun  durch  eine  Qerade  \  die  Punkte  ax  und  c^ 
und  durch  eine  Qerade  l^  die  Punkte  a,  und  c,,  so  sind  diese  beiden 
Geraden  2,  und  I,  collinear  entsprechend.  Mit  der  Geraden  \  des 
ersten  Systemes  fällt  aber  die  Gerade  l^  des  zweiten  Systemes,  welche 
die  Punkte  6,  und  d^  verbindet,  zusammen,  und  ebenso  fällt  mit  der 
Geraden  I,  des  zweiten  Systemes  jene  Gerade  k^  des  ersten  Systemes, 
welche  die  Punkte  b^  und  d^  verbindet,  zusammen.  Die  Geraden  k^ 
und  A,  entsprechen  sich  also  gleichfalls,  woraus  weiter  folgt,  dass  man 
in  einer  harmonischen  Collineation  die  Indexe  zweier  beliebigen 
einander  entsprechenden  Geraden  anstandslos  vertauschen  kann, 
ohne  dass  die  betreffenden  Geraden  dadurch  aufhören  würden,  einander 
zu  entsprechen. 

Umgekehrt  werden  zwei  coUineare  Systeme ,  welche  eine  dieser 
Eigenschaften  aufweisen,  offenbar  harmonisch  collinear  sein  und  auch 
alle  anderen  der  hier  entwickelten  Eigenschaften  besitzen. 

§.  192. 

Nehmen  wir  nun  drei  Paare  entsprechender  Punkte,  etwa  a^a^; 
(|6,;  c^c^  (^Taf.  XIII,  Fig.  165)  einer  harmonischen  Collineation 
als  gegeben  an,  und  nennen  wir  jene  Punkte,  welche  durch  Vertau- 
schung der  Indexe,  die  wir  den  für  die  obgenannten  Punkte  gewählten 

12» 
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Buchstaben  beifügten,  erhalten  werden,  beziehungsweise  d^d^;  e^e^; 
f^f^y  so  finden  wir  in  ctiC^cJ^b^d^  ein  dem  ersten  Systeme  angehöriges 
Sechseck,  welchem  im  zweiten  Systeme  das  Sechseck  a^e^c^f^\dt, 
entspricht. 

Man  ersieht  hieraus,  dass  sich  die  beiden  Sechsecke  derart  decken, 
^ass  entsprechende  Punkte  dei*sülben  nicht  aufeinander  fallen. 

Zwei  Punkte  der  CoUineationsachse  A  ergeben  sich  in  den 
Schnittpunkten  d^  und  d^  der  entsprechenden  Sechseckseiten  a^e^  und 

Wir  können  jedoch  auch  die  vorstehende  Reihenfolge  der  Eck- 
punkte ändern  und  dieselben  etwa  in  der  Folge  e^o^a^h^f^d^  annehmen. 
Unter  dieser  zulässigen  Annahme  finden  wir,  dass  das  Sechseck 
^i^i^i^/i^i  ®^^  PascaTsches  Sechseck  ist,  indem  sich  die  Gegen- 
seiten (als  harmonisch  coUineare  Geraden)  in  den  Punkten  tf^,  ^3,  S^ 
der  CoUineationsachse  schneiden. 

Es  wird  demnach  auch  möglich  sein,  einen  Kegelschnitt  K^  zu 
zeichnen,  welcher  durch  die  sechs  Punkte  a^  /;,,  Cj,  rf^  e^  und  f^  geht. 

Diesem  Kegelschnitte  Ky^  wird  collinear  ein  Kegelschnitt  K^ 
entsprechen,  welcher  durch  die  nämlichen  Punkte  geht,  also  mit  K^ 
zusammenfällt,  wobei  jedoch  nicht  entsprechende  Punkte  youK^ 
und  K^  zur  Deckung  gelangen.  Zieht  man  nun  einen  beliebigen  Col- 
lineationsstrahl  CD,  so  wird  dieser  den  Kegelschnitt  Ä^  in  zwei  sich 
collinear  entsprechenden  Punkten  x^  und  x^  treffen,  welche  mit  C  und 
D  harmonisch  liegen. 

Auf  Grund  dieser  Ergebnisse  lässt  sich  der  Satz  folgern: 

80,  j^Zieht  man  von  einem  Punkte  aus  Gerade y  welche  einen 
Kegelschnitt  in  der  Weise  schneiden^  dass  auf  jedem  dieser  StraMen 
der  feste  FunTct  sowohl^  als  auch  die  beiden  Schnittpunkte  mit  dem 
Kegelschnitte  sich  vorfinden,  so  liegen  die  vierten  harmonischen  Punkte 
zu  all  diesen  Tripeln  von  Punkten  auf  einer  Geraden.^ 

Den  Yorbezeichneten  festen  Punkt  nennt  man  den  „Pol  der 
Geraden  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt^  und  umgekehrt  die 
Gerade  die  „Polare  des  Punktes  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt"»'). 

Liegt  der  Punkt  G  außerhalb  des  Kegelschnittes,  wie  beispiels- 
weise in  Taf.  XIII,  Fig.  165,  so  sind  von  denselben  aus  Tangenten  an 
den  Kegelschnitt  K^  möglich.  Diese  Tangenten,  sowie  deren  Berüh- 
rungspunkte sind  sich  selbst  entsprechend,  woraus  naturgemäß  folgt, 
dass  letztere  in  der  CoUineationsachse  (Polare  von  C)  liegen  müsseii. 

Für  einen  Punkt  C  außerhalb  des  Kegelschnittes  schneidet  die 
Polare  den  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  und  ist  diese  identisch  mit 
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der  BerühruDgssehne,  d.  i.  der  Yerbindungslime  der  Bemhruags- 
punkte  ß^ß^  der  von  diesem  Paukte  C  aus  an  den  Kegelschnitt  ge- 
zogenen Tangenten. 

Liegt  der  Pankt  innerhalb  des  Kegelschnittes,  so  schneidet 
die  Polare  den  Kegelschnitt  nicht. 

§.  193. 

Die  Torentwickelte  Eigenschaft  der  Polare  eines  außerhalb 
des  Kegelschnittes  liegenden  Punktes  ist  zur  Construction 
der  Taugenten  an  einen  gezeichnet  vorliegenden  Kegelschnitt  mit 
Hilfe  des  Lineals  verwendbar. 

Da  nämlich  die  Polare  des  Punktes  P,  (Taf.  XIII,  Fig.  166)  der 
Ort  der  vierten  harmonischen  Punkte  in  Bezug  auf  die  durch  P,  gehen- 
den Kegelschnittssecanten  ist,  so  wird  es  genGgen  zwei  solcher 
Punkte  zu  bestimmen. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  durch  P,  zwei  Strahlen  ge- 
zogen, welche  den  Kegelschnitt  K  beziehungsweise  in  den  Punkten 
i,  D  und  C,  B  treffen  und  vervollständigen  wir  das  Viereck  ACBD, 
so  wird   jene  Seite  jP|  des  Diagonaldreieckes ,  welche  dem  Punkte  P^ 

gegenflberliegt,  die  Geraden  FAD  und  FCB  beziehungsweise  in 
den  Punkten  E^  und  F,  treffen,  welche  bekanntlich  die  vierten  harmo- 
nischen Punkte  zu  P,  -4,  D ,  resp.  P,  0,  B  vorstellen.  Hieraus  folgt 
aber,  dass  die  Gerade  p^  die  Polare  des  Punktes  P,  ist.  Die  Schnitt- 
punkte n^  und  sr,  von  K  mit  Pi  sind  sodann  die  Berührungspunkte  der 
Ton  P,  ausgehenden  Tangenten. 

Wenn  drei  Punkte  so  liegen,  dass  ein  Paar  derselben  zusammen- 
ßllt,  so  ßiUt  mit  diesem  Paare  auch  der  vierte  harmonische  Punkt  zu- 
sammen. 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  ein  Punkt  auf  einem  Kegelschnitte 
li^,  seine  Polare  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  durch  den  ob- 
genannten  Punkt  gehen  muss,  und,  da  sie  keinen  weiteren  Punkt  mit 
dem  Kegelschnitte  gemein  haben  darf,  die  Tangente  des  Kegel- 
schnittes in  diesem  Punkte  sein  müsse. 

§.  194. 

Es  wird  nun  keinen  Schwierigkeiten  unterliegen,  die  folgenden 
Sätze  nachzuweisen. 

81.  y^Ver  Pol  der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  ist  der  Schnitt- 
pufikt  der  Polaren  dieser  Punkte.^ 

Es  repräsentiere  K  (Taf.  XIII,  Fig.  167)  irgend  einen  Kegel- 
schnitt, während  P^  und  P^  die  beiden  gegebenen  Punkte  und  ;>,  und 
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p^  deren  Polaren  darstellen  mögen.  Den  Schnittpunkt  von  p^  und  p^ 
bezeichnen  wir  mit  P  und  die  Verbindungslinie  der  Punkte  P,  und 
Pj  mit  p. 

um  die  Polare  des  Punktes  P  zu  bestimmen^  hätten  wir  im  all- 
gemeinen durch  P  zwei  Kegelschnittssecanten  zu  ziehen,  die  vierten 
harmonischen  Punkte  auf  denselben  zu  bestimmen  und  diese  mitein- 
ander zu  verbinden. 

Der  Einfachheit  wegen  wählen  wir  speciell  jene  Secanten,  welche 
durch  P,  und  P,  gehen  und  den  Kegelschnitt  beziehungsweise  in  Ay  B 
und  in  G,  D  schneiden.  Da  der  Voraussetzung  gemäß  P  auf  der 
Polare  p^  von  P^  liegt,  so  ist  P,  der  vierte  harmonische  Punkt  zu 
P,  Ä,  B.  Der  Punkt  P  liegt  aber  andererseits  auch  auf  der  Polare 
p^  des  Punktes  P^;  es  ist  folglich  auch  P^  der  vierte  harmonische 
Punkt  zu  P,  C,  JD.  Die  beiden  Punkte  P^  und  P,  bestimmen  daher 
die  Polare  des  Punktes  P.  Somit  ist  die  Bichtigkeit  des  vorerwähnten 
Satzes  81)  nachgewiesen. 

Dass  auch  die  ümkehrung  des  eben  besprochenen  Satzes,  d.  h. 
dass  die  Polare  des  Schnittpunktes  zweier  Geraden  die 
Verbindungslinie  der  Pole  dieser  Geraden  sei,  bedarf 
nicht  erst  einer  besonderen  Bechtfertigimg. 

§.  195. 

82.  YfGeht  eine  Gerade  durch  einen  Funkt,  so  liegt  deren  Pol 
auf  der  Polare  dieses  Punktes  und  umgelcehrt.^ 

Unter  Hinweis  auf  Taf.  XIII,  Fig.  167  sei  K  wieder  irgend  ein 
Kegelschnitt,  P  der  gegebene  Punkt  und  p  dessen  Polare. 

Ziehen  wir  durch  P  eine  beliebige  Gerade  p^,  deren  Pol  P,  soi^ 
so  muss  die  Gerade  PP^  den  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  A  und 
B  treffen,  welche  zu  P^  und  P,  harmonisch  sind.  Letzteres  ist  aber 
selbstverständlich  nur  dann  möglich,  wenn  P,  auf  der  Geraden  p  liegte 
da  diese  Gerade  die  vierten  harmonischen  Punkte  aller  durch  P  ge- 
zogenen Secanten  enthält. 

In  gleicher  Weise  kann  auch  der  umgekehrte  Satz  gerechtfertigt 
werden. 

§.  196. 

Nehmen  wir  abermals  einen  beliebigen  Kegelschnitt  K  (Taf.  XIII, 
Fig.  168)  an,  ziehen  irgend  eine  Gerade  p  und  wählen  auf  dieser  Ge- 
raden einen  Punkt  a^,  so  muss  dessen  Polare  A^  nach  dem  vorher- 
gehenden Satze  durch  den  Pol  P  von  p  gehen.  Diese  Polare  schneidet 
die  Gerade  p  in  einem  Punkte  a^ ,  welcher  Punkt  (nach  Satz  81)  der 
Pol  jener  Geraden  A^  ist,    die  den  Punkt  a^  mit  P  verbindet.    Für 


183 

einen  anderen  Punkt  b^  der  Geraden  p  erhält  man  die  Polare  JS,, 
welche  p  gleichfalls  in  einem  Punkte  \  schneiden  wird,  dessen  Polare 
J?s  die  Verbindungslinie  von  h^  mit  P  ist. 

Je  zwei  derartige  einander  entsprechende  Polaren  Ai,  A^;  B^, 
B^;...  nennt  man  „conjugierte  Polaren^  und  deren  Schnitt- 
punkte a^  02;  &,,  b^;...  mit  p  „polar  conjugierte  Punkte  der 
Geraden  p  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K""  *^). 

§.  197. 

Die  Theorie  der  conjugierten  Polaren  und  der  polar  con- 
jugierten  Punkte  bildet  gewissermaßen  den  Übergang  oder  die 
Scheidegrenze  zwischen  der  projectivischen  und  metrischen 
Geometrie  der  Kegelschnitte. 

Diese  Theorie  bildet  so  zu  sagen  den  Ausgangspunkt  aller  Sätze 
über  Durchmesser,  Mittelpunkte,  Brennpunkte,  Achsen  der  Kegel- 
schnitte etc. 

Zum  Zwecke  der  Entwicklung  dieser  Sätze  ist  es  aber  unum- 
gänglich nöthig,  ein  Fundamentaltheorem  der  conjugierten  Polaren  auf- 
zustellen. 

Dies  soll  im  Folgenden  vorerst  für  den  Kreis  geschehen  und  so- 
dann, auf  den  Kreis  gestützt,  für  jeden  beliebigen  Kegelschnitt 
durch  CoUineation  nachgewiesen  werden. 

Sei  also  K  (Taf.XIII,  Fig.  168)  ein  beliebiger  Kreis,  p  eine  Ge- 
rade und  P  deren  Pol. 

Die  Polare  Ai  eines  beliebigen  Punktes  a^  der  Geraden  p  geht, 
wie  wir  wissen,  durch  den  Pol  P;  dieselbe  schneidet  die  Gerade  p  in 
einem  Punkte  a,,  dessen  Polare  A^  durch  P  und  durch  a^  geht. 

Jedes  derartige  Punktepaar  heißt  ein  „polar  conjugiertes 
Punktepaar''  und  die  Geraden  A^  und  A^  „conjugierte 
Polaren". 

Sämmtliche  Paare  conjugierter  Polaren  bilden  zwei  Büschel, 
welche  offenbar  projectivisch  sind,  da  jedem  Strahle  -4,  des  einen 
ein  einziger  Strahl  A^  des  anderen  und  umgekehrt  entspricht.  Diese 
projectivische  Beziehung  näher  zu  untersuchen,  ist  nun  unsere  nächst- 
liegende Aufgabe. 

Zu  diesem  Zwecke  verbinden  wir  den  Mittelpunkt  0  des  Kreises 
K  mit  P  sowohl ,  als  auch  mit  a^  und  a, .  Da,  wie  leicht  einzu- 
sehen, die  Verbindungsgerade  oM  des  Kreismittelpunktes  0  mit  dem 
Pole  P  einer  Geraden,  auf  der  letzteren  senkrecht  steht,  so  erhalten 
wir  in  a^oa^  ein  Dreieck,  dessen  Höhenschnittpunkt  P  ist.  Die  Drei- 
ecke a^PM  und  oMa^  sind  ähnlich;  denn  es  sind  die  Winkel  bei  a^ 
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und  0,  weil  deren  Schenkel  aufeinander  senkrecht  stehen  und  ebenso 
die  rechten  Winkel  bei  M  einander  gleich.    Es  wird  daher 

a,  M  :  FM  =  oM  :  a,  M,  oder 

Das  Product  (Rechteck)  a^M .  a^M  bleibt  aber  unverändert, 
welche  Lage  auch  die  conjugierten  Punkte  a,  und  a^  haben  mögen, 
da,  indem  die  Punkte  o,  M  und  P  fix  sind,  das  Product  (Rechteck) 
PM .  oM  constant  bleibt. 

Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  Satz  61,  der  Satz: 

83,  j^Die  Heiken  polar  conjugierter  Punkte  bezüglich  eines 
Kreises  bilden  eine  Involution^  deren  Mittelpunkt  der  Fußpunkt  des 
von  dem  Kreismittelpunkte  auf  den  Träger  gefällten  Perpendikels  ist; 
es  bilden  folglich  auch  die  diese  Reihen  aus  P  projicierenden  BüscJiel 
P(A^...)  und  P(Af^,..)  der  conjugierten  Polaren  eine  Involution.^ 

§.  198. 

Dieser  Satz  lässt  sich  mittelst  Centralprojection  leicht  verall- 
gemeinern. 

Ist  nämlich  K^  (Taf.  XIII,  Fig.  169)  ein  gegebener  Kreis,  K  der- 
jenige Kegelschnitt,  welcher  die  Centralprojection  von  K^  darstellt, 
Et  die  Bildflächtrace  der  Kreisebene  und  bestimmen  wir  sowohl  den 
Pol  P„  der  Geraden  Ei  in  Bezug  auf  den  Kreis  K^ ,  als  auch  den  Pol 
P  der  Geraden  Et,  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K,  so  ist  klar,  dass, 
infolge  der  projectivischen  Natur  dieser  Gebilde,  P  die  Projection  von 
Pq  sein  müsse. 

Sind  nun  a,  und  a^  ein  Paar  polar  conjugierter  Punkte  auf  E^ 
in  Bezug  auf  den  Kreis  Kq  ,  so  müssen  sie  es  auch  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  K  sein ;  denn  die  durch  a^  und  a^  gehenden  conjugierten 
Polaren  A^^  und  A^^  haben  zu  ihrer  Projection  die  Geraden  -4,  und  -4,. 

Da  nun  A^^  die  Polare  von  a^  und  A^^  die  Polare  von  a^  vor- 
stellt, so  müssen  auch  in  der  Projection  durch  die  Geraden  A^  und 
A^  die  Polaren  von  a^  und  a,  repräsentiert  erscheinen,  woraus  weiter 
folgt,  dass  auch  A^  und  A^  conjugierte  Polaren  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  K  sind,  mithin  a^  und  a,  polar  conjugierte  Punkte  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  darstellen. 

Aus  dieser  einfachen  Betrachtung  ist  unmittelbar  zu  entnehmen^ 
dass  die  beiden  Reihen  polar  conjugierter  Punkte  auf  der  Geraden  Et, 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K  genau  dieselbe  Involution  bilden, 
wie  bezüglich  des  Kreises  K^. 
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Was  die  Lage  des  Mittelpunktes  M  der  Involution  bethlSt,  so 
wissen  wir  bereits,  dass  dieser  der  Fußpunkt  des  vom  Ereismittel- 
punkte  Oq  auf  E^  gefällten  Perpendikels  ist.  Bezeichnete  Normale 
o^M  trifft  den  Ereis  K^  in  zwei  Punkten  a^  und  ß^^  deren  Tangenten 
t\  und  t\  zu  Ef,  parallel  sind. 

Die  Projectionen  t^  und  t^  der  letztgenannten  Ereistangenten  sind 
die  zu  Et  parallelen  Tangenten  des  Eegelschnittes  JT,  während  deren 
Berührungssehne  ccß^  die  Frojection  des  Perpendikels  a^ß^ist  Da  sich 
weiters  die  umgelegte  Gerade  a^^ß^  und  deren  Projection  aß  in  einem 
und  demselben  Punkte  M  der  Bildflächtrace  Eb  schneiden  müssen,  so 
folgt,  dass  sich  der  Mittelpunkt  31  der  Involution  polar  con- 
jugierter  Punkte  auf  einer  Geraden  in  Bezug  auf  einen 
Kegelschnitt,  als  der  Schnittpunkt  dieser  Geraden  mit  der  Berüh- 
rungssehne der  zu  ihr  parallelen  Eegelschnittstangenten  ergibt. 

Zu  gleichem  Resultate  gelangen  wir  auch  auf  folgendem  Wege. 

Es  ist  nämlich  bekannt,  dass  die  Punkte  der  Involution  paar- 
weise zusammengehören,  und  dass  speciell  dem  Mittelpunkte  derselben, 
welcher  die  zusammenfallenden  Gegenpunkte  der  beiden  zur  Involution 
vereinigten  Reihen  vorstellt,  der  unendlich  ferne  Punkt  entspricht. 
Ferner  ist  bereits  festgestellt,  dass  die  Polare  eines  Punktes  bezüglich 
eines  Eegelschnittes  identisch  mit  der  Berührungssehne  des  von  ihm 
an  den  Eegelschnitt  gezogenen  Tangentenpaares  ist. 

Da  nun  polar  conjugierte  Punkte  so  beschaffen  sind,  dass  jeder 
derselben  in  der  Polare  des  anderen  liegt,  so  folgt,  dass  der  Mittel- 
punkt 31  der  Involution  in  der  Polare  des  unendlich  fernen  Punktes 
der  Geraden  Et,  d.  h.  in  der  Berührungssehne  der  zu  Ei,  parallelen 
Kegelschnittstangenten  liegen  muss. 

Als  natürliche  Folgerung  ergibt  sich  somit  der  allgemein  gil- 
tige Satz: 

84.  y^Die  polar  conjiigierten  PunJcte  einer  Geraden  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt  bilden  eine  Involution,  deren  Mittelpunkt  sich  als 
Schnitt  dieser  Geraden  mit  der  Volare  ihres  unendlich  fernen  Punktes 
ergibt.  Dcsgleiciven  bilden  die  conjugierten  Polaren  ein  involutorisches 
Strahlenbüschel. " 

§.  199. 

Wäre  die  Polare  eines  unendlich  fernen  Punktes  u 
(Taf.  XIII,  Fig.  170)  in  Bezug  auf  einen  Eegelschnitt  K  zu 
ermitteln,  so  wird  man  behufs  Erreichung  dieses  Zweckes  durch  den 
Punkt  u  (also  zur  Richtung  ti  parallele)  Gerade  ziehen,  welche  den 
Kegelschnitt  K  in  den  Punkten  a,  b;  a, ,  b^;  a, ,  b^;...  treffen  und 


186 

sodann  zu  uab,  ua^b^^  ua^h„...  die  vierten  harmonischen  Punkte  m, 
«Hj,  m^...  bestimmen,  welche  sich,  da  n  in  unendlicher  Entfernung 
liegt,  als  die  Halbierungspunkte  der  Sehnen  ab,  a^b^^  a^bo^.. .  ergeben. 
Da  die  Verbindungslinie  der  Punkte  m,  m^  m,...,  als  Polare  des 
Punktes  u,  eine  gerade  Linie  sein  muss,  so  folgt  unmittelbar  der  Satz : 

85.  j^Die  Mittelpunkte  paralleler  Sehnen  eines  Kegelschnittes 
liegen  auf  einer  Geraden.^ 

Eine  Gerade,  welche  die  eben  genannte  Eigenschaft  besitzt, 
pflegt  man  einen  „Durchmesser"  der  Curve,  hier  speciell  einen 
^Durchmesser  des  Kegelschnittes"  zu  heißen. 

Da  der  Durchmesser  mit  der  Polare  des  unendlich 
fernen  Punktes  identisch  ist,  muss  derselbe  auch  die  Berührungs- 
sehne der  von  u  aus  an  den  Kegelschnitt  gezogenen  Kegelschnitts- 
tangenten repräsentieren,  d.  h.  derselbe  muss  durch  die  Berührungs- 
punkte a  und  ß  der  zur  Richtung  u  parallelen  Tangenten  ^^  und  t^ 
gehen. 

§.  200, 

Untersuchen  wir  nun  auch  die  Eigenschaften  jenes  Punktes, 
welcher  sich  als  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  ergibt 

Sei  K  (Taf.  XIII,  Fig.  171)  ein  beliebiger  Kegelschnitt  und 
setzen  wir  stillschweigend  voraus,  es  wäje  0  der  Pol  der  unendlich 
fernen  Geraden. 

Zieht  man  durch  0  eine  beliebige  Gerade,  welche  den  Kegel- 
schnitt K  in  den  Punkten  a^  und  b^  und  die  unendlich  ferne  Gerade 
im  Punkte  Mj  trifft,  so  sind  «j,  6j,  0  und  tij  vier  harmonische  Punkte. 
Da  aber  der  eine  der  genannten  Punkte,  nämlich  e^p  im  Unend- 
lichen liegt,  so  muss  der  ihm  zugeordnete  Punkt  0  die  Strecke  aJ)^ 
halbieren.  Dasselbe  gilt  von  jeder  anderen  durch  0  gezogenen  Gera- 
den «263,  «363...,  woraus  folgt: 

86,  j^In  jedem  Kegelschnitte  gibt  es  einen  Punkt,  den  Pol  der 
unendlich  fernen  Geraden^  welcher  der  Halbierungspunkt  aller  durch 
ihn  gehenden  Kegelschnittssehnen  ist.^ 

Aus  diesem  Grunde  nennt  man  diesen  besonderen  Punkt  den 
„Mittelpunkt"  des  Kegelschnittes. 

§.  201. 

Es  ist  unschwer  nachzuweisen,  dass  jede  durch  0  gezogene  Ge- 
rade Ow,  einen  Durchmesser  des  Kegelschnittes  K  vorstellt. 

Es  wurde  nämlich  früher  bereits  gezeigt,  dass  der  Pol  einer 
Geraden,  welcher  durch  einen  Punkt  geht,  in  der  Polare  dieses  Punktes 
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liegt.  Es  muss  demnach  der  Pol  von  Oui  in  der  Polare  von  0,  also 
in  unendlicher  Entfernung  liegen,  woraus  unmittelbar  folgt,  dass  Ou^ 
ein  Durchmesser  des  Kegelschnittes  sei. 

Bei  der  Ellipse,  die  eine  in  endlicher  Entfernung  geschlossene 
Carve  ist,  liegt  der  Mittelpunkt  im  Inneren  der  Curve. 

Ist  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel,  so  ist  die  unendlich  ferne 
Gerade  eine  reelle  Secante  des  Kegelschnittes  und  nachdem  der 
Mittelpunkt  der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  ist,  muss  letztere 
die  Beruhrungssehne  der  Tom  Mittelpunkte  an  die  Hyperbel  gezogenen 
Tangenten  sein;  ebenso  muss  umgekehrt  der  Mittelpunkt  durch  den 
Schnittpunkt  der  die  Hyperbel  in  unendlicher  Entfernung  berührenden 
Geraden  y  d.  i.  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  Asymptoten  dar- 
gestellt werden.  Hieraus  ist  weiters  zu  ersehen,  dass  die  beiden  Asymp- 
toten gleichzeitig  auch  Durchmesser  der  Hyperbel  repräsentieren. 

Die  Parabel  berührt  die  unendlich  ferne  Gerade  ihrer  Ebene; 
ihr  Pol,  d.  h.  der  Mittelpunkt  der  Curve  fällt  daher  mit  dem  Berüh- 
rungspunkte zusammen,  liegt  folglich  selbst  in  unendlicher  Entfernung^ 
woraus  weiter  folgt,  dass  auch  sämmtliche  Durchmesser  der  Parabel 
untereinander  und  zwar  alle  zur  Bichtung  des  genannten  Berührungs- 
punktes parallel  sind« 

§.  202. 

Für  die  Durchmesser  eines  Kegelschnittes  lassen  sich 
Eigenschaften  aufstellen,  welche  als  Specialisierung  der  Eigenschaften 
der  conjugierten  Polaren  anzusehen  sind. 

Sei  nämlich  K  irgend  ein  Kegelschnitt,  u,  ein  beliebiger  unendlich 
femer  Punkt,  welcher  durch  die  Bichtung  des  Durchmessers  D^  fixiert 
sein  mag.     Die  Polare  dieses  Punktes  ist  ein  Durchmesser  D^. 

Es  ist  klar,  dass  andererseits  auch  die  Polare  des  unendlich 
fernen  Punktes  u^  Ton  Dp  der  Durchmesser  D«,  sein  muss^  indem 
letzterer  als  die  Verbindungslinie  der  Pole  u,  und  0  die  Polare  des 
Schnittpunktes  u,  von  D^  und  der  unendlich  fernen  Geraden  ist.  Zwei 
in  dieser  Weise  zugeordnete  Durchmesser  2),  und  D,  bezeichnet  man 
als  7,conjugierte  Durchmesser^  des  Kegelschnittes. 

Da  sich  das  Büschel  coDJugierter  Durchmesser  von  dem  Büschel 
der  conjugierten  Polaren  nur  durch  die  besondere  Lage  seines  Scheitels 
unterscheidet,  so  gelten  für  ersteres  sämmtliche  Eigenschaften  des 
letzteren;  es  wird  also  das  Büschel  der  conjugierten  Durch- 
messer gleichfalls  ein  involutorisches  Büschel  sein. 

Nach  Satz  85  halbiert  jeder  von  zwei  conjugierten  Durchmessern 
die   zum   anderen   Durchmesser  parallele   Sehnenschar   und   sind  die 
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Tangenten  in  dem  Endpunkte  des  einen  Durchmessers  stets  zum  an- 
deren Durchmesser  parallel. 

§.  203. 

Eine  eigenthQmliche  Eigenschaft  bezüglich  der  conjugierten  Durch- 
messer besitzt  die  Hyperbel. 

Jede  Asymptote  der  Hyperbel  ist  nämlich,  wie  vorher  bemerkt, 
ein  Durchmesser  der  Curve.  Da  jedoch  die  Asymptote  die  Hyperbel 
auch  in  unendlicher  Entfernung  berührt,  so  ist  dieser  Berührungs- 
punkt ihr  Pol.  Durch  denselben  geht  selbstverständlich  auch  der  der 
Asymptote  conjugierte  Durchmesser,  welcher  also  in  diesem  Falle  mit 
ihr  zusammenfällt. 

Hieraus  ist  gleichzeitig  zu  entnehmen,  dass  für  die  Hyperbel  die 
Involution  der  conjugierten  Durchmesser  reelle  Doppelelemente 
besitzt,  indem  jede  der  beiden  Asymptoten  zwei  conjugierte  Durch- 
messer in  sich  vereinigt.  Aus  diesem  Grunde  heißt  auch  eine  Invo- 
lution mit  reellen  Doppelpunkten  eine  „hyperbolische  In- 
volution". 

§.  204. 

Eine  Ellipse  K  (Taf.  XIV,  Fig.  172),  deren  Mittelpunkt  0  ist 
und  deren  zwei  conjugierte  Durchmesser!),  und  D^^  sind,  ist  gegeben; 
es  sind  die  Methoden  festzustellen ,  mittelst  welcher  andere  Paare  con- 
jugierter  Durchmesser   bestimmt  werden  können. 

Zu  diesem  Zwecke  kann  man  irgend  einen  beliebigen  Durchmesser 
2)3  annehmen  und  den  ihm  conjugierten  B^  dadurch  bestimmen,  dass 
man  mit  Zugrundelegung  des  Satzes  85),  den  Mittelpunkt  0  des  Kegel- 
schnittes mit  dem  Halbierpunkte  m  einer  beliebigen  zu  B^  parallelen 
Kegelschnittssehne  verbindet. 

Hat  man  jedoch  zwei  Paare  conjugierter  Durchmesser  D,  und 
Do;  D3  und  B^  bestimmt ,  so  kann  man  mit  Berücksichtigung  der 
involutorischen  Eigenschaft  des  Durchmesserbüschels  bequem  beliebig 
viele  Paare  conjugierter  Durchmesser  construieren,  wobei  überdies  der 
Kegelschnitt  K  selbst  nicht  einmal  als  gegeben  vorausgesetzt  zu 
werden  braucht. 

Das  involutorische  Strahlenbüschel  der  conjugierten  Durchmesser 
ist  nämlich  durch  zwei  Paare  zugeordneter  Strahlen,  d.  i.  durch  2),  D^ 
und  D3D4  vollständig  bestimmt. 

Denkt  man  sich  dieses  Büschel  durch  eine  beliebige  Transversale 
r  geschnitten,  so  erhalten  wir  eine  involutorische  Punktreihe,  welche 
durch  zwei  Paare  zugeordneter  Punkte,  und  zwar  durch  die  Schnitt- 
punkte von  r  mit  den  vier  Strahlen  D,,  D,;  B^  und  B^  gegeben  ist. 
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Zur  Vereinfachung  der  Construction  nehmen  wir  die  Transversale 
r  parallel  zu  einem  der  vier  Durchmesser,  allenfalls  parallel  zu  D,  an. 

Unter  dieser  Voraussetzung  wird  r  von  Dg  erst  in  unendlicher 
Entfernung,  von  dem  conjugierten  Durchmesser  B^  dagegen  in  einem 
Punkte  M  geschnitten,  welcher  dem  unendlich  fernen  Punkte  bezüg- 
lich der  Involution  zugeordnet  ist  und  demnach  den  Mittelpunkt  der 
Involution  vorstellt.  Die  beiden  anderen  conjugierten  Durchmesser  D^ 
und  D,  schneiden  r  in  zwei  einander  zugeordneten  Punkten  a,  und  a^ 
der  Involution. 

Beschreibt  man  über  a^  a^  als  Durchmesser  einen  Kreis,  so  trifft 
derselbe  die  in  M  auf  r  errichtete  Senkrechte  in  einem  Punkte  M. 
Bekanntlich  stellt  MM*  die  Wurzel  der  Involutionspotenz,  resp. 
MM^  die  Involutionspotenz  dar. 

Um  nun  irgend  ein  Paar  conjugierter  Durchmesser  D^  und  V^ 
zu  erhalten,  genügt  es,  die  Punkte  \  und  \^  welche  ein  beliebiger 
dnrch  M'  gehender  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  r  liegt,  auf  der 
Geraden  r  bestimmt,  mit  dem  Mittelpunkte  0  des  Kegelschnittes  zu 
verbinden. 

Besondere  Beachtung  verdient  jenes  Paar  conjugierter  Durch- 
messer, welches  einen  rechten  Winkel  bildet. 

Ein  solches  Paar,  aber  auch  nur  ein  einziges,  existiert  im  vor- 
liegenden Falle  (d.  i.  bei  der  Ellipse)  immer. 

Um  dasselbe  zu  ermitteln  und  festzustellen,  zeichnen  wir  einen 
Kreis  k^  welcher  seinen  Mittelpunkt  auf  r  hat,  und  sowohl  durch  den 
Punkt  JT,  als  auch  durch  den  Mittelpunkt  0  der  Ellipse  geht. 
(Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  ergibt  sich  im  Schnitte  von  r  mit 
jener  Geraden,  welche  durch  den  Halbierpunkt  der  Strecke  MO  senkrecht 
zu  MO  gezogen  wird.)  Verbindet  man  die  Schnittpunkte  c^  und  c^ 
dieses  Kreises  k  und  der  Geraden  r,  welche  offenbar  zugeordnete 
Punkte  der  Involution  auf  r  vorstellen,  mit  dem  Mittelpunkte  0  der 
Ellipse,  so  erhält  man  zwei  conjugierte  Durchmesser  Ä^  uud  A^  der- 
selben. Nachdem  aber  der  Winkel  c^Oc^^  als  Winkel  im  Halbkreise, 
ein  rechter  Winkel  ist,  stehen  die  beiden  conjugierten  Durchmesser 
A^  und  At  aufeinander  wechselseitig  senkrecht  und  werden  als  solche 
die  „Hauptachsen"  oder  kurzweg  die  „Achsen"  der  Ellipse  (in- 
dem letztere  gegen  dieselben  symmetrisch  liegt),  genannt. 

§.  205. 

Eine  analoge  Construction  wird  sich  auch  für  die  Hyperbel 
ergeben. 

Liegt  eine  Hyperbel  wirklich  gezeichnet  vor,  so  ist  es  leicht  zu 
einem   beliebig   gewählten    Durchmesser   derselben    den    conjugierten 
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Durch messer  zu  bestimmen,  indem  man  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel 
mit  dem  Halbierpunkte  einer  zu  dem  angenommenen  Durchmesser 
parallelen  Hyperbelsehne  verbindet. 

Sind  jedoch  zwei  Paare  conjugierter  Durchmesser  D,  Dq  und 
D^Di,  (Taf.  XIV,  Fig.  173)  gegeben,  so  kann  man  mit  Zuhilfenahme 
der  inyolutorischen  Eigenschaften  des  Durchmesserbüschels  beliebig 
viele  Paare  conjugierter  Durchmesser  bestimmen,  ohne  dass  es  nöthig 
wäre,  die  Hyperbel  selbst  zu  zeichnen. 

Nehmen  wir  wieder  eine  beliebige,  zu  einem  der  gegebenen 
Durchmesser,  etwa  zu  D3,  parallele  Transversale  r  an,  so  werden  auf 
-derselben  die  beiden  Paare  conjugierter  Durchmesser  Dp  Dg  und  D3, 
D4  zwei  Paare  zugeordneter  Punkte  der  Involution,  d.  i.  a,,  a^;  Jf, 
M^  bestimmen. 

Da  der  Punkt  M  dem  unendlich  fernen  Punkte  M^  der  Invo- 
lution zugeordnet  ist,  so  stellt  M  den  Mittelpunkt  der  letzteren   dar. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  für  die  Hyperbel  die  Durch- 
messer derart  gegeben  sein  müssen,  dass  eine  hyperbolische  In- 
volution entsteht,  so  also,  dass  die  zugeordneten  Punkte  a^  und  a^ 
auf  derselben  Seite  des  Mittelpunktes  M  liegen. 

Zieht  man  nun  von  M  aus  an  einen  beliebigen  durch  a^  und  a, 
gelegten  Kreis  k  die  Tangente  t,  so  repräsentiert  deren  Länge  MM' 
die  Involutionspotenz  und  jeder  beliebige  andere  Kreis  ä;,,  der  MM' 
in  M'  berührt ,  bestimmt  bekanntlich  auf  r  zwei  conjugierte  Punkte 
ip  b^  der  Involution,  welche  mit  dem  Mittelpunkte  0  der  Hyperbel 
verbunden,  zwei  conjugierte  Durchmesser  D^  und  Dg  der  letzteren 
liefern. 

Bestimmt  man  die  Doppelpunkte  ^^  und  d^  der  Involution, 
indem  man  die  Strecke  MM'  nach  ä,Jf  und  d^M  überträgt,  so  er- 
geben sich  durch  die  Verbindungsgeraden  von  d,  und  d,  mit  0  zwei 
Paare  Ui  und  2J^  zusammenfallender  Durchmesser  der  Hyperbel,  welche, 
nach  den  früheren  Betrachtungen,  nichts  anderes  als  die  Asymp- 
toten der  Hyperbel  sind. 

§.  206. 

An  dieser  Stelle  sei  noch  einer  merkwürdigen  Eigenschaft  der 
hyperbolischen  Involution,  resp.  der  conjugierten  Durchmesser  einer 
Hyperbel  Erwähnung  gethan. 

Verbindet  man  die  zugeordneten  Punkte  bi  und  b^  (welche  übrigens 
ganz  beliebig  gewählt  sein  können),  sowie  auch  die  Doppelpunkte  d^ 
und  d^  mit  M%  so  ist  auf  Grund  der  durchgeführten  Construction  vor 
allem  der  Winkel  d^Md^  ein  rechter,    ferner  nach  einem  bekannten 
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elementaren  Satze  über  Peripheriewinkel,  der  ^  6,6,  Jf= -=4^62  Jlf'Jf 
und  endlich  in  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  d^MM'i 

Da  aber  der  ^  Md^M  der  Außenwinkel  des  Dreieckes  h^d^M' 
ist,  80  wird  auch: 

-4  6,Jf'd,  zn^Md^M  ^^d,\M'. 

Durch  Substitution  der  obangegebenen  Werte  erhält  man: 

^  6, Md,  =^d^MM  —  ^  \MM 
oder 

^h,Wd,  =^b^Wd,. 

Der  Winkel  6,  M'b^  und  dessen  Nebenwinkel  wird  demnach  durch 
die  Strahlen  d,  Jf'und  d^M'  halbiert,  woraus  folgt,  dass  \M\\M\ 
d^M'  und  d^M'  vier  harmonische  Strahlen,  mithin  6„  6,,  ä,  und  d, 
vier  harmonische  Punkte  sind. 

Da  nun  das  Punktepaar  6,63  ganz  beliebig  gewählt  wurde,  so 
hat  die  nämliche  Eigenschaft  auch  für  jedes  andere  Paar  conjugierter 
Punkte  der  Involution  ihre  volle  Giltigkeit  und  hienach  ergibt  sich 
der  Satz: 

87.  j^  Jedes  Paar  conjtigierter  Punkte  etiler  hyperbolischen  Invo- 
lution bildet  im  Vereine  mit  den  beiden  Doppelpunkten  derselben  vier 
harmonische  Punkte."^ 

Die  Strahlen  Oib^b^d^d^)  oder  Dg  Do  27, 2;,,  welche  zu  diesen 
vier  harmonischen  Punkten  perspectivisch  sind,  bilden  daher  eben- 
falls ein  harmonisches  Büschel  und  somit  nimmt  der  vorige  Satz, 
auf  die  Hyperbel  angewendet,  folgende  Gestalt  an: 

88.  j^  Jedes  Paar  conjugierter  Durchmesser  einer  Hyperbel  stellt 
im  Vereitle  mit  den  beiden  Asymptoten  derselben  einen  harmonischen 
Vierstrahl  vor."' 

§.  207. 

Jede  Hyperbel  besitzt  ein  Paar  aufeinander  senkrecht  stehen- 
der conjugierter  Durchmesser. 

Halbiert  man  nämlich  die  beiden  von  den  Asymptoten  gebildeten 
Winkel  durch  die  Strahlend,  und  Ä^^  so  ist  bekanntlich  A^A^S^E^ 
ein  harmonischer  Yierstrahl.  Nach  dem  vorangeführten  Satze 
sind  also  A^  und  A^  zwei  conjugierte  Durchmesser  der  Hyperbel  und 
da  dieselben  aufeinander  senkrecht  stehen,  repräsentieren  sie  die 
„Achsen"  der  Hyperbel. 

Hieraus  folgt  der  bekannte  Satz: 

89.  y^Die  Achsen  einer  Hyperbel  halbieren  die  Winkel,  welclie 
die  Asymptoten  einschließen.^ 
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§.  208. 

Aus  dem  obaufgestellten  Satze  88)  ergibt  sieb  ferner  auf  eine 
höchst  einfache  Weise  auch  eine  zwar  bekannte,  aber  nichts  desto 
weniger  interessante  Eigenschaft  der  Hyperbel. 

Es  sei  K  (Taf.  XIV,  Fig.  174)  irgend  eine  Hyperbel  und  G  eiue 
beliebige,  die  Hyperbel  in  zwei  Punkten  a  und  h  schneidende  Gerade; 
ferner  seien  27^  und  27^  die  Asymptoten  der  Hyperbel  und  ce,  ß  deren 
Schnitte  mit  derselben  Geraden  G. 

Ziehen  wir  weiters  den  zu  (r  parallelen  Durchmesser  D^,  so  ergibt 
sich  der  ihm  conjugierte  Durchmesser  D^,  wenn  man  den  Hyperbel- 
mittelpunkt 0  mit  dem  Halbierpunkte  m  der  Strecke  ah  verbindet. 
Nach  Satz  88)  sind  D^,  D,,  27,  und  Z^  vier  harmonische 
Strahlen  und  demnach  ihre  Schnitte  wj,  m,  a,  ß  mit  G^  vier 
harmonische  Punkte. 

■ 

Da  aber  der  eine  dieser  vier  harmonischen  Punkte,  nämlich  u^ 
in  unendliche  Entfernung  fällt,  so  muss  der  ihm  zugeordnete  Punkt  m 
bekanntlich  die  Strecke  der  beiden  anderen  Punkte  a  und  ß  halbieren. 
Es  ist  demnach  nicht  nur  am=zbm,  sondern  auch  am=.ßm,  woraus 
folgt,  dass  aa  =  hß  sei. 

Die  Gerade  G  wurde  ganz  willkürlich  gewählt,  daher  der  Satz: 

90,  y^Die  Stücke  einer  beliebigen  Geraden^  welche  zwischen  der 
Hyperbel  und  deren  Asymptoten  liegen,  sind  einander  gleich.^ 

§.  209. 

Bei  der  Parabel  tritt  eine  eigentliche  Involution  nicht  auf, 
indem  sämmtliche  Durchmesser  untereinander  parallel  und  alle  der 
unendlich  fernen  Geraden  conjugiert  sind. 

Liegt  eine  Parabel  K  (Taf.  XIV,  Fig.  175)  gezeichnet  vor,  so 
ist  es  leicht  zu  einor  gegebenen  Sehnenrichtung  den  conjugierten 
Durchmesser  zu  bestimmen. 

Man  hat  zu  diesem  Zwecke  bloß  die  Halbierpunkte  q  und  ts 
zweier  parallelen  Sehnen  ab  und  cd  zu  verbinden,  um  den  verlangten 
Durchmesser  D  zu  erhalten.  Da  ferner  sämmtliche  Durchmesser  zu- 
einander parallel  sind,  so  muss  eine  im  Endlichen  gelegene,  etwa  vor- 
handene „Achse^  der  Parabel  dieselbe  Bichtung  wie  der  Durchmesser 
D  besitzen. 

Die  der  Achse  conjugierte  Sehnenrichtung  ist  zu  ihr,  also  auch 
zu  dem  Durchmesser  D  senkrecht,  um  daher  die  Achse  A  zu  erhalten, 
zieht  man  zwei  zu  D  senkrechte  Geraden   mn  und  j>g,   welche  die 
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Parabel  beziehungsweise  in  m,  n  und  p,  q  schneiden,  und  verbindet 
die  Halbierpunkte  r  und  s  der  Strecken  fnn  und  pq, 

§.  210. 

Es  erübrigt  jetzt  nur  noch  der  specielle  Fall:  „die  Betrachtung 
conjugierter  Durchmesser  eines  Kreises.^ 

Es  bedarf  wohl  nicht  erst  eines  besonderen  Beweises,  um  klar  zu 
legen,  dass  sämmtliche  Paare  conjugierter  Durchmesser  eines  Kreises 
rechtwinklig  sind. 

Ebenso  leicht  ist  einzusehen,  dass,  wenn  die  Strahlen  eines  Büschels 
einander  paarweise  derart  zugeordnet  werden,  dass  entsprechende  Strahlen 
t^conjugierte  Strahlen)  aufeinander  senkrecht  stehen,  eine  Involution 
entstehe.  Sind  nämlich  a^  und  a^  (Taf.  XIV,  Fig.  176)  zwei  auf- 
einander senkrecht  stehende  Strahlen ,  welche  wir  durch  eine  belie- 
bige Gerade  r  schneiden,  so  ist,  wenn  M  den  Fußpunkt  des  vom 
Scheitel  C  des  Büschels  auf  r  geftUten  Perpendikels  vorstellt,  immer 

welches  auch  die  Lage  des  rechten  Winkels  {a^  a^)  sein  mag.  Man 
pflegt  ein  solches  Strahlenbüschel  eine  „Rechtwinkel-Involution^ 
zu  nennen. 

§.  211. 

Nachgewiesen  wurde  bereits,  dass  es  unter  den  Durchmessern 
eines  Kegelschnittes  bloß  zwei  conjugierte  rechtwinklige 
Durchmesser  „die  Achsen^  gibt,  und  dass  daher  unmöglich  die 
Durchmesserinvolution  eines  Kegelschnittes,  falls  der- 
selbe nicht  speciell  ein  Kreis  ist,  eine  Bechtwinkel-Involution  sei. 

Es  gibt  aber  für  jeden  Kegelschnitt  zwei  Punkte,  welche 
die  Scheitel  von  Büscheln  conjugierter  Polaren  vorstellen, 
die  eine  Kechtwinkel-Involution  bilden. 

Zur  Kenntnis  dieser  eben  erwähnten  besonderen  Punkte  gelangen 
wir  durch  die  Betrachtung  eines  speciellen  Falles  der  Collineation 
zwischen  einem  Kreise  und  einem  Kegelschnitte.] 

Sei  Ä  (Taf.  XIV,  Fig.  177)  die  CoUineationsachse,  C  das  Colli- 
neationscentrum  und  G^  die  erste  Gegenachse. 

Behufs  der  aufzustellenden  Untersuchung  zeichnen  wir  einen 
Kreis  Kj,  dessen  Mittelpunkt  mit  dem  CoUineationscentrum  C  zu- 
sammenfällt.  Die  Collinearfigur  des  Kreises  K^  sei  ein  Kegelschnitt 
iCp  den  wir  auf  Orund  vorausgeschickter  Erörterungen  anstandslos 
bestimmen  können. 

Pctchka,  Darftellende  u.  projectire  Geometrie.  IS 
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Bei  der  coliinearen  Beziehung  sind,  wie  wir  wissen,  das  Colli- 
neationscentrum  (als  Punkt  der  beiden  Systeme  betrachtet)  ^  sowie 
alle  durch  dasselbe  gehenden  Geraden  (die  Collineationsstrahlen)  sich 
selbstentsprechend. 

Nun  ist  evident  y  dass  sich  ein  Kegelschnitt ,  mit  dem  eine  In- 
volution conjugierter  Polaren  in  Verbindung  gebracht  wird,  durch 
Projection  oder  Collineation  in  einen  anderen  Kegelschnitt  verwandelt, 
welcher  wieder  mit  einer  Involution  conjugierter  Polaren,  da  letztere 
bloß  auf  projectivische  Beziehungen  gegründet  sind,  in  Verbindung 
sieht. 

Das  Strahlenbüschel  aus  dem  Scheitel  C  repräsentiert  aber  die 
Bechtwinkel-Involution  der  Durchmesser  des  Kreises  K^  und 
da  dieses  Büschel  in  den  beiden  Systemen  sich  selbst  entspricht,  wird 
es  auch  gleichzeitig  eine  Bechtwinkel-Involution  conjugierter  Polaren 
des  Kegelschnittes  K^  darstellen. 

Hievon  kann  man  sich  auch  leicht  auf  folgende  Weise  die  Über- 
zeugung verschaffen.  Dem  Punkte  C,  als  Punkt  des  Systemes  K^ 
betrachtet,  entspricht  nämlich  im  Systeme  JT,,  da,  wie  bekannt,  das 
Collineationscentrum  in  beiden  Systemen  immer  sich  selbst  entspricht, 
wieder  der  Punkt  C. 

Die  Polare  des  Punktes  G  für  den  Kreis  K^  ist  die  unendlich 
ferne  Gerade.  Derselben  entspricht  im  Systeme  K^  die  erste  Gegen- 
achse (rp  welche  demnach  die  Polare  des  Punktes  C  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt  £,  darstellen  muss. 

Ziehen  wir  durch  C  zwei  zu  einander  senkrechte  Geraden  A^  und 
J^ ,  so  repräsentieren  dieselben  zwei  coDJugierte  Durchmesser  des 
Kreises  K^,  die  außerdem  coUinear  sich  selbst  entsprechend  sind. 
Denken  wir  uns  ferner  in  den  Endpunkten  a'^,  a"^,  «'„  und  a"^  dieser 
Kreisdurchmesser  die  Tangenten  <'o,  t**^,  x*^  und  x"^  gezogen,  so  ent- 
sprechen denselben  die  Kegelschnittstangenten  f ,  V\  x*  und  r"  in  den 
Punkten  a',  a",  «'  und  «'*. 

Überdies  gehen  die  Geraden  i\  V  und  A^,  weil  diese  den  drei 
parallelen  Geraden  ^'ß,  t**^  und  Ä^  entsprechen,  durch  einen  und  den- 
selben Punkt  t;,  der  Gegenachse  6r^. 

Desgleichen  gehen  die  Geraden  r',  x**  und  -4,  durch  den  näm- 
lichen Punkt  Vg  derselben  Gegenachse  G^. 

Hieraus  folgt,  dass  die  durch  t;,  gehende  Gerade  A^  die  Polare 
von  t^^  in  Bezug  auf  K^  ist  und  ebenso  die  durch  v^  geführte  Gerade 
A^  die  Polare  von  v^  sei,  dass  also  die  zueinander  rechtwinkligen  Ge- 
raden A^  und  A^  conjngierte  Polaren  des  Kegelschnittes  K^  dar- 
stellen. 
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Nachdem  das  eben  Nachgewiesene  auch  von  jedem  anderen  Paare 
der  durch  C  gehenden  und  aufeinander  senkrecht  stehenden  Geraden 
gilt,  so  ist  die  unmittelbare  Folge,  dass  der  Funkt  G  den  Scheitel 
einer  rechtwinkligen  Involution  conjugierter  Polaren  des 
Kegelschnittes  Ky^  repräsentiert. 

Einen  Punkt  G  im  Kegelschnitte  von  der  hier  erörterten  Eigen- 
thömlichkeit  pflegt  man  einen  „Brennpunkt^  des  Kegelschnitte^s 
und  die  ihm  zugehörige  Polare,  im  vorliegenden  Falle  (r,,  die  „Di* 
rectrix^  des  Kegelschnittes  bezüglich  dieses  Brennpunk- 
tes zu  nennen'^). 

Setzen  wir  weiters  voraus,  es  wäre  Gr^  die  zweite  Gegenaohse 
und  denken  wir  uns  durch  G  einen  beliebigen  Strahl  %  gezogen, 
welcher  die  Collineationsachse  J.  in  d,  die  erste  und  zweite  Gegen- 
achse 6r|  und  (r,  beziehungsweise  in  den  Punkten  F^  und  JJ^  und 
«ndlich  den  Kreis  K^ ,  sowie  den  Kegelschnitt  Ky^  in  den  einander 
entsprechenden  Punkten  P,  und  P^  trifft,  so  werden  den  Punkten  C> 
oo,  P|  und  F^  des  Kegelschnittssystems  im  Systeme  des  Kreises  K^  die 
Punkte  C,  TJ^,  P,  und  oo  entsprechen;   es  ist  demnach 

(GooP^Ü^)  =(fiV,F,oo) 
oder 

CP,  _  CP, 

Nun  ist  CP,  der  Radius  q  des  Kreises  K^,  welcher  als  solcher 
ffir  alle  Punkte  P,  des  Kreises  denselben  Wert  beibehält;  es  lässt 
äich  daher  obige  Gleichung  auch  in  der  Form  schreiben: 

Außerdem  ist  aber  auch  fflr  jede  coUiueare  Beziehung  bekanntlich 

also 

CPx  ^  -P.  ^1  _  -P|  g 
Q  dV^  ds 

«der 

SP,  ■"  ds' 

wobei  dSj  als  Abstand  der  Collineationsachse  A  von  der  ersten  Gegen- 
achse &|  constant  ist,  was  zur  Folge  hat,   dass  auch  das  Verhältnis 

€P 

-ö^  constant  sein  muss. 
öJft 

Hiernach  ergibt  sich  der  Satz: 

13* 
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91,  y^Die  Abstände  jedes  Punktes  eines  Kegelschnittes  vom  Brenn-- 
punkte  und  der  entsprechenden  Directrix  haben  ein  constantes  Ver^ 
hältnis.^ 

Für  die  Ellipse,  wobei  bekanntlich  der  Kreis  die  Gegenachse 
G^  nicht  schneidet,  ist  Cu^,  also  auch  ds  kleiner  als  (>,  woraus 
direct  folgt,  dass  für  die  Ellipse  das  angegebene  constante  Yerbältnis, 
da  (>  <  ä^  ist,  auch  kleiner  als  1  sei.  FQr  die  Hyperbel  tritt  der 
entgegengesetzte  Fall  ein,  es  ist  daher  auch  das  obgenannte  Yerhältni» 
größer  als  1. 

Ist  der  Kegelschnitt  eine  Parabel,  so  berührt  der  colHneare 
Kreis  K^  die  Qegenachse  (r,;  es  ist  demnach  Cu^  =  ds  =  ^^  das 
obbezeichnete  Verhältnis  somit  gleich  1;  die  Punkte  der  Parabel 
haben  also  von  dem  Brennpunkte  und  der  zugehörigen  Directrix  de» 
gleichen  Abstand. 

§.  212. 

Aus  der  Eigenschaft  des  Brennpunktes,  als  Scheitel  einer 
Bechtwinkel-Involution,  lässt  sich  auf  dessen  Lage  im  Kegel* 
schnitte  selbst  schließen. 

Vor  allem  ist  zu  beachten,  dass  eine  Bechtwinkel-Involation 
keine  reellen  Doppelstrahlen  besitze,  woraus  weiter  folgt,  dass  sich 
vom  Brennpunkte  aus  an  den  Kegelschnitt  keine  reellen  Tangeo- 
ten  ziehen  lassen,  indem  diese  oflfenbar  die  Doppelstrahlen  der  Invo- 
lution conjugierter  Polaren  für  den  betreflfenden  Punkt  yorstelleiu 
Der  Brennpunkt  liegt  also  im  Inneren  des  Kegelschnittes. 

Ferner  gibt  es  in  einer  Bechtwinkel-Involution  keine  cOnju- 
gierten  Polaren,  welche  einen  anderen  Winkel  als  den  von  90* 
einschließen. 

Aus  diesen  Erörterungen  ist  gleichzeitig  zu  entnehmen,  dass  der 
Brennpunkt  auf  einer  der  beiden  Achsen  des  Kegelschnittes  liegen 
müsse ;  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  würde  der  durch  den  Brenn* 
punkt  gehende  Durchmesser  und  die  zu  demselben  conjugierte  Kegel- 
schnittssehne ein  schiefwinkliges  Paar  conjugierter  Polaren  vorstellen, 
was  nach  Früherem  nicht  stattfinden  kann. 

Auch  ist  sofort  erklärlich,  dass  wenn  auf  einer  der  beiden  Achsen 
ein  Brennpunkt  G  existiert,  auf  derselben  Achse,  symmetrisch  gegen 
den  Mittelpunkt  0  des  Kegelschnittes  noch  ein  zweiter  Brennpunkt 
O  existieren  müsse. 

§.  213. 

Ein  anderweitiger  specieller  Fall  der  Collineation  eines  Kreises 
und    eines    Kegelschnittes    führt    unmittelbar   zur    Bestimmung   des 
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KrämmuDgskreises  des  Kegelschnittes  in  einem  seiner 
Pankte,  d.  i.  znr  Kenntnis  jenes  Kreises,  welcher  mit  dem  Kegel- 
schnitte in  jenem  Punkte  drei  zusammenfallende  Punkte  gemein   hat. 

Setzen  wir  also  voraus,  es  sei  -BT,  (Taf.  XIV,  Fig.  178)  ein  Kegel- 
sehnitt,  welcher  als  CoUinearfigur  eines  Kreises  K^  zu  betrachten  ist. 
Das  CoUineationscentrum  C  nehmen  wir  in  der  Peripherie  des  Kegel- 
schnittes K^  an.  Aus  dem  Umstände,  dass  das  CoUineationscentrum 
C  in  beiden  Systemen  sich  selbst  entspricht,  folgt,  dass  der  dem  Kegel- 
schnitte K^  collineare  Kreis  K„  gleichfalls  durch  C  gehen  mQsse. 

Die  Tangente  t,  welche  den  Kegelschnitt  in  C  berührt,  stellt 
zugleich  einen  CoUineationsstrahl  vor,  wird  mithin  auch  den  Kreis  K^ 
in  C  berühren  müssen.  Hieraus  erhellt  von  selbst,  dass  auch  der 
Kegelschnitt  K^  mit  dem  ihm  coUinearen  Kreise  £1,  in  C  eine  Be- 
rährang  eingehen  werde. 

Ziehen  wir  nun  zwei  zueinander  senkrechte,  sonst  aber  ganz 
beliebige  Coliineationsstrahlen  Ca^  und  C&,,  so  werden  dieselben  den 
Kegelschnitt  K^  in  a^  und  b^  und  den  ihm  coUinearen  Kreis  K^  in 
<lea  entsprechenden  Pnnkten  a»  und  b^  schneiden. 

Nachdem  der  Winkel  a^Cb^  ein  rechter  Winkel  ist,  so  stellt  a^ft^ 
einen  Durchmesser  des  Kreises  K^  und  folglich  a^\  die  ihm  collineare 
Kegelschnittssehne  dar. 

Wählen  wir  zwei  andere  zueinander  senkrechte  Coliineations- 
strahlen CC|  und  Cd^y  so  bestimmen  auch  diese  in  gleicher  Weise 
einen  Kreisdurchmesser  c,^  d^ ,  dessen  collineare  Kegelschnittssehne 
€^d^  ist.  ' 

Die  beiden  Kegelschnittssehnen  c^d^  und  a^b^  schneiden  sich  nun 
in  einem  Punkte  0,,  welcher  dem  Schnittpunkte  0,  der  Kreisdurch- 
messer  c^d2  und  a^bg^y  also  dem  Kreismittelpunkte  coUinear  entspricht» 

Aas  dem  vorausgeschickten  Nachweise,  dass  sich  der  Kreis  K2 
and  der  Kegelschnitt  K^  in  ü  berühren,  folgt,  dass  der  CoUineations- 
strahl CO^O^  die  gemeinschaftliche  Normale  n  des  Kreises 
und  des  Kegelschnittes  in  C  darstelle« 

In  Toller  Übereinstimmung  mit  dem  Besprochenen  wird  auch 
jedes  weitere  Paar  rechtwinkliger  Coliineationsstrahlen  auf  dem  Kreise 
K^  einen  Durchmesser  und  auf  dem  Kegelschnitte  K^  eine  zu  diesem 
Durchmesser  collineare  Sehne  bestimmen,  welche  ebenso  wie  a^b^  und 
€,(lj  durch  Oj  gehen  muss.     Es  folgt  daher  der  Satz: 

5;2.  yjDreht  sich  ein  rechter  Winkel  um  seinen  Scheitel,  wekJ^er 
auf  einem  Kegelschnitte  liegt,  so  geht  die  Verbindungsgerade  der  Schnitt^ 
punkte  seiner  SchenJcel  mit  dem  Kegelschnitte  durch  einen  festen 
Punkt  der  Normale  in  jenem  Scheitel^  **). 
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§.  214. 

Da  im  Systeme  des  Kreises  K^  dem  Mittelpunkte  0,^  die  unend- 
lich ferne  Gerade  als  Polare  entspricht,  so  ist  die  Gegenachse  G,  die 
Polare  des  Punktes  0,  in  Bezug  auf  K^. 

Die  gemeinschaftlichen  Merkmale  aller  zu  dem  Kegelschnitte  K^ 
collinearen  Kreise  £,  für  einen  Punkt  C  des  Kegelschnittes  K^  als 
CoUineationscentrum ,  bestehen  also  darin,  dass  erstens  den  Mittel- 
punkten aller  dieser  Kreise  ein  fester  Punkt  0,  der  Normale  n  des 
Kegelschnittes  K^  im  Paukte  C  coUinear  entspricht,  und  dass  zweiten» 
die  erste  Gegenachse  6r,  für  alle  diese  Kreise  eine  fixe  Gerade  sei^ 
welche  die  Polare  des  festen  Punktes  0,  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt darstellt. 

Ein  beliebiger  Kreis  aus  der  Schar  der  collinearen  Kreise  K^ 
wird  durch  die  Annahme  der  CoUineationsachse  Ä'  (parallel  zu  6r,) 
vollkommen  bestimmt.  Diese  CoUineationsachse  trifft  den  Kegelschnitt 
JTj  in  zwei  (reellen  oder  imaginären)  Punkten  d\  und  d'^,  durch  welche 
Punkte,  da  diese  sich  selbstentsprechend  sind,  auch  der  coUineare  Kreis 
K^  gehen  muss. 

Denken  wir  uns  nun  die  CoUineationsachse  Ä'  so  lange  parallel 
zu  sich  selbst  verschoben^  bis  dieselbe  durch  C  geht,  so  t&ilt  in  dieser 
Lage  der  eine  ihrer  Schnittpunkte  d\  mit  6^  =  0  zusammen ,  d.  h. 
der  zu  dieser  CoUineationsachse  Ä  gehörende  Kreis  K^^  hat  mit  dem 
Kegelschnitte  in  C  drei  zusammenfallende  Punkte  gemein. 

Derselbe  repräsentiert  mithin  den  ^Osculations-^  oder  „Krüm- 
mungskreis^  des  Kegelschnittes  K^  im  Punkte  C^^). 

Um  die  bisher  entwickelten  Principien  vollkommen  klar  zu  legen, 
wollen  wir  mit  Zuhilfenahme  derselben  einige  einschlägige  Probleme 
zu  lösen  suchen. 

§.  215. 

67.  Aufgabe.  In  einer  durch  ihre  Tracen  gegebenen  Ebene  ist 
ein  Kreis  derart  gegeben,  dass  er  die  Spurtrace  der  Ebene  nicht 
sohneidet,  dass  also  dessen  Gentralprojection  eine  Ellipse  wird;  es 
sind  die  Hauptachsen  der  letzteren  auf  constructivem  Wege  direet 
zu  ermitteln. 

Die  Tracen  der  gegebenen  Ebene  E  seien  EtEr,  (Taf.  XIV,  Fig.  179), 
die  umgelegte  Spurtrace  sei  E^u  und  das  um  Ei,  umgelegte  Projections- 
centrnm  sei  C^. 

Denken  wir  uns  zunächst  den  um  Et  umgelegten  Kreis  JT^, 
welcher  der  Voraussetzung  gemäß,  die  umgelegte  Spurgerade  E\  nicht 
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schneidet,   wirklich  gezeichnet.    Die  Centralprojection   dieses  Kreises 
wollen  wir  K  nennen. 

Um  den  Mittelpunkt  0  von  K  zu  bestimmen,  hat  man  bloß  zu 
erwägen,  dass  dieser  Mittelpunkt  der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K^  also  die  Projection  des  Poles  0^ 
der  Spnrgeraden  E^«  in  Bezug  auf  den  umgelegten  Kreis  K^  sei. 

Zum  Behufe  der  Construction  von  0^  ziehen  wir  durch  den 
Mittelpunkt  m^  des  Kreises  K^  eine  Senkrechte  zu  £^«,  welche  die 
letztere  in  s  schneidet  und  bestimmen  die  Berührungssehne  a/3  der 
von  s  aus  an  den  Kreis  K^  gezogenen  Tangenten. 

Da  der  Punkt  s  auf  der  Geraden  ^u  liegt ,  muss  die  Polare  a  ß 
desselben  durch  den  Pol  0^  von  E\  gehen,  nachdem  aber  der  Pol  von 
E^u  auch  in  der  vom  Kreismittelpunkte  m^  auf  E^u  gefällten  Senk- 
rechten 11^,  muss  sich  derselbe  im  Schnitte  von  aß  mit  m^s  vor- 
finden. 

Das  Bild  0  dieses  Punktes  0^  ist  auf  Grund  der  vorhergehend 
angestellten  Betrachtungen  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  K. 

Da  die  Projection  des  Büschels  conjugierter  Polaren  des  Kreises 
K^  aas  dem  Scheitel  0^,  das  Büschel  conjugierter  Durchmesser  für 
den  Kegelschnitt  K  repräsentiert,  da  femer  dieses  Büschel  und  dem- 
nach auch  dessen  Projection  durch  zwei  Paare  conjugierter  Polaren, 
resp.  Durchmesser  vollständig  bestimmt  ist,  gelangen  wir  zu  der  fol- 
genden Construction. 

Die  beiden  eonjngierten  Polaren  aß  und  m^s  des  Kreises  K^^ 
haben  zur  Projection  zwei  oonjugierte  Durchmesser  D^  und  2),  des 
Kegelschnittes  K,  wovon  der  erstere  2),  als  Projection  der  zur  Bild- 
fläcbtrace  parallelen  Geraden  aß  ebenfalls  zur  Bildflächtrace  parallel 
sein  muss,  während  sich  der  zweite  Durchmesser  D^  als  Verbindungs- 
linie des  Mittelpunktes  0  mit  dem  Durchstoßpunkte  M  von  m^s  ergibt. 

Denken  wir  uns  die  Involution  der  conjugierten  Durchmesser 
von  K  durch  die  Bildflächtrace  Et  geschnitten ,  so  erbalten  wir  auf 
der  letzteren  eine  involutorische  Punktreihe.  Die  Schnittpunkte  der 
eonjngierten  Durchmesser  I>,  und  D^  mit  E^  liefern  zwei  zugeordnete 
Punkte  dieser  Involution.  Da  aber  der  eine  derselben  in  unendliche 
Entfernung  fällt,  so  rspräsentiert  der  andere,  d.  i.  M,  den  Mittelpunkt 
der  Involution  auf  Ei,. 

Irgend  ein  anderes  Paar  a^  O^  und  a,  0^  conjugierter  Polaren  des 
Kreises,  welches  wir  auf  bekannte  Weise  bestimmen,  liefert  in  der 
Projection  wieder  ein  Paar  conjugierter  Durchmesser,  deren  Schnitt- 
punkte a^  und  a,  mit  Ei,  die  nämlichen  Punkte  sind,  in  welchen  die 
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entsprechenden  conjugierten  Polaren  0,0^  und  a^O^  die  Bildflächtrace 
Et  treffen. 

Wir  erbalten  demnach  in  a^,  a^  ein  Paar   conjugierter   Pankte 

der  Involution  auf  Eb  und  vermittelst  des  über  a^a^  als  Durchmesser 

beschriebenen  Kreises  die  Inrolutionspotenz  3IJir\ 

Jeder  durch  M^  gehende  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  Eb  liegt, 
bestimmt  auf  Eb  zwei  conjugierte  Punkte  der  Involution,  die  mit  0 
verbunden  zwei  conjugierte  Durchmesser  des  Kegelschnittes  K  liefern. 

Wählen  wir  unter  diesen  Kreisen  jenen  i^  welcher  gleichzeitig 
durch  den  Mittelpunkt  0  geht,  so  bestimmt  derselbe  auf  Et  zwei  con- 
jugierte Punkte  ä,  und  d,  der  Involution ,  welche  mit  0  verbunden 
zwei  conjugierte,  überdies  aber  aufeinander  senkrecht  stehende  Durch- 
messer, also  die  Achsen  des  Kegelschnittes  K  liefern. 

Um  deren  Längen  zu  ermitteln,  haben  wir  bloß  zu  berücksichtigen, 
dass  die  Achsen  A^  und  A^  oder  Od^  und  Od^  die  Projectionen  zweier 
conjugierten  Polaren  des  Kreises  k^  sind,  welche  sich  als  die  Verbin- 
dungslinien von  Oq  mit  d,  und  d^  ergeben.  Letztgenannte  Verbindunsg- 
geraden  schneiden  den  Kreis  Kf^  in  den  Punkten  /„,  J/^,,  J//„,  ü'^, 
deren  Projectionen  i,  ///  III,  IV  die  Endpunkte  der  beiden  Kegel- 
schnittsachsen A^  und  A^  darstellen. 

§.  21o. 

öS,  Aufgabe.  Die  Gentralprojection  eines  in  einer  gegebenen 
Ebene  liegenden  Kreises  hat  als  Hyperbel  zu  erscheinen;  es  sind  die 
Asymptoten  und  die  Achsen  dieser  Hyperbel  direct  zn  bestimmen. 

Es  sei  wieder  EbE„  (Taf.  XIV,  Fig.  180)  die  gegebene  Ebene, 
Co  das  um  Ev  umgelegte  Centrum  und  E\  die  um  Eb  umgelegte 
Spurgerade. 

Soll  das  Bild  des  Kreises  eine  Hyperbel  sein,  soll  dasselbe  also 
zwei  reelle  nnendlich  ferne  Punkte  besitzen,  so  muss  der  Kreis  die 
Spurgerade  EOu  in  zwei  Punkten  a^  und  ßf^  schneiden. 

Die  Tangenten  2;^,  und  2P^  des  Kreises  Kg  in  den  Punkten  a^ 
und  ßo  projicieren  sich  als  Hyperbeltangenten  mit  unendlich  fernen 
Berührungspunkten,  werden  somit  als  die  Asymptoten  Z*,  und  2J^  der 
Hyperbel  erscheinen. 

Am  einfachsten  werden  wir  zur  Construction  derselben  gelangen^ 
indem  wir  vorerst  die  Projection  0  des  Schnittpunktes  0^  der  Tangenten 
2^,  und  Z",  auf  bekannte  Weise  ermitteln  und  durch  die  Durchstoß- 
punkte a,  uud  ÜQ  dieser  Tangenten  mit  der  Bildebene,  die  Geraden 
Oa,  und  Oa^  ziehen. 
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Der  Punkt  0  als  Schnittpunkt  der  beiden  Asymptoten  E^  und 
2]^  repräsentiert  gleichzeitig  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel.  Die  Achsen- 
richtungen A^  und  A^  erhält  man  unmittelbar  durch  die  Halbierungs- 
linien des  Winkels  (27p  2^). 

Verbindet  man  die  Durchstoßpunkte  d,  und  ä,  der  Achsenrich- 
toDgen  mit  dem  Punkte  0^,  so  erhält  man  die  Geraden  A^^  und 
A\^  welche  in  der  ümlegung  den  Achsen  A^  und  A^  enteprechen. 
Die  eine  dieser  Geraden  A^^  schneidet  den  Kreis  K^  in  zwei  reellen 
Punkten  i^,  11^^  welche  nach  A^  projiciert^  die  Endpunkte  I  und 
II  der  „reellen  Achse^  der  Hyperbel  bestimmen.  Die  zweite 
Gerade  iL%  schneidet  den  Kreis  £),  nicht,  es  wird  mithin  auch  die 
Achse  An,  welche  man  die  „imaginäre  Achse^  nennt,  die  Hyperbel 
nicht  treffen. 

§.  217. 

69.  Aufgabe.  Die  Gentralprojection  eines  in  einer  gegebenen 
Ebene  liegenden  Kreises  erscheint  als  Parabel;  es  ist  die  Achse, 
sowie  die  Scheiteltangente  der  Parabel  direct  zu  ermitteln. 

Ist  J^öJE,  (Taf.  XIV,  Fig.  181)  die  Ebene  des  Kreises,  C^  das 
um  Et  umgelegte  Centrum,  E^u  die  um  Et  umgelegte  Spurtrace  und 
endlich  K^  der  um  Eh  umgelegte  Kreis,  welcher  sich,  der  Voraus- 
setzung gemäß,  als  Parabel  projicieren  soll,  so  muss  nach  Früherem 
der  Kreis  K^  die  Spurgerade  E^u  berühren. 

Da  sftmmtliche  Durchmesser  der  Parabel  die  nämliche  Richtung 
haben,  so  wird  es  sich  zunächst  darum  handeln,  diese  Sichtung  fest- 
zustellen. 

Wie  bereits  bekannt,  rührt  die  Parallelität  sämmtlicher  Parabel- 
durchmesser daher,  dass  dieselben  durch  den  Berührungspunkt  der 
Parabel  mit  der  unendlich  fernen  Geraden,  also  durch  die  Gentral- 
projection jenes  Punktes  t«o  gehen,  in  welchem  der  Kreis  K^  die  Ge- 
rade E^n  berührt.  Die  Gentralprojection  des  obbezeichneten  Berührungs- 
punktes liegt  aber  auf  dem  Spurstrahle  G^u^  in  unendlicher  Entfer- 
nung, d.  h.  Cgtig  ist  bereits  die  Bichtung  der  Parabeldurch- 
messer. 

Unter  allen  Parabeldurchmessern  gibt  es  jedoch  einen  ^die  Achse 
der  Parabel^,  welcher  zu  der  Bichtung  der  ihm  conjugierten  Sehnen 
senkrecht  steht.  Bezeichneter  Durchmesser  ist  demnach  auch  senkrecht 
zu  der  Parabeltangente  in  seinem  Endpunkte,  d.  i.  senkrecht  zur 
^Scheiteltangente^. 

Die  Bichtung  der  besagten  Tangente ,  sowie  jene  der  genannten 
conjugierten  Sehnen  erhalten  wir  unmittelbar  durch  die  Gerade  C^s^, 
welche  zu  C^u^  senkrecht  steht,  vergegenwärtigt. 


202 

Nun  ist  bekannt,  dass  alle  zu  C^Sq  parallelen  Geraden  die  Pro- 
jectionen  derartiger  Geraden  darstellen,  welche  nach  der  ümlegung 
durch  den  Punkt  s^  der  Spargeraden  E^n  gehen.  Zieht  man  demnach 
durch  8q  an  den  Kreis  K^  eine  Tangente  T^  und  verbindet  den  Be- 
rührungspunkt Sq  dieser  Tangente  T^  mit  Uq  durch  die  Gerade  A^^  =  ti^d, 
so  wird  die  Projection  Ä  der  letzteren  Geraden  parallel  zu  Cq%  sein 
und  einen  Durchmesser  der  Parabel  darstellen.  Die  Projection  der 
Tangente  T^  ist  eine  Tangente  T  des  Kegelschnittes,  welche  diesen  in 
dem  Endpunkte  S  des  Durchmessers  A  berfihrt.  Die  Tangente  T  ist 
aber  auch  parallel  zu  CqS^,  daher  senkrecht  zu  0^%  und  folglich 
senkrecht  zu  A.  Es  repräsentiert  somit  .1  die  Achse,  S  den  Scheitel 
und  T  die  Scheiteltangente  der  Parabel. 

§.  218. 

■ 

Interessant  ist  auch  die  Untersuchung  jenes  Falles,  in  welchem 
sich  ein  Kreis  wieder  als  Kreis  projiciert. 

um  für  diesen  Fall  die  Bedingungen  bezüglich  der  Lage  des 
Kreises  festzustellen,  werden  wir  von  der  CoUineation  Gebrauch 
machen. 

Setzen  wir  demgemäß  voraus,  es  wären  K^  und  K  (Taf.  XV, 
Fig.  182)  zwei  coUineare  Kreise  und  der  Schnittpunkt  C^  eines  gleich- 
artigen (äußeren  oder  inneren)  Tangentenpaares,  das  Collineations- 
centrum. 

Wählt  man  als  coUinear  entsprechende  Punkte  der  beiden 
Kreise  £„  und  K  ähnlich  gelegene  Punkte  derselben,  etwa  %  und  a\ 
so  ist  sofort  ersichtlich,  dass  alle  Paare  entsprechender  Geraden 
parallel  sind,  dass  also  die  CoUineationsachsen  in  unendliche  Entfer- 
nung fallen. 

Betrachtet  man  K  als  Centralprojection,  so  sagt  das  ge- 
wonnene Resultat  nichts  anderes  aus,  als  dass  die  Bildflächtrace  der 
Kreisebene  in  unendliche  Entfernung  zu  liegen  komme,  oder  mit  an- 
deren Worten,  dass  die  Kreisebene  zur  Bildebene  parallel  sei;  ein  Er- 
gebnis, zu  welchem  man  auch  von  vornherein  hätte  gelangen  können. 

Nehmen  wir  jedoch  den  anderen  Fall,  nämlich  den  an,  in  welchem 
sich  nicht  ähnlich  gelegene  Punkte,  wie  beispielsweise  a^  und 
a,  entsprechen. 

Diesfalls  erhält  man  eine  CoUineationsachse  in  endlicher 
Entfernung,    welche,    wie   aus   der  Symmetrie  der  Figur  gegen  die 

Mittelpunktslinie    C^  o^  o    hervorgeht ,    auf   der    letzteren    senkrecht 
stehen  muss. 
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Nachdem  sich  die  Fcmkte  %  und  a  entsprechen,  wird  dasselbe 
anch  von  den  Kreistangenten  0%  und  da  dieser  Punkte  gelten  und 
werden  diese  im  Schnittpunkte  d  einen  Punkt  der  CoUineatiocsachse 
A  liefern. 

Berücksichtigt  man,  dass  OqOq  parallel  zu  oa^^  also  antiparallel 
zu    ao   in   Bezug   auf  die  Gerade   C^a^a  ist,   so  findet  man,  dasa 

und,  da  %ä  und  ad  beziehungsweise  auf  a^o^  und  ao  senkrecht 
stehen,  auch 

^  aa^ö  =  -^  a^ad 

sei.  Das  Dreieck  daa^  ist  sonach  gleichschenklig  und  folglich  sind 
anch  die  Kreistangenten  a^d  und  aS  einander  gleich.  Hieraus  folgt 
unmittelbar,  dass  die  Collineationsachse  Ä  gleichzeitig  die  Po- 
tenzlinie der   beiden  Kreise  K^  und  K  repräsentiere. 

Betrachten  wir  nun  den  Kreis  K  als  die  Centralprojection  de& 
nm  A  umgelegten  Kreises  Zj,  und  denken  wir  uns  den  letzteren  um 
A  in  seine  ursprungliche  räumliche  Lage  zurückgedreht. 

Selbstverständlich  werden  auch  unter  dieser  Voraussetzung  die 
Tangenten  an  die  beiden  obbezeichneten  Kreise  von  einem  Punkte  der 
Schnittgeraden  A  ihrer  Ebene,  gleiche  Längen  besitzen.  Dieses 
Ergebnis  berechtigt  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  beiden  Kreise  auf 
einer  und  derselben  Kugel  liegen  müssen.  Letzteres  erhellt 
auch  aus  folgender  Betrachtung. 

Denken  wir  uns  nämlich  von  dem  Punkte  m,  in  welchem  die 
Gerade  A  von  o^o  getroffen  wird,  Tangenten  an  K^  und  K  gezogen^ 
welche  die  gleiche  Länge  l  besitzen  und  bezeichnen  wir  die  Badien 
der  Kreise  K^  und  K  beziehungsweise  mit  r^  und  r,  so  ist: 

o^tn^  =  Z"  +  ^'^o  ^^^  ebenso  om^  =  1^  -^  r\ 
Drehen  wir  nun  den  Kreis  K^  um  einen  beliebigen  Winkel  ur 
um  die  Collineationsachse  A  in  den  Baum,  so  entsteht  aus  den  Strecken 
om  und  o^w  und  den  Normalen  der  betreffenden  Kreisebenen  in  o  und 
0^  (umgelegt  um  ooj  ein  Viereck  mo^Oo,  in  welchem  die  Winkel 
bei  0  und  o^  rechte  Winkel  sind.    Bezeichnet   man   die  Länge   mO 
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Die  Entfernungen  £  des  Punktes  0  von  den  Punkten  der  Kreise 
JT^  und  K  sind  dann  beziehungsweise  gleich 

Öo'o  +  r\  =  Öö«  +  r«  =  <y«  -  l\ 
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Man  ersieht  hieraus,  dass  die  beiden  Kreise  K^  und  K  auf  einer 
Kugel  liegen ,  deren  Mittelpunkt  0  und  deren  Kadius  (tf*  —  l^)  ist ; 
daher  der  Satz: 

93.  y^Ist  die  Centralprojection  eines  Kreises  wieder  ein  Kreis,  so 
liegen  die  beiden  Kreise  auf  einer  Kugel^  **). 

§.  219. 

70.  Aufgabe.  In  der  Bildebene  ist  ein  Kegelsolmitt  K  als  die 
Frojeotion  eines  in  einer  Ebene  E  liegenden  Kreises  gegeben.  Die 
Ebene  E  ist  durch  ihre  Tracen  Et  und  E^ ,  sowie  durch  ihre  Bild- 
flächneigung a  bestimmt.  Es  ist  das  zugehörige  Projectionscentrum, 
sowie  der  nm  E^  umgelegte  Kreis  K^^  zu  bestimmen. 

Der  Mittelpunkt  des  Kreises  ist  der  Pol  der  unendlich  fernen 
Geraden  der  Kreisebene  E\  dessen  Projection  demnach  der  Pol  o 
(Taf.  XV,  Fig.  183)  der  Fluchttrace  E,  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt K. 

Den  Pol  0  ermitteln  wir  auf  bekannte  Weise,  indem  wir  zwei 
Punkte  t7j  und  9?,  in  der  Fluchttrace  E^  beliebig  wählen  und  deren 
Polaren  (Berührungssehnen)  oi\  und  og?«  i^  ^  zum  Schnitte  bringen. 

Offenbar  sind  die  Geraden  v,  0,  r^o,  resp.  g?,  0,  q>^o  zwei  Paare 
conjugierter  Polaren  des  Kegelschnittes  K  aus  dem  Punkte  0  und 
folglich  die  Centralprojectionen  zweier  Paare  rechtwinkliger  (conjugierter) 
Kreisdurchmesser. 

Beschreiben  wir  über  den  Strecken,  welche  die  Durchstoßpunkte 
(2p  d^j  resp.  dp  d,  der  ober  wähnten  Geraden  in  der  Bildfiächtrace  Et 
bestimmen,  Halbkreise,  so  schneiden  sich  diese  in  einem  Punkte  o^, 
welcher  selbstverständlich  den  umgelegten  Kreismittelpunkt  vorstellen 
wird,  indem  den  aufeinander  senkrecht  stehenden  Geraden  o^d,  und 
ö^dj,  resp.  Oq*,  uod  o^ä^  als  Projectionen  die  conjugierten  Polaren 
od,,  od^)  06^,  oö^  entsprechen. 

Auf  der  Verbindungsgeraden  oo^  wird  nun,  wie  bekannt,  irgendwo 
das  umgelegte  Projectionscentrum  C^  zu  suchen  sein. 

Nachdem  die  Fluchtstrahlen  C^v^  und  C^v^  der  conjugierten 
Kreisdurchmesser  o^d,  und  o^d^^  aufeinander  senkrecht  stehen  müssen, 
bestimmen  wir  das  Centrum  C^  einfach  als  den  Schnittpunkt  der  Gera- 
den 0  0^  mit  dem  über  v^v^  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  Tc. 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  A^AC,  in  welchem  Afi:=zA^C^ 
und  der  -4  -4.A,C=  ^  «  ist,  ergibt  sich  sowohl  der  Hauptpunkt  -4, 
als  auch  die  Distanz  AC  =  d. 
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Die  Umlegung  des  Kreises  K^  wird  bequem  und  einfach  vollführt, 
indem  man  irgend  einen  Punkt,  etwa  p,  des  Kegelschnittes  K  nach  p^ 
umlegt  und  mit  ö^Po  3.1s  Radius,  den  Kreis  K^  verzeichnet. 

§.  220. 

71.  Aufgabe,  In  der  Bildebene  sind  fünf  Punkte  a,  6,  c,  d,  e 
als  die  eines  Kegelschnittes  gegeben;  dieser  Kegelschnitt  ist  als  die 
Gentralprojection  eines  Kreises  zu  betrachten,  welcher  in  einer  durch 
ihre  Tracen  Ei,Et  und  die  Bildflächneigung  a  gegebenen  Ebene  E 
liegt;  es  sind  das  Projectionscentrum  und  der  umgelegte  Kreis  direct 
zu  construieren. 

Betrachten  wir  die  vorliegende  Aufgabe  als  bereits  gelöst,  nehmen 
wir  also  an,  das  umgelegte  Projectionscentrum  C^  sei  derart  aus- 
gemittelt  worden,  dass  das  gleichfalls  umgelegte  Fünfeck  «o^o^o^o^o 
(Taf.  XV,  Fig.  184)  als  Kreis  fünf  eck  erscheine. 

Das  Viereck  t^oJ^oC^äo  ^^ss  als  Kreisviereck  die  Eigenschaft 
besitzen,  dass  die  Summe  zweier  gegenüberliegender  Winkel 

^  6^  -1-  ^  d^  =  180«. 

Nun  ist  aber  in  dem  Dreiecke  i^  d^  d^  der  Außenwinkel 
6o  =  -4  «2  +  -4  «3  und  ebenso  in  dem  Dreiecke  (?„  d,  d^  der  Außen- 
winkel dß  =  -^  of,  +  ^  «4?  daher  ist: 

cc^  +  a,,  -f-  «3  +  «^  =  180«. 

Die  nämlichen  Winkel  a^,  a^,  a^  und  ^4  schließen  aber  selbst- 
verständlich auch  die  umgelegten  Fluchtstrahlen  C^v,,  C^v^,  Cv^  und 
Cv^  mit  der  Fluchttrace  E„  ein. 

Um  daher  das  Viereck  abcd  in  einen  Kreis  auf  die  Ebene  E^Ep 
zu  projicieren,  hat  man  den  Punkt  C^  so  zu  bestimmen ,.  dass  die 
Summe  der  spitzen  Winkel,  welche  die  V^erbindungslinien  des  Punktes 
(7o  mit  den  Fluchtpunkten  v^,  t;^,  v^  und  t?4,  mit  der  Fluchttrace  E^ 
einschließen,  gleich  180«  werde. 

Zu  diesem  Zwecke  wählen  wir  in  der  Fluchttrace  E„  der  Ebene 
E  einen  Punkt  m  derart,  dass 

^  i?3  G^m  =  ^  a,   wird. 
Es  ist  sodann 

und  ebenso: 

^  Co  m  ^3  =  -4^  «4  +  ^  v^  Cq  m. 

Daraus  folgt,  dass 

^1  +  «3  +  «4  +  h^o^^^  =  180"  ^^^ 
-^  ^4  C^m  =  -4  «2  sei. 
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Es  sind  hiernach  auch  die  beiden  Dreiecke  v^C^m  und  C^v^m^ 
da  sie  gleiche  Winkel  besitzen,  ähnlich  und  daher 

oder 


Ein  Gleiches  gilt  von  den  Dreiecken  v^C^m  und  C^i\m^  mithin 

oder 

woraus  folgt,  dass 


t',  w  .  ^3  m  =  i;,  m  .  V4  m  =  Cq  w*  sei. 

Dieser  Gleichung  ist  zu  entehmen,  dass  m  ein  Punkt  der  glei- 
chen Potenzen  für  die  über  v^v^  und  v^v^  beschriebenen  Kreise  h 
und  \^  d.  h.  dass  m  der  Schnittpunkt  von  E^  mit  der  Potenzlinie  ^ 
der  beiden  Kreise  sei,  welch'  letztere,  senkrecht  zu  E^  geführt,  mit- 
telst eines  beliebigen  Hilfskreises  Ic^  bestimmt  werden  kann. 

Aus  der  letztentwickelten  Gleichung  ergibt  sich  auch^  dass  G^m 
der  Tangente  mf,  welche  von  m  aus  an  einen  der  beiden  über  v^v^ 
öder  v^v^  beschriebenen  Kreise  gezogen  werden  kann,  gleich  sei.  Be- 
schreibt man  daher  aus  m  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  (7,,  dessen 
Radius  r  =  m^  ist,  so  hat  jeder  Punkt  der  Peripherie  des  besagten 
Kreises  die  Eigenschaft,  dass  er  mit  t'p  r^,  v,  und  i'^  verbunden,  die 
Gleichung 

«1  +  «o  +  «3  +  «4  =  180» 
erfüllt,  dass  demnach  jeder  dieser  Punkte  ein  umgelegtes  Projections- 
centrum  darstelle,  für  welches  das  Viereck  ah  cd  auf  die  Ebene  ^frJE^r 
in  ein  Kreis  Viereck  %\c^d^  projiciert  wird. 

Für  ein  zweites  Viereck  ahce  wurde  man  in  ganz  gleicher  Weise 
einen  Kreis  C^  erhalten.  Der  Schnittpunkt  C^  der  beiden  Kreise  C\ 
und  C^  ist  sodann  ein  Punkt,  für  welchen  ^als  Projectionscentrum^ 
sowohl  das  Viereck  ahcd  als  auch  das  Viereck  alce  in  ein  Kreis- 
viereck auf  die  Ebene  EhE^  projiciert  wird. 

Nachdem  aber  die  beiden  Vierecke  ao^o^o^o  ^^^  ^o^o^^o^o  ^^® 
drei  Punkte  a^,  \^  Cq  gemein  haben,  so  ist  klar,  dass  die  fünf  Punkte 

^0'  ^0'  ^üf  ^0  ^^^  ^0  ^^f  d^^  nämlichen  durch  a^,  \^  c^  gehenden 
Kreise  Kq  liegen  müssen,  durch  dessen  Angabe  das  gestellte  Problem 
vollständig  gelöst  erscheint. 

Aus  dem  umgelegten  Projectionscentrum  C^  und  der  gegebenen 
Bildflächneigung  a  der  Ebene  Ei,Eo  wird  der  Hauptpunkt  Ä  und  die 
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Distanz  AC  in  gleicher  Weise,  wie  in  der  Yorhergegangenen  Auf- 
gabe constraiert. 

§.  221. 

72.  Aufgäbe.  Eine  in  der  Bildebene  gegebene  Ellipse  ist  zu 
betrachten  als  die  Gentralprojection  eines  Kreises  von  gegebenem 
Radius ;  die  Bildflächtrace  der  Ereisebene,  sowie  die  Bildflächneigung 
der  letzteren  ist  gegeben;  zu  bestimmen  ist  die  Lage  des  Projections- 
centrums. 

Um  diese  Aufgabe  constructiv  durchfuhren  zu  können,  werden 
wir  zunächst  nachweisen,  dass  zwei  Kegelschnitte  in  einer  Ebene, 
welche  zwei  Punkte  gemein  haben,  stets  als  centrisch  collinear  be- 
trachtet werden  können,  sobald  man  die  Yerbindungsgerade  jener 
beiden  Punkte  als  Collineatiocsachse  annimmt. 

Seien  K^  und  K^  (Taf.  XV,  Fig.  185)  die  beiden  Kegelschnitte, 
m  und  n  die  gemeinschaftlichen  Punkte  derselben. 

In  der  Ebene  dieser  beiden  Kegelschnitte  werden  wir  eine  colli- 
nearperspectivische  Beziehung  folgendermaßen  feststellen. 

Als  Collineationsachse  wählen  wir  die  Verbindungsgerade  A  der 
beiden  Punkte  m  und  n. 

Außerdem  setzen  wir  fest,  dass  sich  sowohl  die  Tangenten  t^m 
und  <'m  der  beiden  Kegelschnitte  K^  und  K^  im  Punkte  m,  als  auch 
die  beiden  Tangenten  t\  und  t\  von  K^  und  K^  im  Punkte  n  colli- 
near entsprechen  mögen. 

Die  Tangentenpaare  t^m  und  t^n  und  t\  und  t\  liefern  sodann 
zwei  einander  collinear  entsprechende  Paukte  s^  und  Sn.  Das  zu- 
gehörige CoUineationscentrum  C  muss  nun  auf  dem  CoUineationsstrahle 
8,  $2  liegen,  ist  aber  noch  unbestimmt,  da  die  collineare  Verwandtschaft 
durch  die  beiden  entsprechenden  Geradenpaare  t^mt\-^  t\t\  noch 
nicht  vollkommen  gegeben  ist. 

Wir  bestimmen  demnach  noch  ein  drittes  Paar  entsprechender 
Geraden  auf  folgende  Weise: 

Der  Strahl  ^|5,  schneidet  K^  und  K^  in  den  Punktepaaren  a,, 
&i,  resp.  a,,  b^  und  die  Collineationsachse  A  in  dem  Punkte  J.  Wir 
ziehen  im  Punkte  a^  die  Tangente  r,  an  JT,,  welche  A  im  Punkte  d 
schneiden  mag.  Nun  ist,  der  Construction  gemäß,  der  Punkt  $,,  als 
Schnittpunkt  der  Tangenten  t^m  und  t\,  der  Pol  von  J.  =  mn,  ferner 
ist  die  Tangente  r,,  die  Polare  ihres  Berührungspunktes  a^;  folglich 
nach  Satz  81)  der  Punkt  d  der  Pol  von  s^  a^  in  Bezug  auf  K^,  Die 
nothwendige  Folge  davon  ist,  dass  d  der  vierte  harmonische  Punkt 
zu  m,  n,  ^  ist. 
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Die  gleiche  BetrachtuDg  bezüglich  des  Kegelschnittes  K^  lehrt, 
dass  auch  die  Tangente  r,  von  K^  im  Punkte  a,  die  Gerade  A  in 
einem  Punkte  trifft^  welcher  zu  m,  n,  z/  harmonisch  ist,  also  mit  dem 
früheren  Punkte  d  identisch  sein  muss,  oder  mit  anderen  Worten, 
dass  sich  die  beiden  Geraden  t^  und  r,  in  einem  und  demselben 
Punkte  d  von  A  schneiden. 

Wir  sind  daher  berechtigt,  tj  und  r^  als  ein  drittes  Paar  ent- 
sprechender Geraden  anzunehmen,  wodurch  die  collineare  Verwandt- 
schaft vollkommen  bestimmt  ist. 

Berücksichtigt  man,  dass  die  entsprechenden  Geradenpaare  t^m 
und  t\;  x^  und  r,  zwei  entsprechende  Punkte  p^  und  p^  liefern, 
so  erhält  man  in  p^p^  einen  zweiten  CoUineationsstrahl^  welcher  schließ- 
lich s^s^  in  dem  Collineationscentrum  C  schneidet. 

Dass  K^  und  K^  wirklich  einander  coUinear  entsprechen,  ist  nun 
leicht  einzusehen.  Der  Kegelschnitt  K^  geht  nämlich  durch  die  beiden 
in  der  Collineatiousachse  A  liegenden  Punkte  m  und  n  und  berührt 
die  drei  Geraden  t,,  t'„^  und  t\  (letztere  beziehungsweise  in  mund  n). 
Der  demselben  entsprechende  Kegelschnitt  muss  daher  gleichfalls  durch 
m  und  n  gehen  und  die  den  vorgenannten  drei  Geraden  coUinear  ent- 
sprechenden Geraden  r, ,  ^^„  und  ^*«  berühren.  Der  Construction  zufolge 
kann  daher  der  besagte  Kegelschnitt  kein  anderer  als  K^  sein.  Hiemit 
ist  der  oben  verlangte  Nachweis  geliefert. 

Diese  Eigenschaft  können  wir  nunmehr  zur  Lösung  der  vor- 
gegebenen Aufgabe  verwenden. 

Sei  K  (Taf.  XV,  Fig.  186)  die  gegebene  Ellipse,  Et  die  Bild- 
flächtrace  der  Kreisebene,  von  welcher  wir  der  Einfachheit  wegen  vor- 
aussetzen wollen,  dass  sie  K  in  zwei  reellen  Punkten  m  und  n 
schneidet. 

Die  Neigung  der  Kreisebene  gegen  die  Bildebene  sei  durch  den 
Winkel  a  und  endlich  der  Radius  des  Kreises  durch  die  Strecke  r 
gegeben. 

Da  der  Voraussetzung  gemäß,  die  Centralprojection  K  des  Kreises 
die  Bilddächtrace  Eh  in  den  Punkten  m  und  n  schneidet,  so  muss 
durch  diese  letzteren  auch  der  um  E^  in  die  Bildebene  umgelegte 
Kreis  K^  gehen  und  kann  der  letztere,  da  dessen  Radius  r  gegeben 
ist,  sofort  construiert  werden. 

Wir  wissen  nun,  dass  die  Centralprojection  eines  ebenen  Ge- 
bildes und  das  um  die  Bildflächtrace  umgelegte  Original  stets 
perspectivisch  coUinear  sind,  wobei  die  Bildflächtrace  die  Colli- 
neationsachse ,   die  Fluchttrace  die  eine  Gegenachse  und  das  um  die 
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Fluchttrace  umgelegte  Projectionscentrum  das  Collineationscentrum 
vorstellt. 

Diese  Beziehung  gilt  selbstverständlich  auch  im  vorliegenden 
Falle  und  es  wird  daher  genügen,  wie  in  der  vorhergehenden  Betrach- 
tung gezeigt  wurde,  für  K  und  K^  das  Collineationscentrum  C^  zu 
coDstruieren ,  um  in  demselben  gleichzeitig  das  um  die  Fluchttrace 
umgelegte  Projectionscentrum  zu  erhalten. 

Da  ferner  die  Centralprojection  der  Kreistangente  t^m  im  Punkte 
m  die  Ellipsentangente  im  in  dem  nämlichen  Punkte  m  ist,  so  wird 
ttn  bekanntlich  von  dem  umgelegten,  zu  t^m  parallelen  Fluchtstrahle 
C^v  in  dem  Fluchtpunkte  v  getroffen,  und  wir  erhalten  daher  die 
Fluchttrace  E^  der  Ereisebene  als  die  Parallele  durch  v  zu  JEJ».  Nun 
ist  es  leicht,  vermittelst  des  gegebenen  Winkels  a  (wie  in  früheren 
Aufgaben)  den  Hauptpunkt  A  und  die  Distanz  AC  •=  d  aus  einem 
rechtwinkligen  Dreiecke  zu  construieren. 

Es  bedarf  gewiss  keiner  besonderen  Auseinandersetzung,  dass  der 
Kegelschnitt  K  nicht  als  gezeichnet  vorliegen  muss.  Derselbe  kann 
etwa  durch  fQnf  Punkte  gegeben  sein,  während  dessen  Schnittpunkte 
ffi  und  n  mit  Ehj  sowie  die  anderen  zur  Construction  nöthigen  Punkte 
desselben,  auf  bekannte  Weise  gefunden  werden  können. 

§.  222. 
Das  C^etz  der  polaren  Reciprocität. 

Denken  wir  uns  in  irgend  einer  Ebene  einen  beliebigen  K^el- 
schnitt  K  (Taf.  XV,  Fig.  187)  angenommen  und  bestimmen  wir  zu 
jedem  Punkte  P  der  Ebene  desselben,  die  Polare  %  und  zu  jeder  Ge- 
raden p  den  Pol  n  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  JST,  so  erhalten  wir 
zwei  geometrisch  verwandte,  sich  deckende  ebene  Systeme,  in  welchen 
sich  die  ungleichartigen  Elemente  entsprechen;  es  wird  also 
dies&lls  jedem  Punkte  des  einen  Sjstemes  eine,  aber  auch  nur 
eine  Gerade  im  zweiten  Systeme  und  umgekehrt  entsprechen. 

Aus  dem  Satze,  dass  der  Pol  der  Verbindungslinie  zweier  Punkte 
der  Schnittpunkt  der  Polaren  dieser  Punkte  ist,  und  aus  dem  ihm 
äquivalenten  Satze,  dass  die  Polare  eines  auf  einer  Geraden  liegenden 
Punktes  durch  den  Pol  dieser  Geraden  gehen  müsse,  folgt  ferner,  dass 
der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  in  dem  einen  Systeme,  der  Schnitt- 
punkt der  diesen  Punkten  entsprechenden  Geraden  im  zweiten  Systeme 
entspreche,  und  dass  ebenso  einer  Punktreihe  des  einen  Systemes  ein 
Strahlenbüschel  des  zweiten  Systemes  entspricht,  wobei  sich  weiters 
der  Mittelpunkt  des  Büschels  und  der  Träger  der  Reihe  entsprechen. 

Peschka  ,  Dantellende  n.  projeciire  Geometrie.  14 
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Jedem  Punkte  der  Reihe  entspricht  bloß  ein  einziger  Strahl 
des  Büschels,  d.  i.  die  Polare  des  Punktes.  Hieraus  folgt,  dass  die 
betreffende  Reihe  und  das  Büschel  projectivisch  sind. 

Man  bezeichnet  diese  Art  geometrischer  Abhängigkeit 
als  „polare  Reciprocität"  oder  kurz  als  „Keciprocität".  — 
Der  fest  angenommene  Kegelschnitt  heißt  die  „Directrix  der  Re- 
ciprocität". 

Eigenschaften  oder  geometrische  Sätze,  deren  eine  oder  beziehungs- 
weise einer  aus  dem  anderen  durch  Polarreciprocität  abgeleitet 
wurde,  nennt  man  „reciproke''  Eigenschaften  und  Sätze. 

Die  Möglichkeit,  einem  projectivischen  Satze  einen  anderen 
gegenüberzustellen,  welcher  aus  dem  ersteren  durch  „Reciprocität^ 
abgeleitet  wurde,  wollen  wir  an  irgend  einem  Beispiele  zeigen. 

Vor  allem  ist  leicht  eiozusehen,  dass  einem  Kegelschnitte  wieder 
ein  Kegelschnitt  entspricht,  und  zwar  in  der  Weise,  dass,  wenn  der 
erste  Kegelschnitt  als  Curve  zweiter  Ordnung,  d.  h.  durch  projeoti- 
yische  Strahlenbüschel  erzeugt  gedacht  wird,  der  reciproke  Kegel- 
schnitt als  Curve  zweiter  Classe,  d.  i.  als  durch  zwei  projectirische  Ponkt- 
reihen  erzeugt  zu  betrachten  sein  wird.  Jedem  Punkte  des  einen 
Kegelschnittes  entspricht  sodann  eine  Tangente  des  reciproken  Kegel- 
schnittes. 

Seien  nun  beispielsweise  K  und  h  zwei  reciproke  Kegel- 
schnitte. 

Sechs  beliebigen  Punkten  J.,  JB,  (7,  D,  E,  F  des  ersteren  ent- 
sprechen reciprok  sechs  Tangenten  a,  &,  c,  ä,  e,  f  des  zweiten« 

Den  Seiten  des  aus  den  sechs  Punkten  gebildeten  Sechseckes 
entsprechen  die  Eckpunkte  des  durch  die  sechs  Tangenten  gebildeten 

Sechsseites. 

Den  Schnittpunkten  der  Gegenseiten  {AB,  DE)]  {BC,  EF); 
{CD,  FA)  des  Sechseckes  sind  die  Verbindungslinien  der  Gegenpunkte 
(a6,  de) ;  {bc,  eß;  (cd,  fa)  reciprok,  und  nachdem  erstere  auf  einer  und 
derselben  Geraden  liegen,  müssen  die  letzteren  durch  einen  und  den- 
selben Punkt  gehen. 

Man  sieht  also,  dass  aus  dem  PascaTschen  Satze  durch  Polar- 
reciprocität der  Brianchon'sche  Satz  ohne  jedwede  Schwierigkeit 
abgeleitet  werden  kann  und  dass  diese  Sätze  „reciprok''  sind. 

Um  zu  einem  beliebigen  projectivischen  Satze  den  reciproken  Satz 
zu  finden,  genügt  es  den  Wortlaut  des  Satzes  in  der  Weise  zu  ändern, 
dass  man: 
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anstatt  „Punkt** „Gerade", 

anstatt  „Verbindungsgerade"    .     .     .     „Schnittpunkt", 
für  „Punkt  einer  Curve"     ....     „Tangente  einer  Curve", 
für  Berührungspunkt  einer  „Tangente" .     „Tangente  in  einem  Punkte" 
Q.  s.  w.  setzt. 

Wäre  beispielsweise  der  Satz: 

„Die  Verbindungsgeraden  der  Eckpunkte  eines  einem  Kegelschnitte 
umschriebenen   Dreieckes   mit   den  Berührungspunkten  der  Gegen- 
seiten gehen  durch  einen   und   denselben  Punkt" 
reeiprok  umzukehren,  so  erhält  man  durch  oben  angeführte  Ver- 
tauschungen in  der  Ausdrucksweise  direot  folgenden  Satz: 

„Die  Schnittpunkte  der  Seiten  eines  einem  Kegelschnitte  ein- 
geschriebenen Dreieckes  mit  den  Tangenten  in  den  Gegenpunkten 
liegen  in  einer  und  derselben  Geraden." 

Der  feste  Kegelschnitt  £,  d.  h.  die  Directrix  der  Reci- 
procität  ist  sich  selbstentsprechend,  da  jedem  seiner  Punkte 
die  Tangente  desselben  (als  seine  Polare)  reeiprok  ist. 

Das  eben  aufgestellte  Gesetz  der  ebenen  Polarreciprocität, 
sowie  das  später  zu  entwickelnde  Gesetz  der  räumlichen  Polar- 
reciprocität,  welches  das  erstere  in  sich  schließt,  ist  der  mannig- 
fachsten Verwendung  und  Verwerthung  in  der  Geometrie  fähig  und 
werden  wir  in  der  Folge,  namentlich  aber  bei  der  Erzeugung  krummer 
Flächen,  häufig  Gelegenheit  finden  auf  dasselbe  zurückkommen^''). 
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Zweiter  Abschnitt. 

Klinographische  oder  schiefe  Projection. 

V.  Capitel. 
Darstellung  von  Punkten,  Geraden  und  Ebenen. 

§.  223. 

Vorbemerkungen. 

Als  ein  specieller  Fall  der  centralen  Projection  wird  jener 
za  betrachten  sein,  in  welchem  das  bei  unseren  bisherigen  Betrach- 
tungen im  Endlichen  gedachte  Pro jectionscentrum  in  unend- 
liche Entfernung  rückt,  wenn  also  die  sämmtlichen  Projec- 
tionsstrahlen  unter  einander  parallel  werden. 

Die  Letzteren  können  selbstverständlich  entweder  gegen  die  Pro- 
jectionsebene  geneigt,  oder  zu  derselben  normal  gerichtet  sein. 

Bezeichnete  Projectionsart  pflegt  man  kurz  die]  „Parallelpro- 
jection**  und  zwar  die  „schiefe  oder  klinographische"'),  die 
„orthogonale  oder  orthographische"  Projection  zu  nennen^  je- 
nachdem  die  Projectionsstrahlen  gegen  die  Bildebene  (Projections- 
ebene)  geneigt  sind  oder  auf  derselben  senkrecht  stehen. 

Es  wird  sich  zunächst  darum  handeln,  zu  untersuchen  und  fest- 
zustellen, worin  das  Gemeinsame  der  Central-  und  Parallelprojection 
bestehe,  und  worin  die  Verschiedenheit  der  beiden  Projectionsaiten  liege. 

Was  das  den  genannten  Projectionsmethoden  Gemeinschaftliche 
anbelangt,  so  gilt  auch  hier  vor  allem  der  Satz,  dass  jedem  Punkte 
des  Raumes  nur  ein  einziger  Punkt  in  der  Projectionsebene  „als  Pro- 
jection"^ entspricht ;  es  ist  dies  der  Schnittpunkt  der  jeweiligen  Bild- 
ebene mit  dem  durch  den  betreffenden  Punkt  gehenden  Projections- 
strahle.  Ebenso  wird  hier  wie  dort  ein  Punkt  durch  die  bloße  Angabe 


*)  Pcschka,  freie  schiefe  Projection,  Sitzungab.  der  k.  Akademie  der  Wis- 
senschaft. Wien,  Bind  LXXV.  1877.  Peschka,  Autograph ierte  Vorträge  über 
»klinographische  (schiefe)  Projection«.  Brunn   1870. 
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seiner  Projection  nicht  hinläDglicb  bestimmt  sein,  indem  sämmtliche 
Punkte,  die  auf  dem  nämlichen  Projectionsstrahl  liegen,  eine  und  die- 
selbe Projection  besitzen.  Ferner  ist  klar,  dass  die  Projection  einer 
Geraden  wieder  eine  Gerade,  jene  einer  Curve  im  allgemeinen  wieder 
eine  Curve  sein  wird,  und  ebenso  selbstverständlich  ist  auch,  dass  Punkte 
in  der  Projectionsebene  mit  ihren  Projectionen  identisch  sind,  so  zwar, 
dass  die  Projection  eines  Gebildes  alle  Punkte,  in  welchen  dieses  Ge- 
bilde die  Projectionsebene  schneidet,  enthalten  muss.  Anderweitige 
Anali^ien  zwischen  der  Central-  und  Parallelprojection  werden  sich  bei 
unserer  Darstellungsweise  der  Gebilde  in  schiefer  Projection,  die  nun- 
mehr Gegenstand  unserer  Erörterung  sein  soll,  in  Fülle  ergeben,  und 
werden  wir  Gelegenheit  finden  darauf  hinzuweisen. 

Eine  wesentliche  Verschiedenheit  zeigt  sich  jedoch  zwischen  der 
centralen  und  der  Parallelprojection  in  der  Wahl  der  Mittel,  geo- 
metrische Gebilde  eindeutig,  d.  h.  so  darzustellen,  dass 
aus  der  Projection  derselben  die  räumliche  Lage,  Gestalt  und 
Größe  jedes  einzelnen  Gebildes  sowie  der  gegenseitige  Zusammen- 
hang zweier  oder  mehrerer  Gebilde,  mit  voller  Bestimmtheit  entnom- 
men werden  kann. 

Die  Gentralprojection  bedient  sich  nämlich,  wie  aus  unseren  bis- 
herigen Betrachtungen  hervorgieng,  zur  Darstellung  einer  Geraden  oder 
einer  Ebene  außer  jenem  Punkte  oder  beziehungsweise  jener  Geraden, 
welche  die  Gebilde  mit  der  Projectionsebene  (Bildebene)  gemein  haben, 
noch  der  Projection  des  unendlich  fernen  Punktes  oder  beziehungsweise 
der  unendlich  fernen  Geraden  einer  darzustellenden  Geraden  oder  Ebene. 

Diese  Bestimmungsweise  wird  aber  für  die  Parallelprojection, 
bei  welcher  das  Projectionrcentrum  in  unendlicher  Ferne  liegt, 
wertlos^  da  in  diesem  Falle  der  Projectionsstrahl  eines  unendlich  fernen 
Pnnktes  selbst  im  Unendlichen  liegt,  und  folglich  auch  dessen  Schnitt 
mit  der  Bildebene,  d.  i.  die  Projection  jenes  Punktes,  in  unendlicher 
Feme  zu  suchen  sein  wird.  Durch  diese  Thatsache  sind  wir  in  die 
Nothwendigkeit  versetzt,  für  die  Parallelprojection  ein  anderes,  als  das 
für  die  Centralprojection  bewährte  Bestimmungsmittel  bezüglich  der 
eindeutigen  Darstellung  geometrischer  Gebilde  aufzusuchen.  Nachdem 
jedoch  gewiss  jedem  wissenschaftlich  gebildeten  Construoteure  daran 
gelegen  sein  muss,  eine  möglichst  große  Übereinstimmung,  soweit 
dieselbe  überhaupt  erreichbar  ist,  in  den  Construotionen,  die  den  ver- 
schiedenen Projectionsarten  eigenthümlich  sind,  herbeizuführen,  ist  es 
anch  eine  gams  natürliche  Forderung,  die  Hilfsquellen  so  zu  wählen 
und  dem  ausgesprochenen  Verlangen  so  anzupassen,  dass  diese  das 
angestrebte  Ziel  thatsächlich  erreichen  lassen« 
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Dass  der  Grad  dieser  geforderten  Übereinstimmung  einzig  und 
allein  von  der  größeren  oder  minderen  Gleichartigkeit  der  Mittel 
abhängig  ist,  welche  zur  eindeutigen  Darstellung  der  Geraden  und 
der  Ebene  etc.  dienen,  ist  gewiss  Qber  jeden  Zweifel  erhaben. 

Um  daher  die  bisherige  Verschiedenheit  der  Constructionen  in  der 
Parallelprojection  und  jene  in  der  Centralprojection  möglichst  einzu- 
schränken, erscheint  es  ebenso  natürlich  als  selbstverständlich,  die  Ge- 
sammtheit  der  unendlich  fernen  Punkte  und  Geraden,  oder  kurz  die 
unendlich  ferne  Ebene  durch  eine  andere,  zweckentsprechend  gewählte 
Ebene  zu  ersetzen. 

Nach  den  gepflogenen  Auseinandersetzungen  unterliegt  es  keinem 
Zweifel  mehr,  dass  die  besagte  Ebene  in  endlicher  Entfernung 
angenommen  werden  müsse. 

Diese  Hilfs ebene  wählen  wir, der  Einfachheit  wegen,  parallel 
zur  Bildebene  in  einem  zwar  ganz  beliebigen,  jedoch,  sobald  für 
irgend  eine  Darstellung  geometrischer  Gebilde,  oder  für  irgend  eine 
vorgegebene  Aufgabe  die  Wahl  derselben  getroffen  ist,  unveränder- 
lichen Abstände  you  der  ersteren. 

Die  besagte  Hilfsebene  wollen  wir  die  y.Distanzebene'*  und 
den  Abstand  B  derselben  von  der  Bildebene,  sowie  jede  zur  Bild- 
ebene senkrechte  Strecke  zwischen  den  beiden  genannten  Ebenen,  die 
„Distanz^  nennen. 

Alle  Punkte,  Geraden,  kurz  alle  Elemente  und  Gebilde,  welche 
in  der  Distanzebene  liegen,  bezeichnen  wir  als  „Distanzpunkte^, 
„Distanztracen^,  „Distanzelemente^  etc. 

Endlich  wird  es  sich  noch  darum  handeln,  die  Lage  des  Pro- 
jectionscentrums  oder  mit  anderen  Worten,  die  Bichtnng  der 
Projectionsstrahlen  festzustellen. 

In  der  centralen  Projection  wurde  ein  Projectionsstrahl  'dadurch 
vollkommen  bestimmt,  dass  man  die  Länge  und  den  Fuüpunkt  des 
vom  Projectionscentrum  auf  die  Bildebene  gefällten  Perpendikels,  sowie 
dessen  Fluchtpunkt  (Schnittpunkt  mit  der  Bildebene)  festsetzte.  Um 
die  angestrebte  Übereinstimmung  zu  erzielen,  werden  wir  nun  auch  in 
der  Parallelprojection  den  projicierenden  Strahl  in  ähnlicher  Weise  zu 
bestimmen  suchen. 

Sei  nämlich  BE  (Taf.  XV,  Fig.  188)  die  Bild-  oder  Projec- 
tionsebene,  BE  die  Distanzebene  und  s  irgend  ein  Projectionsstrahl, 
welcher  erstere  in  6  und  letztere  in  d  treffen  möge. 

Der  Projectionsstrahl  s  wird  vollkommen  bestimmt  sein,  wenn 
dessen  Schnittpunkt  6  mit  der  Bildebene  und  der  Fußpunkt  8  der 
Senkrechten  B,  welche  man  vom  Schnitte  z/  desselben  mit  der  Distanz- 
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ebene  DE  auf  die  Bildebene  fällt,  sowie  die  Länge  des  eben  bezeich- 
neten von  4d  auf  die  Bildebene  BE  gefällten  Perpendikels  z/d  =  D 
(die  Distanz)  gegeben  ist. 

Durch  die  Kathete  Jd  des  so  entstandenen  rechtwinkligen  Drei- 
eckes ^äö  wird  somit,  auf  Grund  des  Vorausgeschickten,  die  ^Distanz^ 
dargestellt.  Die  zweite  Kathete  dö  kann  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
als  die  schiefe  Projection  der  Distanz  z/d  (und  ihrer  Verlän- 
gerung) oder  aber  auch  als  die  orthogonale  Projection  des 
schief  projicierenden  Strahles  (und  dessen  Verlängerung),  auf- 
gefasst  werden. 

Wir  wollen  das  so  erhaltene  rechtwinklige  Dreieck  Jd6, 
um  uns  kurz  auszudrücken,  das  „Projectionsdreieck^  nennen. 

Sobald  es  sich  in  der  Parallelprojection  um  die  wirkliche  Dar- 
stellung von  Baumgrößen,  um  Untersuchung  ihrer  Eigenschaften,  um 
Lösung  und  Durchführung  gestellter  Probleme  etc.  handelt,  wird  man 
das  obgenannte  rechtwinklige  Projectionsdreieck  zidtf  selbst- 
Terständlich  um  dessen  Bildflächtrace  dtf  in  die  Bildebene  (Construc- 
tions-  oder  Zeichenebene)  umgelegt  voraussetzen. 

Denkt  man  sich  einen  zweiten  Projectionsstrahl  s\  welcher  die 
Bildebene  BE  in  a'  und  die  Distanzebene  in  ^'  trifft,  so  wird  das 
durch  denselben  bestimmte  rechtwinklige  Projectionsdreieck  ^'d*6\ 
nachdem  die  schief  projicierenden  Strahlen  s  und  s'  parallel  sind,  dem 
Projectionsdreiecke  ^06  congruent  und  werden  die  gleichnamigen 
Seiten  dieser  beiden  Dreiecke  untereinander  parallel  sein.  Denn  infolge 
der  Parallelität  von  s  und  s'  und  von  Jd  und  jd*ö'  sind  die  zwischen 
den  parallelen  Ebenen  BE  und  DE  liegenden  Stücke  z/(r  und  ^V, 
//(J  und  ^'d*,  sowie  die  Winkel  (s,  ^(J)  und  (.s',  J'ö*)  einander  gleich, 
mithin  die  Dreiecke  congruent,  und  da  weiters  zwei  Paare  gleicher 
Seiten  in  diesen  congruenten  Dreiecken  parallel  sind,  müssen  es  auch 
die  dritten,  nämlich  de  und  8'&  sein. 

Hieraus  folgt,  dass  nouin  das  in  die  Bildebene  umgelegte  Projec- 
tionsdreieck parallel  zu  sich  selbst  willkürlich  verschieben  kann,  ohne 
dessen  Bedeutung  irgendwie  zu  ändern. 

Liegt  das  Projectionsdreieck  /JÖ6  als  gegeben  vor,  so  ist  die 
Lage  eines  Punktes  der  Distanzebene  durch  die  alleinige  Angabe  seiner 
Projection  v  (Taf.  XV,  Fig.  189)  vollkommen  [bestimmt.  Denn  um 
den  dieser  Projection  entsprechenden  Distanzpunkt  im  Baume  zu  er- 
halten, hat  man  bloß  das  gegebene  Projectionsdreieck  ^06  so  lange 
parallel  zu  sich  selbst  zu  verschieben,  bis  der  Eckpunkt  6  desselben 
mit  V  zusammenfällt,  hierauf  dasselbe  in  den  Baum  (um  90°)  zu  drehen, 
um  sofort  in  zi  den  verlangten  Punkt  zu  erhalten. 
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Nebenbei  sei  hier  noch  erwähnt,  dass  es  nicht  immer  notbwendig 
sei,  das  Frojectionsdreieck  j486  wirklieh  zu  zeichnen,  dass  es  viel* 
mehr  vollkommen  genfige,  wenn  man  eine  Oerade  ^ö  (Taf.  XV, 
Fig.  189)  zeichnet,  deren  Sichtung  und  Länge  mit  der  gegebenen 
Distanz  D  übereinstimmt  und  auf  dieser  eine  Strecke  06^=^  ö  6  ab- 
schneidet, welche  der  schiefen  Projection  der  Distanz  gleichkömmt. 
Dass  sich  aus  der  Angabe  von  dd  und  dtf,  das  jeweilige  rechtwinklige 
Frojectionsdreieck  ^Ö6  jederzeit  wieder  entwickeln  lasse,  ist  selbst- 
verständlich und  bedarf  daher  keiner  weiteren  Erläuterung. 

§.  224. 
Parallelprojectivischc  Barstellnng  der  Geraden  und  der  Ebene. 

In  der  Centralprojection  wurde  eine  Gerade  als  Verbindungslinie 
der  Centralprojection  ihres  unendlich  fernen  Punktes  mit  ihrem  Durch* 
stoßpunkte,  d.  h.  durch  Durchstoßpunkt  und  Fluchtpunkt  dargestellt. 

In  der  Parallelprojection  oder  speciell  in  der  freien  schiefen  oder 
klinographischen  Projection  haben  wir  die  unendlich  fernen  Ele- 
mente  durch  Elemente  der  im  Endlichen  gelegenen  Distanz- 
ebene ersetzt;  es  wird  daher  diesfalls  eine  Gerade  am  einfachsten  als 
die  Verbindungslinie  ihres  Durchstoßpunktes  d  (Taf.  XV,  Fig.  190) 
und  der  Parallelprojection  v  ihres  Distanzpunktes  dargestellt  werden 
können. 

Um  eine  Übereinstimmung  mit  der  Centralprojection  auch  in  der 
Bezeichnung  gleichbedeutender  Elemente  zu  erzielen,  wollen  wir  den 
Punkt  V  gleichfalls  den  ^Fluchtpunkt"  der  Geraden  nennen. 

Dass  auf  diese  Weise  die  Lage  einer  Geraden  im  Räume  voll- 
kommen bestimmt  sei,  ist  leicht  einzusehen^  wenn  man  erwägt,  dass 
dieselbe  die  Verbindungslinie  des  Durchstoßpunktes  d  mit  jenem,  dem 
Fluchtpunkte  v  entsprechenden  Distanzpunkte  (welcher  seinerseits  bei 
gegebenem  Projectionsdreiecke  unschwer  zu  ermitteln  ist)  darstellt. 

Diejenige  Strecke  auf  der  Projection  vd  einer  Geraden,  welche 
durch  die  Hauptpunkte,  d.  i.  durch  den  Durchstoßpunkt  ä  und  den 
Fluchtpunkt  v  begrenzt  wird,  bezeichnen  wir  als  die  ^Bildlänge^ 
der  Geraden. 

Aus  dieser  Darstellungsweise  der  Geraden  lassen  sich  sofort  die 
Merkmale  der  Projection  von  Geraden  angeben,  welche  gegen  die  Bild- 
ebene oder  gegen  den  Projectionsstrahl  besondere  Lagen  besitzen. 

a)  Ist  die  Gerade  senkrecht  zur  Bildebene,  so  wird  ihre 
Parallelprojection  dv  offenbar  gleich  und  parallel  zur  Seite  $6  des  Pro- 
jectionsdreieckes  sein. 
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b)  Ist  die  Gerade  parallel  zur  Richtung  der  Projections- 
strahlen,  d.  h.  geht  sie  durch  das  in  unendlicher  Entfernung  liegende 
Projectionscentrum ,  stellt  sie  somit  selbst  einen  Frojectionsstrahl  dar, 
so  reduciert  sich  deren  Projection  auf  einen  einzigen  Punkt,  in  welchem 
der  Durchstoßpunkt  und  der  Fluchtpunkt  dieser  Geraden  vereinigt 
erscheinen. 

c)  Sind  sämmtliche  Projectionsstrahlen  senkrecht  zur 
Bildebene,  projiciert  man  also  orthogonal,  so  gilt  das  eben  Gesagte 
für  alle  Geraden,  die  zur  Bildebene  senkrecht  stehen,  also  für  alle 
Geraden,  die  zur  Bichtung  der  Projectionsstrahlen  parallel  sind.  In  der 
orthogonalen  Projection  reduciert  sich  somit  die  Projection  einer  Ge- 
raden, welche  zur  Bildebene  senkrecht  steht,  auf  einen  Punkt,  in 
welchem  der  Durchstoüpunkt  und  Fluchtpunkt,  sowie  die  Projectionen 
aller  Punkte  einer  solchen  Geraden  coincidieren. 

Auf  die  Darstellung  von  zur  Bildebene  parallelen  Geraden  werden 
wir  in  der  Folge  «zurückkommen. 

§.  225. 

Um  eine  Ebene  parallel -projectivisch  darzustellen,  hat  man 
die  Projectionen  zweier  ihrer  Geraden  anzugeben. 

Obwohl  das  Gesagte  ganz  allgemein  gilt  und  für  jede  zwei  belie- 
bigen Geraden  in  der  Ebene  ausführbar  ist,  wollen  wir  denn  doch 
davon  absehen  und  speciell  solche  Geraden  in  der  Ebene  wählen,  ver- 
mittelst dereu  die  parallelprojectivische  Darstellung  am  einfachsten 
bewerkstelligt  werden  kann.  Derartige  Geraden  sind  die  Bildfläch- 
trace  Ei  (Taf.  XV,  Fig.  191),  d.  i.  der  Schnitt  der  Ebene  E  mit  der 
Bildebene  und  die  Distanztrace  Ed,  d.h.  der  Schnitt  der  Ebene  J? 
mit  der  Distanzebene.  Die  erstere  dieser  Geraden  Et  Rillt  als  eine 
in  der  Bildebene  liegende  Gerade  mit  ihrer  Parallelprojection  zu- 
sammen. Die  schiefe  Projection  Ev  der  Distanztrace  Ed  da- 
gegen wird  als  geometrischer  Ort  der  Projectionen  aller  ihrer  Punkte, 
demnach  also  als  Schnitt  der  durch  dieselbe  parallel  zur  Bichtung  des 
Projectionsstrahles  s  gelegten  Ebene  e  mit  der  Bildebene  erhalten. 

Nachdem  E^  und  Ed  Schnitte  derselben  Ebene  e  mit  der  Bild- 
ebene und  Distanzebene  und  ebenso  Eb  und  Ed  Schnitte  derselben 
Ebene  E  mit  der  Bild-  und  Distanzebene  sind,  so  folgt,  dass  sowohl 
Eh  als  auch  E^  zur  Geraden  Ed  parallel,  also  auch  untereinander 
parallel  sind. 

Eine  Ebene  wird  daher  parallel-projectivisch  durch 
zwei  parallele  Gerade  dargestellt.  Die  eine  dieser  Geraden  ist 
die  Bild  eben-  oder  Bildfl&chtrace  Eb  der  Ebene,  während  die 
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zweite  Gerade,  die  schiefe  Projection  Ep  der  Distanztrace  E^ 
der  betreffenden  Ebene  E  ist.  Die  letztgenannte  Gerade  Et,  wollen  wir 
wieder  der  Analogie  wegen  die  „Fluchttrace^  der  Ebene  E  heißen. 

Ist  eine  Ebene  E  parallel  zum  projiciereuden  Strahle ,  so  fällt 
sie  mit  derjenigen  Ebene  zusammen,  welche  ihre  eigene  Distanztrace 
Ed  auf  die  Bildebene  nach  E^  projiciert. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Bildfläch trace  Ei,  und  die  Fluchttrace  E^, 
dieser  Ebene  E  in  einer  und  derselben  Geraden  vereinigt  erscheinen. 

Eine  jede  zur  Richtung  des  parallelprojicierenden 
Strahles  parallele  Ebene  pflegt  man  eine  „parallelprojicie- 
rende  Ebene'^  und  zwar  beziehungsweise  eine  „schief  projicie- 
rende^  oder  eine  „orthogonalprojicierende  Ebene^  zu  nennen, 
jenachdem  die  Projectionsstrahlen  gegen  die  Bildebene  geneigt  sind, 
oder  auf  derselben  senkrecht  stehen. 

Bei  orthogonaler  Projection  sind  sämmtliche  Ebenen,  welche  zur 
Bildebene  senkrecht  stehen,  projicierend ;  es  fallen  also  ihre  beiden 
Tracen  Ei,  und  Ev  in  eine  und  dieselbe  Gerade. 

Wenn  das  Projectionsdreieck  Jdtf  gegeben  vorliegt,  so  ist  eine 
durch  ihre  beiden  Tracen  E^  und  E^,  dargestellte  Ebene  räumlich 
vollkommen  bestimmt.  Man  hat  sodann  behufs  räumlicher  Yergegen- 
wärtigung  bloß  mit  Zuhilfenahme  des  Projectionsdreieckes  ^dtf  (Taf.XV, 
Fig.  191)  die  Lage  eines  der  Fluchttrace  angehörenden  Punktes  im 
Baume  (in  der  Distanzebene)  zu  ermitteln  und  sodann  durch  diesen 
Punkt  ^  und  durch  die  Bildfiächtrace  Eh  die  Ebene  E  gelegt  zu 
denken. 

§.  226. 

Darstellung  des  Punktes,  Bestimninng  von  znr  Bildebene  parallelen 
Geraden  nnd  znr  Bildebene  parallelen  Ebenen. 

Wie  bekannt,  ist  ein  Punkt  im  Baume  durch  die  alleinige 
Angabe  seiner  Parallelprojection  nicht  hinreichend  bestimmt,  da,  wie 
bereits  früher  nachgewiesen,  der  letzteren  alle  auf  dem  durch  diese 
Projection  gehenden  Projectionsstrahle   liegenden  Punkte  entsprechen. 

Die  I^ge  des  Punktes  im  Baume  wird  aber  sofort  unzwei- 
deutig festgestellt  sein,  wenn  man  außer  seiner  Projection  noch  die 
Projection  einer  ganz  beliebigen  durch  den  Punkt  gehenden  Geraden, 
welche  in  dieser  Eigenschaft  als  „Träger^  des  Punktes  bezeichnet 
wird,  angibt. 

Da  der  zu  bestimmende  Punkt  auf  dem  Träger  liegt,  muss  selbst- 
verständlich seine  Projection  auf  der  Projection  des  Trägers  sich  vor- 
finden.   Dass  durch   diese  Darstellungsart   die  Lage  des  Punktes  im 
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Baume  y ollständig  bestimmt  sei,  kann  der  folgenden  einfachen  Be- 
trachtung entnommen  werden« 

Sei  dv]  (Taf.  XV,  Fig.  192)  die  Projection  des  Trägers  und  a 
die  Projection  eines  auf  demselben  liegenden  Punktes.  Ist  das  Pro- 
jectionsdreieck  jdSö  gegeben,  so  ist  offenbar  die  Lage  des  Trägers  dv 
im  Baume  vollkommen  fixiert  Denkt  man  sich  nun  durch  den  Punkt 
a  den  Projectionsstrahl  wirklich  gezogen,  so  muß  dieser  selbstver- 
ständlich den  Träger,  da  a  die  Projection  eines  Punktes  des  Trägers 
darstellt,  in  einem  Punkte  treffen.  Jener  Punkt,  in  welchem  letzteres 
stattfindet,  kann  offenbar  kein  anderer  sein,  als  das  der  Projection  a 
entsprechende  Original  Ä  im  Räume. 

Nennen  wir  „vor^  der  Bildebene  jenen  Theil  des  Gesammt- 
ranmes,  in  welchem  sich  auch  die  Distanzebene  befindet,  und  ^hinter^ 
der  Bildebene  den  zweiten,  dem  erstgenannteii  entgegengesetzt  lie- 
genden Theil  des  unendlichen  Baumes,  so  folgt  sofort  aus  der  An- 
schauung;  dass  ein  Punkt  vor  oder  hinter  der  Bildebene  liegt, 
jenachdem  seine  Projection  a  auf  dem  Träger  dv,  vom  Durchstoüpunkte 
d  aus  gerechnet,  auf  der  Seite  des  Fluchtpunktes  oder  aber  auf  der 
dem  Fluchtpunkte  v  entgegengesetzten  Seite  des  Durchstoßpunktes 
sich  vorfindet. 

Bezüglich  der  Lage  eines  Punktes  vor  der  Bildebene  können 
wir  noch  zwei  weitere  Fälle  unterscheiden.  Der  Punkt  kann  nämlich 
zwischen  der  Bildebene  und  der  Distanzebene  oder  aber  vor  der 
Distanzebene  liegen.  Im  ersten  Falle  befindet  sich  seine  Projection 
zwischen  dem  .'Durchstoß-  und  dem  Fluchtpunkte  des  Trägers,  im 
zweiten  Falle  dagegen  außerhalb  der  Strecke  dv  auf  der  Seite  des 
Fluchtpunktes  v. 

Liegt  endlich  der  darzustellende  Punkt  in  unendlicherEnt- 
fernung,  so  gilt  das  Gleiche  auch  von  seiner  Parallelprojection;  die- 
selbe wird  demgemäß  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  der 
Trägerprojection  dv  dargestellt. 

§.  227. 

Eine  Gerade,  welche  zur  Bildebene  parallel  ist,  kann  auf 
die  gewöhnliche,  vorher  besprochene  Weise  nicht  bestimmt  werden,  da 
sowohl  der  Durchstoßpunkt,  als  auch  der  Distanzpuukt,  mithin  auch 
dessen  Projection  „der  Fluchtpunkt^  im  unendlichen  liegt. 

Nachdem  aber  bekannt  ist,  dass,  wenn  eine  Gerade  zu  einer 
Ebene  parallel  ist,  jede  durch  dieselbe  gelegte  Ebene  die  genannte 
Ebene  in  einer  Geraden  schneidet,  welche  zu  der  ersteren  Geraden 
parallel  läuft,  wird  auch  die  Parallelprojection  einer  zur  Bildebene 
parallelen  Geraden  zu  dieser  Geraden  selbst  parallel  sein.     Um  dem- 
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gemäß  eine  solche  Gerade  parallel-projectivisch  zu  bestimmen ,  genügt 
es,  die  Projection  l  (Taf.  XV,  Fig.  193)  derselben  anzugeben  und 
irgend  einen  ihrer  Punkte  a  durch  einen  Träger  dv  zu  fixieren.  Da 
nämlich  der  Punkt  a  durch  den  Träger  dv  räumlich  vollkommen  fest- 
gestellt ist,  wird  es  auch  die  durch  denselben  gehende  zu  ihrer  Pro- 
jection {  parallel  laufende  Gerade  sein. 

In  gleicher  Weise  denkt  man  sich  auch  eine  zur  Bildebene 
parallele  Ebene,  für  welche  weder  eine  Bildflächtrace,  noch  eine 
Fiuchttrace  existiert,  da  diese  beiden  Geraden  in  unendlicher  Entfer- 
nung liegen,  dargestellt.  Mau  gibt  nämlich  auch  hier  zum  Zwecke  der 
Bestimmung  einer  derartigen  Ebene  die  Projection  a  eines  ihrer  Punkte 
auf  einem  Träger  dv  an. 

Wie  leicht  emzusehen,  hat  man  es  diesfalls  mit  keiner  eigent- 
lichen projectivischen  Darstellung  der  Ebene,  sondern  bloß  mit  einer 
indirecten  Lagenbestimmung  zu  thun,  welche  sich  zu  der  ersteren  etwa 
so  verhält,  wie  eine  durch  eine  Zahl  (Meter,  Fuß  etc.)  ausgedrückte 
Strecke  zu  einer  wirklich  graphisch  gegebenen  Strecke. 

Diese  indirecte  Bestimmungsweise  der  Ebene  ist  indess  hinreichend, 
um  auf  deren  Grundlage  alle  möglichen  vorkommenden  Constructionen 
durchführen  zu  können.  Nebenbei  sei  erwähnt,  dass  es  in  manchen  Fäl- 
len vortheilhaft  erscheint,  die  gegebene  zur  Bildebene  parallele  Ebene 
direct  als  Distanzebene  anzunehmen,  in  welchem  Falle  dieselbe  durch 
die  wahre  Größe  ihres  Abstandes  von  der  Bildebene  (durch  die  Distanz) 
bestimmt  ist. 

§.  228. 
Projeetivische  Beziehungen  zwischen  Punkten,  Geraden  und  Ebenen. 

Der  Entwicklung  projectivischer  Eigenschaften  und  der  hiemit 
im  Zusammenhange  stehenden  Constructionen  seien  an  dieser  Stelle 
noch  einige  allgemeine  Bemerkungen  über  das  von  uns  fQr  die  unab- 
hängige Behandlung  der  freien  klinographischen  Projection  gewählte 
rechtwinklige  Projectionsdreieck  vorausgeschickt.  Wie  wir  bereits  be- 
sprochen, repräsentiert  die  Hypotenuse  .dö  (Taf.  XV,  Fig.  188)  des 
Projectionsdreieckes  ^S6  den  um  d<y  in  die  Bildebene  umgelegten 
Projectionsstrahl,  Jd6  =  nb  den  Winkel,  welchen  der  projicierende 
Strahl  mit  der  Bildebene  einschließt,  ^Ö  die  Distanz  und  06  deren 
klinographische  Projection  oder  auch  die  orthogonale  Projection  des 
schief  projicierenden  Strahles  ^<j.  Ebenso  wurde  nachgewiesen  ,  dass 
mittelst  dieses  Projectionsdreieckes  jeder  Punkt  der  Distanzebene,  wenn 
dessen  Projection  als  gegeben  vorliegt,  bestimmt  sei. 

Hat  man  es  speciell  mit  der  orthogonalen  Projection  zu  thun, 
d.  h.  sind  die  Projectionsstrahlen  nicht   nur  parallel;   sondern  auch 
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zur  Bildebene  senkrecht,  so  fallt  die  Hypotenuse  des  Projectionsdrei- 
eckes  mit  der  Distanzkathete  zusammen,  während  die  zweite  Kathete, 
welche  die  Projection  der  Distanz  darstellt,  sich  auf  einen  Punkt  redu- 
eiert.  Aus  dieser  einfachen  Betrachtung  folgt,  dass  zur  Fixierung  der 
Orthogonalprojection  die  bloße  Angabe  der  wahren  Größe  der  Distanz 
hinreicht. 

Die  Bestimmung  der  räumlichen  Lage  eines  durch  seine  orthogonale 
Projection  gegebenen  Distanzpunktes  ist  von  der  bereits  erörterten  Be- 
stimmang  in  schiefer  Projection  nicht  wesentlich  verschieden,  Terein- 
fachti  sich  vielmehr  insoferne,  als  man  den  fraglichen  Punkt  unmittel- 
bar senkrecht  über  seiner  Projection  in  einer  Höhe,  welche  der  Distanz 
gleichkömmt,  zu  suchen  hat.  Ebenso  geringfügige  Unterschiede  wer- 
den sich  bei  allen  ^zusammengesetzten  Constructionen ,  welche  die 
Kenntnis  des  Projectionsdreieckes  erfordern,  in  Bezug  auf  die  Dar- 
stellung in  schiefer  und  orthogonaler  Projection  herausstellen.  Bei 
Anwendung  der  letztgenannten  Projectionsart  werden  sogar,  wie  selbst- 
verständlich, die  Constructionen  durch  das  Zusammenfallen  von  gera- 
den Linien,  etwa  in  demselben  Sinne  vereinfacht,  wie  es  in  der  Algebra 
der  Fall  ist,  wo  eine  Gleichung  w-ten  Grades  die  nämlichen  Wurzel- 
eigenschaften hatf  einerlei  ob  alle  Glieder  der  Gleichung  oder  nur  das 
höchste  Glied  und  das  constante  Glied  derselben  vorhanden  sind. 

Bezeichnen  wir  die  Distanz  z/d  mit  D  und  deren  schiefe  Pro- 

jection  da  mit  5,  so  nennen  wir  das  Verhältnis  -^  den  „Modul us" 

der   Parallelprojection.     Dieser  Modulus  wird  gleich  0  (Null), 
wenn,  wie  es  für  die  orthogonale  Projection  der  Fall  ist,  iS  =  0  wird. 

§.  229. 

Die  Mittel,  deren  wir  uns  zur  parallel-projectivischen  Darstellung 
von  Funkten,  Geraden  und  Ebenen  bedienen,  sind  analog  jenen  in  der 
Centralprojection  derart  gewählt,  dass  es  hier,  bei  Betrachtung  pro- 
jectiver  Beziehungen,  der  unmittelbaren  Kenntnis  des  Projectionsdrei- 
eckes ebenso  wenig  wie  dort  der  Lage  des  Projectionscentrums  bedarf. 

Liegt  ein  Punkt  in  einer  Geraden,  so  muss^  um  dieser  Voraus- 
setzung zu  genügen,  einfach  bloß  die  Bedingung  erfüllt  werden,  dass 
die  Projection  des  Punktes  in  der  Projection  der  Geraden  sich  vor- 
findet. Dies  berücksichtigend,  lassen  sich  alle  Beziehungen  zwischen 
Punkt,  Gerade  und  Ebene,  welche  sich  auf  das  bloße  „In  ein  and  er- 
liegen dieser  Elemente^  beziehen,  oder  kurz  die  Beziehungen 
allgemein  projectivischer  Natur  anstandslos  ableiten  und  fest- 
stellen ^  ohne  dass  sich  der  Gebrauch  des  Projectionsdreieckes  als 
Nothwendigkeit  herausstellte. 
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Liegt  eine  Gerade  in  einer  Ebene,  so  muss  sie  alle  anderen 
Geraden,  welche  in  der  nämlichen  Ebene  liegen,  in  je  einem  Punkte 
schneiden. 

Handelt  es  sich  um  die  parallel-projectivische  Darstellung  dieser 
Beziehung,  so  hat  man  bloß  zu  berücksichtigen,  dass  eine  in  einer 
Ebene  £*  E,  (Taf.  XVI,  Fig.  194)  liegende  Gerade  l  sowohl  die  Bild- 
flächtrace  Et,  als  auch  die  Distanztrace  Ed  in  je  einem  Punkte  schnei- 
den mfisse. 

Diese  beiden  Punkte  sind  dann  aber  auch  zugleich  diejenigen 
Punkte,  in  welchen  die  Gerade,  beziehungsweise  die  Bildebene  und  die 
Distanzebene  trifft,  oder  mit  anderen  Worten :  der  Durchstoßpunkt 
und  der  Distanzpunkt  einer  in  einer  Ebene  liegenden  Geraden  be- 
finden sich  beziehungsweise  in  der  Bildflächtrace  und  in  der  Distanz- 
trace dieser  Ebene.  Auf  Grund  des  Gesagten  ist  nun  auch  selbstver- 
ständlich, dass  die  Projection  des  Distanzpunktes,  oder  wie 
wir  uns  ausdrücken,  der  Fluchtpunkt  v  der  Geraden  Z,  in  der  Pro- 
jection der  Distanztrace,  d.i.  in  der  Fluchttrace  E^  der  Ebene 
E  liege.    Hienach  gelangen  wir  zu  dem  Bedingungssatze: 

94.  j^Liegt  eine  Gerade  in  einer  Ebene,  so  liegt  ihr  Durchstoß- 
punTct  in  der  Bildflächtrace  und  ihr  FluchtpunJct  in  der  Fluchttrace 
dieser  Ebene. ^ 

§.  230. 

Auf  diese  Thatsache  gestützt,  wird  auch  die  Beurtheilung,  ob 
zwei  parallel-projectivisch  gegebene  Geraden  d^v^  und  dgVg  (Taf.  XVI, 
Fig.  195)  sich  schneiden  oder  nicht,  keinerlei  Schwierigkeit  unter- 
worfen sein. 

Schneiden  sich  nämlich  die  beiden  Geraden  2,  und  2,,  [so  muss 
es  möglich  sein,  durch  dieselben  eine  Ebene  E  zu  legen.  Nach  dem 
vorhergehenden  Satze  muss  aber  die  Bildflächtrace  E^  dieser  Ebene 
sowohl  den  einen,  als  auch  den  anderen  der  beiden  Durchstoß  punkte 
dl  und  dq  enthalten,  wird  also  durch  die  Verbindungsgerade  d^d^  oder 
Eb  repräsentiert  erscheinen.  Desgleichen  wird  die  Fluchttrace  durch 
die  Verbindungsgerade  der  Fluchtpunkte  i;,  und  t;,  oder  Eg  dargestellt 
sein.  Sollen  nun  die  so  bestimmten  Geraden  d^  d,  und  v^  v^  wirklich 
die  Bildflächtrace  und  die  Fluchttrace  einer  und  derselben  Ebene  E 
darstellen,  so  ist  überdies  die  wesentliche  Bedingung  zu  erfüllen,  dass 
diese  beiden  Geraden  Et  und  E^  untereinander  parallel  seien.  Hie- 
nach ergibt  sich  der  Bedingungssatz: 

95.  y^Ztvei  paralleUprojectivisch  durch  ihre  Hauptpunkte  dar- 
gestellte  Geraden  schneiden  sich  oder  schneiden  sich  nicht,  jenachdem 
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die  Verbindungslinie  ihrer  Durchstoßpiinkte  zu  jener  der  FluclUpunkte 
parallel  ist  oder  nicht. ^ 

§.  231. 

Einen  speciellen  Fall  sich  schneidender  Geraden  stellen  zwei  oder 
mehrere  untereinander  parallele  Geraden  vor. 

Zwei  parallele  Gerade  haben  den  nämlichen  unendlich  fernen 
Punkt  gemein.  Die  Parallelprojectiou  des  unendlich  fernen  Punktes 
einer  Geraden  wird  aber,  wie  wir  bereits  nachgewiesen  haben,  durch 
den  unendlich  fernen  Punkt  der  Projection  dieser  Geraden  dargestellt. 

Sind  daher  zwei  Geraden  im  Baume  parallel,  so  müssen  ihre 
Projeetionen  denselben  unendlich  fernen  Punkt  gemein  haben,  sie 
müssen  also  ebenfalls  untereinander  parallel  sein. 

Andererseits  lässt  sich  aber  durch  zwei  parallele  Gerade  immer 
eine  Ebene  legen.  Es  genügt  daher  nicht,  dass  die  Projeetionen  zweier 
parallelen  Geraden  bloß  an  und  für  sich  parallel  seien,  sondern  es 
muss  auch  noch  der  weiteren  Bedingung  entsprochen  werden^  dass  die 
Yerbindungsgerade  ihrer  Durchstoßpunkte  zur  Verbindungslinie  ihrer 
Fluchtpunkte  parallel  sei.  In  dem  auf  diese  Weise  entstehenden  Paral- 
lelogramme djdjVjVj  (Taf.  XVI,  Fig.  196)  muss  mithin  die  Bild- 
länge d^  v^  =  d^  v^  sein.     Es  folgt  sonach  der  Satz : 

96.  j^Farallelen  Geraden  entsprechen  parallele  Projeetionen  und 
gleiche  Bildlängen;  außerdem  folgen  die  Punkte  d^  und  v^,  resp.  d^ 
und  Vj  in  demselben  Bichtuf^ssinne  aufeinander.^ 

§.  232. 

Aus  der  Definition  des  Fluchtpunktes  einer  Geraden  folgt  ferner 
unmittelbar  der  nachstehende  Satz: 

97.  j^QeradCy  deren  Projectiojien  den  nämlichen  Fluchtpunkt 
besitzen  j  schneiden  sich  in  jenem  Punkte  der]  Distanzebene  ^  dessen 
Prcjectiün  der  gemeinschaftliche  Fluchtpunkt  ist.^ 

Zwei  Geraden,  deren  Parallelprojectionen  d^v^  und  d^v^  in  einer 
and  derselben  Geraden  P»  der  Bildebene  vereinigt  sind,  müssen  sich 
unbedingt  schneiden,  da  sie  in  der  nämlichen  parallel- projicierenden 
Ebene  P»  liegen. 

Auf  die  Bestimmung,  resp.kConstruction  des  Schnittpunktes  dieser 
Geraden  werden  wir  in  der  Folge  zurückkommen. 

Die  bisherigen  Betrachtungen  gestatten  bereits  die  Lösung  der 
folgenden  Aufgaben. 
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§.  233. 

73.  Aufgabe.  Durch  einen  auf  dem  Träger  d^  y,  gegebenen 
Punkt  a  ist  zu  einer  gegebenen  Gteraden  d  v  eine  Parallele  zu  ziehen 
und  parallel-projectivisch  darzustellen. 

Die  Projection  U  oder  D  V  (Taf.  XVI,  Fig.  197)  der  gesuchten 
Graden  muss  nach  FrQherem  parallel  zu  dv  sein.  Es  kommt  nun  bloß 
darauf  an,  auf  L  die  Hauptpunkte  D  und  V  so  zu  bestimmen,  dass  einer- 
seits BV^=dv  wird,  und  dass  andererseits  die  Verbindungslinien  Vv^ 
und  Dd^  der  Fluchtpunkte  V  und  Vp  resp.  der  Dnrchstoßpunkte  D  und 
ä,  der  beiden  sich  in  a  schneidenden  Qeraden  zu  einander  parallel  seien. 

Zu  der  fraglichen  Construction  fährt  folgende  einfache  Betrach- 
tung: Die  durch  d,  v^  und  D  F bestimmte  Ebene  E^Eh  enthalt  offenbar 
unendlich  viele  zu  ll  parallele  Geraden,  da  sie  eine  solche,  nämlich 
D  Vy  enthält.  Eine  von  diesen  Geraden  finden  wir  unmittelbar  in  v^  d* 
dargestellt,  wenn  wir  diese  parallel  und  gleich  vd  machen.  Die  Ebene 
E  ist  sodann  durch  die  Bildflächtrace  d^d'  oder  Et  und  die  durch 
v^  zu  Eh  parallele  Fluchttrace  Ex,  bestimmt.  Darch  diese  beiden 
letztgenannten  Tracen  werden  auch  direct  auf  L  die  Hauptpunkte 
D  und  V  festgestellt. 

Bemerkung.  Da  es  sich  bloß  darum  handelt,  die  Punkte  D  und  V 
auf  L  so  zu  ermitteln,   dass  BV  =  dv  und  d^  D  parallel  zu   v,  F 
wird,  ist  die  vollführte  Construction  auch  elementar  geometrisch  sicher 
gestellt,  indem  Parallele  zwischen  Parallelen  gleiche  Längen  haben. 

§.  234. 

74.  Aufgabe.  Es  ist  die  Verbindungslinie  zweier  auf  den  Trägem 
v^  d,  und  v^  d^  gegebener  Punkte  a  und  b  parallel-projectivisoh  zu 
bestimmen. 

Die  Projection  l^  (Taf.  XVI,  Fig  198)  der  Verbindungslinie  der 
beiden  Punkte  a  und  b  kann  sofort  gezeichnet  werden  und  es  wird 
sich  nur  noch  um  die  Construction  der  Hauptpunkte  D  und  V  der- 
selben handeln.  Diese  Construction  beruht  auf  folgenden  einfachen  Be- 
ziehungen. 

Die  Gerade  ab  liegt  offenbar  in  derjenigen  Ebene,  welche  durch 
den  Punkt  a  und  die  den  Punkt  b  enthaltende  Gei*ade  d^v^  gelegt 
werden  kann.  Die  Tracen  Hb  und  H„  dieser  Hilfsebene  bestimmen 
direct  auf  ab  die  geforderten  Hauptpunkte  D  und   F. 

Besagte  Hilfsebene  HbHf,  wird  erhalten,  indem  man  durch  d^v^ 
und  eine  zweite  durch  a  gehende  Garade  A,  welche  jedoch  mit  d^v^ 
irgend  einen  Punkt  gemein  hat,  eine  Ebene  legt.     Zu  diesem  Behufe 
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kann  man  zweckmäßig  eine  Gerade  A  so  wählen,  dass  deren  Flucht- 
punkt v^  mit  dem  der  Geraden  d,v,  zusammenföUt.  Der  Durchstoß- 
pnnkt  d^  dieser  Hilfsgeraden  A  wird  erhalten,  wenn  man  berücksichtigt, 
dass  die  Geraden  d^  v,  und  A|  nachdem  sie  den  Punkt  a  gemein  haben, 
sich  schneidende  Geraden  sind  und  als  solche  in  einer  und  derselben 
Ebene /»ft Anliegen.  Die  durch  d^  parallel  zu  v^v^  gezogene  Gerade  h 
stellt  sodann  die.Bildflächtrace  dieser  Hilfsebene  h  dar^  welche  l  in 
dem  DurchstoÜpunkte  d'  schneidet.  Verbindet  man  d^  mit  d'  und  zieht 
man  zu  ^2  d'  oder  Hb  durch  v^  die  parallele  Gerade  H^,  so  hat  man  die- 
jenige Ebene  U  dargestellt,  welche  auch  die  Verbindungsgerade  ab  ent- 
hält. Im  Schnitte  von  l  mit  Hb  und  H^  ergeben  sich  bereits  die  ver- 
langten Hauptpunkte  D  und   V  der  Geraden  a  b. 

§.  235. 

Die  eben  gelöste  Aufgabe  schließt,  wie  aus  den  angestellten  Be- 
trachtungen zu  entnehmen  ist,  auch  die  Aufgabe  „durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  (a)  und  eine  gleichzeitig  gegebene  Ge- 
rade (f/jt?^  eine  Ebene  (HbHy)  zu  legen**,  in  sich. 

Es  wird  nun,  auf  Grund  des  Vorausgeschickten,  auch  keinem 
Anstände  unterliegen,  durch  drei  Punkte,  welche  parallel-pro- 
jeetivisch  gegeben  sind,  eine  Ebene  zu  legen. 

Die  Construction  und  Lösung  dieses  Problemes  wird  einfach  darin 
bestehen,  dass  man  yon  den  drei  gegebenen  Punkten  a,&,c  zunächst 
die  Verbindungslinie  VD  zweier  beliebiger  Punke,  etwa  a  und  6,  auf 
die  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  entwickelte  Weise  bestimmt,  und 
hierauf  genau  so  wie  dort  durch  a  und  d^v^,  hier  durch  den  dritten 
Punkt  c  und  die  erhaltene  Verbindungslinie  FD,  eine  Ebene  E  legt. 
Letztere  wird  bereits  der  gestellten  Aufgabe  entsprechen. 

§.  236. 
Schnitt  zweier  Ebenen.  Besondere  Fälle. 

Die  Schnittlinie  zweier  Ebenen  wird  offenbar  durch  eine  Gerade 
bestimmt,  welche  den  beiden  Ebenen  gleichzeitig  angehört. 

Auf  Grund  der  für  die  parallel-projectivische  Darstellung  ent- 
wickelten Principien  ergibt  sich  unmittelbar,  dass,  weil  die  Gerade  d  v 
(Taf.  XVI,  Fig.  199)  der  Ebene  EbE,  angehört,  ihr  Durchstoßpunkt  d 
in  der  Bildflächtrace  Eb  und  ihr  Fluchtpunkt  v  in  der  Fluchttrace  E„ 
der  Ebene  E  liegen  müsse.  Ebenso  wird,  da  ä  t;  auch  eine  Gerade  der 
zweiten  Ebene  eb  e^  ist,  deren  Durchstoßpunkt  in  et  und  deren  Flucht- 
punkt in  e,  liegen.  Diesen  beiderseitigen  Anforderungen  kann  aber  nur 
diejenige  Gerade  genügen,  welche  den  Schnittpunkt  v  der  beiden  Flucht* 

Peschka,  DarBtellende  a.  projecÜTe  Geometrie.  15 
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traoen  E^  und  e^  mit  dem  Schnittpunkte  d  der  zugehörigen  Bildflftch- 
tracen  Et  und  et  verbindet.  Die  Punkte  d  und  t;  sind  sodann  zugleich 
die  Hauptpunkte  der  Schnittgeraden  ll.  Daher  der  Satz: 

98.  „Die  Schnüttinie  stceier pardUel'jjrojectivisch  dtsrch  ihreTrckcen 
geg^enen  Ebenen  ist  die  Verhindungsgerade  der  Schnittpwnkte  der 
beiden  Bildfläch-  und  FlucJMracen;  besagte  Schnittpunkte  stellen 
gleichzeitig  die  Hauptpunkte  der  gemeinschaftlichen  Schnittlinie  dar.^ 

%.  237, 

Schneiden  sich  die  gleichnamigen  Tracen  der  beiden  Ebenen  E 
und  e  nicht  innerhalb  der  Grenzen  der  Constructionsfläche ,  so  kann 
man  die  Projectionen  zweier  Punkte  der  Schnittlinie  l  und  hiermit  diese 
selbst,  mittelst  eingeschalteter  Hilfsebenen  etwa  folgender- 
maßen bestimmen. 

Sind  nämlich  J?6J?«  und  ß^e»  (Taf.XVI,  Fig.  200)  die  beiden  Ebenen, 
deren  gegenseitiger  Schnitt  unter  der  Voraussetzung  zu  ermitteln  isi^ 
dass  sich  weder  die  Bildflächtracen  E^  und  6^,  noch  die  Fluchttracen 
Et  und  e«  auf  der  Constructionsfläche  schneiden,  so  nehmen  wir  irgend 
eine  fiilfsebene  h*bh\  beliebig,  jedoch  so  an,  dass  dieselbe  mit  den 
beiden  gegebenen  Ebenen  E  und  e  leicht  zu  construierende  Schnitte 
d'v'  und  d*(p*  liefert. 

Die  beiden  Geraden  d'  v'  und  8'  tp'  liegen  in  einer  und  derselben 
Ebene  h'th\,  schneiden  sich  demnach  in  einem  Punkte,  dessen  Pro- 
jection  a'  ist.  Dieser  Punkt  a'  gehört  den  beiden  obgenannten  Geraden 
an,  und  da  diese  Geraden  beziehungsweise  in  den  Ebenen  E  und  e  liegen, 
so  stellt  a'  einen  den  beiden  Ebenen  gemeinschaftlichen  Punkt,  also  einen 
Punkt  der  Schnittgeraden  der  beiden  Ebenen  E  und  e  dar.  Auf  ganz 
gleiche  Weise  ermittelt  man  mit  Hilfe  einer  zweiten  Hilfsebene  h"hh\ 
den  Punkt  a". 

Die  Projection  der  Schnittlinie  l  der  beiden  Ebenen  E  und  e 
wird  mithin  durch  die  Gerade  a'a"  dargestellt  erscheinen. 

§.  238. 

Haben  die  beiden  Ebenen  E^E^  und  e^e.  (Taf.  XVI,  Fig.  201) 
zueinander  paralle  Tracen,  so  fällt  der  Schnittpunkt  der  Bildflächtracen, 
d.  h.  der  Durchstoßpunkt  ihrer  Schnittlinie,  sowie  der  Schnittpunkt 
der  Fluchttracen  Ec  und  e« ,  d.  i.  der  Fluchtpunkt  ihres  Schnittes,  in 
unendliche  Entfernung. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Schnittlinie  l  der  beiden 
Ebenen  E  und  e  parallel  zur  Bildebene,  also  auch  parallel  zu  den 
Tracen  Eb,  et,  sein  müsse.    Dias   letztere  gilt  selbstversändlich  auch 
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Ton  der  Projection  der  Schnittlinie;  es  wird  daher,  in  Folge  der  be- 
kannten Bichtung  des  Schnittes,  die  Bestimmung  eines  einzigen  Punktes 
a.  welcher  mittelst  einer  beliebigen  Hilfsebene  hK  in  der  yorange- 
gebenen  Weise  erhalten  werden  kann,  gen&gen«  Die  Projection  l  der 
verlangten  Schnittgeraden  wird  sodann  durch  a  parallel  zu  den  Tracen 
der  gegebenen  Ebenen  E  und  e  zu  ziehen  sein. 

Betrachten  wir  ferner  noch  die  folgende  besondereLagezweier 
Ebenen,  deren  Tracen  zueinander  parallel  laufen. 

Nehmen  wir  an,  die  beiden  Ebenen  EbE„  und  e^e^  (Taf.  XVI, 
Fig.  202)  besässen  gleiche  Bildbreiten^  d.  h.  der  Abstand  der  Tracen 
Eb  und  Et  sei  jenem  der  Tracen  €(,  und  e^,  gleich  und  außerdem  mögen 
die  Tracen  Eb  und  E^  in  demselben  Bichtungssinne  wie  die  Tracen 
€t  und  €9  aufeinander  folgen. 

Um  den  Schnitt  dieser  beiden  Ebenen  zu  construieren ,  nehmen 
wir  wieder  eine  beliebige  Hilfsebene  hbK  an,  welche  mit  EbE^  und 
€fre,  die  bezüglichen  Schnittlinien  dv  und  dq)  ergeben.  Infolge  der 
besonderen  Annahme  bezüglich  der  Bildbreiten  von  E  und  e  sind  auch 
die  parallelen  Strecken  vtp  und  dd  einander  gleich;  es  wird  mithin 
dasselbe  auch  von  den  Geraden  dv  und  dq>  gelten. 

Der  Schnittpunkt  der  Geraden  dv  und  öq>f  welch*  letztere,  wie 
leicht  einzusehen  ist,  die  Projectionen  paralleler  Geraden  darstellen,  fällt 
demnach  in  unendliche  Ferne ;  das  Gleiche  muss  somit  von  der  durch 
den  genannten  Punkt  parallel  zu  den  Tracen  Eb  und  €b  gezogenen 
Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  E  und  e  gelten.  Hieraus  folgt,  dass 
auch  die  Ebenen  selbst  zueinander  parallel  sind. 

Das  Gesagte  erhellt  auch  aus  dem  Umstände,  dass  diese  Ebenen 
von  einer  beliebigen  dritten  Ebene  hK,  also  überhaupt  von  jeder 
Ebene,  in  parallelen  Geraden  dv  und  dq)  geschnitten  werden. 

Wir  können  demnach  den  Satz  aufstellen: 

99,  y^Parallele  Ebenen  besitzen  parallele  Tracen  und  gleiche 
BUdbreiten;  außerdem  folgen  die  Tracen  der  einen  Ebene  in  dem- 
sehen  Richtungssinne  aufeinander^  wie  die  gleichnamigen  Tracen  der 
SU  ihr  parallelen  Ebene.^ 

Aus  der  Definition  der  Fluchttrace  einer  Ebene  als  Parallel- 
projection  ihres  Schnittes  mit  der^Distanzebene  folgt  un- 
mittelbar auch  der  Satz: 

100.  j^Ebenen  mit  gemeinschaftlicher  Fluchttrace  schneiden  sich 
in  einer  und  derselben  Geraden  der  Distanzebene.^ 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  die  Bildflächt racen  derartiger 
Ebenen  untereinander  parallel  sein  müssen. 

16* 
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§.  239. 
Schnitt  von  Geraden  mit  Ebenen. 

Um  den  Schnittpunkt  einer  Geraden  dv  (Taf.  XVI, 
Fig.  203)  mit  einer  Ebene  Ei,E„  zu  ermitteln,  um  also  denjenigen 
Punkt  zu  finden,  welcher  der  Geraden  und  der  Ebene  gleichzeitig  an- 
gehört, legen  wir  durch  die  Gerade  dv  eine  beliebige  Hilfsebene  hK 
und  suchen  deren  Schnittlinie  d(p  mit  der  gegebenen  Ebene  EhE^, 

Da  die  beiden  Geraden  dv  und  dtp  m  der  nämlichen  Ebene  hhK 
liegen ,  so  haben  sie  denjenigen  Funkt  s,  in  welchem  sich  dieselben 
schneiden,  gemein.  Dieser  Schnittpunkt  s  muss,  nachdem  die  Gerade 
tfqpauch  in  der  Ebene  jB^jE»  liegt,  sowohl  der  Geraden  dv  als  auch 
der  eben  genannten  Ebene  angehören,  wird  demnach  die  Projection  des 
verlangten  Schnittpunktes  bestimmen. 

Liegt  der  Fluchtpunkt  v  der  Geraden  ß  in  der  Pluchttrace 
E^  der  gegebenen  Ebene  E,  so  ist  leicht  einzusehen,  dass  er  die 
Projection  des  in  der  Distanzebene  liegenden  Schnittpunktes  der  Gera- 
den mit  der  Ebene  vorstelle. 

Ist  die  Gerade  dv  zur  Ebene  Ef,E„  (Taf.  XVI,  Fig.  204) 
parallel,  so  fällt  der  Schnittpunkt  s  von  ll  mit  E  in  unendliche 
Entfernung. 

Die  letztere  Behauptung  wird  sich  selbstverständlich  nur  dann 
als  richtig  bestätigen,  wenn  sich  herausstellt,  dass  die  Schnittlinie  ^9 
der  Ebene  EhE^  mit  einer  durch  dv  gelegten  Hilfsebene  hhK  zu  dv 
parallel  ist,  d.  h.  wenn  man  in  der  Ebene  EhEv  eine  Gerade  dtp  ziehen 
kann,  welche  zur  Geraden  dv  parallel  läuft.  Andererseits  muss  es 
auch  möglich  sein,  durch  die  Gerade  dv  eine  zur  Ebene  EhE^  parallele 
Ebene  zu  legen. 

Für  die  Parallelität  einer  parallel-projectivisch  dargestellten 
Geraden  und  Ebene  wird  sonach  folgender  Bedingungssatz  zu  erfüllen  sein: 

101.  j^Ist  eine  Gerade  su  einer  Ebene  parallel^  so  schneidet  jede 
zu  ihrer  Projection  parallele  Gerade  die  Tracen  der  Ebene  in  zwei 
Punhten,  deren  Abstand  der  Bildlänge  der  gegebenen  Geraden  gleich 
ist  uf^d  legt  man  durch  die  Gerade  eine  Ebene,  deren  Tracen  zu  jener 
der  gegebenen  Ebene  parallel  sind,  so  ist  die  Bildbreite  dieser  Ebene 
gleich  der  Bildbreite  der  gegebefien  Ebene. ^ 

§.  240. 

75.  Aufgabe.  Durch  eine  gegebene  Gerade  d^  v^  ist  parallel  zn 
einer  zweiten  gegebenen  Geraden  dv  eine  Ebene  zn  legen. 

Die  Tracen  der  zu  bestimmenden  Ebene  E  (Taf.  XVI,  Fig.  205) 
müssen  diesfalls  offenbar  durch  t?,  und  c2,  gehen.    Nach  dem  soeben 
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aufgestellten  Satze  101)  muss  ferner  jede  zu  dv  parallel  gezogene 
Gerade  zwischen  den  Tracen  der  durcbgelegten  Ebene  E  eine  Strecke 
v^d'  enthalten,  welche  der  Bildlänge  dv  gleichkömmt.  Zieht  man  daher 
durch  den  bekannten  Funkt  v^  der  zu  bestimmenden  Fluchttrace  E^ 
eine  Parallele  zu  vd  und  eilbeilt  ihr  in  demselben  Sinne  wie t; deine 
Bildlänge  v^d'=^vd^  so  wird  man  bereits  im  Endpunkte  d'  einen 
zweiten  Punkt  der  gesuchten  Bildflächtrace  Et  finden.  Letztere  wird 
demnach  durch  die  Verbindungsgerade  d^d'  dargestellt  erscheinen. 
Die  zugehörige  Fluchttrace  ist  die  durch  v^  parallel  zu  d^d'  gezogene 
Gerade  Ei,. 

Die  Construction  lässt  aber  noch  eine  andere,  der  darstellenden 
Geometrie  besser  entsprechende  Deutung  zu.  Bekanntlich  ist  eine 
Ebene  zu  einer  Geraden  parallel^  wenn  man  in  der  Ebene  selbst  eine 
Gerade  zu  ziehen  vermag,  welche  zu  der  gegebenen  Geraden  parallel 
läuft.  Man  hätte  demnach  bloß  in  der  Geraden  d^i\  einen  beliebigen 
Ponkt  anzunehmen,  sodann,  nach  Aufgabe  73),  durch  diesen  Punkt  eine 
Parallele  lu  dv  zu  ziehen  und  endlich  durch  die  so  gewonnene  Gerade 
und  durch  d^v^  die  Ebene  zu  legen,  um  gleichfalls  den  Bedingungen 
der  Aufgabe  zu  genügen. 

Anstatt  jedoch  den  Punkt  auf  d^  v,  beliebig  zu  wählen ,  führten 
wir,  bloß  um  die  Construction  möglichst  zu  vereinfachen,  die  Parallele 
zu  dv  direct  durch  den  Fluchtpunkt  v^  der  gegebenen  Geraden  d,  v,, 
was,  wie  wir  bereits  aus  Früherem  wissen  und  nun  auch  durchführten, 
einfach  dadurch  bewirkt  wurde,  dass  man  d'v^  parallel  und  gleichet; 
machte. 

Die  durch  d^v^  und  d*v^  gelegte  Ebene  EtE^  enthält  eine,  also 
auch  unendlich  viele  zu  dv  parallele  Geraden,  repräsentiert  somit  die 
durch  d^v^  gehende  zu  dv  parallele  Ebene. ^ 

§.  141. 

76.  Aufgabe.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  a  ist  parallel  zu 
einer  gegebenen  Ebene  EtE^  eine  Ebene  zu  legen. 

Nennen  wir  die  zu  suchende,  zu  E^Ey  (Taf.  XVI,  Fig.  206) 
parallele  Ebene  E%E\^  und  denken  wir  uns  dieselbe  bereits  bestimmt, 
so  wird  jede  beliebige  dritte  Ebene  die  beiden  Ebenen  E  und  E'  nach 
parallelen  Geraden  schneiden  müssen. 

Diese  dritte  Ebene  HtH^  wollen  wir  jedoch  nicht  allgemein  an- 
nehmen, sondern,  der  Einfachheit  wegen,  direct  durch  den  Träger  dt; 
des  gegebenen  Punktes  a  legen. 

Die  Ebene  HbH„  schneidet  die  Ebene  E^Et  in  einer  Geraden  d(p. 
Zu  dieser  Geitiden  dtp   muss    nun  der  Schnitt  der  Ebene  Hi,Hp   mit 
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der  zu  construierenden  Ebene  E'h  E\  parallel  seiu.  Da  aber  der  Punkt 
a  sowohl  der  Ebene  R  als  auch  der  Ebene  E'  angehört,  mnss  weiters  die 
obgenannte  Schnittlinie  dnrch  denselben  hindurchgehen.  Besagte  Schnitt- 
gerade ergibt  sich  mithin  als  die  durch  a  parallel  zm  dtp  gezogene 
Gterade  6' tp*. 

Nachdem  diese  Gerade  der  zu  suchenden  Ebene  E*  angehören 
muss,  so  erhalten  wir  deren  Tracen  E'h  nnd  E\  durch  diejenigen 
Geraden  dargestellt,  welche  durch  S'  und  9'  parallel  zu  den  Tracen 
Eh  und  E^  der  Ebene  E  gezogen  werden. 

§.  142. 

77.  Aufgabe,  Durch  einen  Punkt  a  ist  eine  Gerade  zu  ziehen, 
welche  zwei  sich  kreuzende  Geraden  v^d^  und  v^d^  schneidet. 

Alle  durch  den  Punkt  a  (Taf.  XVI,  Fig.  207)  gehenden  Gera- 
den ,  welche  die  Gerade  d^o^^  schneiden,  liegen  offenbar  in  jener  Ebene 
J^i,  welche  durch  d^v^  und  a  gelegt  werden  kann.  Ebenso  werden  alle 
Geraden,  welche  durch  den  Punkt  a  gehen  und  die  Gerade  d^v^  schnei- 
den, in  einer  Ebene  E^^  sich  vorfinden  ,  welche  durch  a  und  d^v^  ge- 
legt wird.  Als  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  E^  und  E^  ergibt  sich 
sodann  eine  Gerade,  welche  den  beiden  ausgesprochenen  Bedingungen, 
also  auch  der  gestellten  Aufgabe  genügt. 

Die  constructive  Durchführung  der  vorliegenden  Aufgabe  gestattet 
jedoch  eine  kleine  Vereinfachung,  die  hier  noch  Erwähnung  finden  soll. 
Denken  wir  uns  nämlich  durch  a  und  d,  v^  eine  Ebene  J?,  gelegt.  Zu 
diesem  Behufe  bestimmen  wir  vorerst  die  durch  a  und  v,  gehende 
Gerade  v^  d*  mittelst  der  den  Träger  d  v  enthaltenden  Hilfsebene  h^  K 
und  legen  hierauf  durch  d^v^  und  d'v^  die  obgenannte  Ebene  ^^  £JV 

Anstatt  nun  in  gleicher  Weise  durch  a  und  d^v^  eine  Ebene 
Eb^  EJ^  zu  fähren,  beschränken  wir  uns  darauf,  den  Durchstoßpunkt  c 
der  Geraden  dS,  v^  mit  der  Ebene  E*h  E\  auf  bekannte  Weise  mittelst 
einer  beliebigen  Hilfsebene  eb  e»  festzustellen.  Verbinden  wir  nun  die 
Punkte  a  und  c,  so  muss  die  dadurch  erhaltene  Gerade  2,  da  sie  mit 
d^  v^  in  derselben  Ebene  E%  E\  liegt,  letztere  Gerade  ebenfalls  in 
einem  Punkte  b  schneiden. 

Die  Gerade  a  c,  deren  Durchstoßpunkt  D  in  der  Bildflächtrace  E\ 
und  deren  Fluchtpunkt  V  in  der  Fluchttrace  E\  liegt,  geht  somit 
durch  den  Punkt  a,  schneidet  die  beiden  gegebenen  Geraden  d^v^ 
oder  d^  i\  beziehungsweise  in  den  Punkten  h  uud  c,  und  erfüllt  somit 
alle  gegebenen  Bedingungen.  Da  sich  durch  a  und  d,  v,  bloß  eine 
Ebene  legen  lässt,  und  diese  Ebene  mit  der  Geraden  d^  v^  bloß  einen 
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Sehnittpunkt  ergibt,  so  folgt,  dass  es  aach  bloß  eine  einzige 
Gerade  gibt,  welche  den  diesfalls  gestellten  Bedingungen  der  Auf- 
gabe entspricht. 

§.  243, 
Identität  der  Constractionen  in  verschiedenen  Projectionsmethoden. 

Durch  die  bisher  gelösten  und  durchgeführten  Probleme  ist  un- 
zweifelhaft dargethan,  dass  alle  Constructionen ,  insoferne  dieselben 
bloß  von  projectivischen  Beziehungen  abhängen,  iu  der  Parallel-  und 
Centralprojection  in  vollster  Übereinstimmung  sind  und  dass  alle 
hiehergehörigen  Aufgaben  der  darstellenden  Geometrie  auf  ganz  gleiche 
Weise,  durch  ganz  dieselben  Liniencombinationen  in  jeder  dieser  Pro- 
jectionsarten  gelöst  werden  können. 

Der  Schnitt  zweier  Ebenen,  der  Schnittpunkt  einer  Geraden  mit 
einer  Ebene  wird  in  den  beiden  obbezeicbneten  Projectionsarten,  wie 
sich  bei  unseren  bisherigen  Betrachtungen  unzweifelhaft  herausstellte, 
in  vollkommen  übereinstimmender  Weise  ermittelt. 

Eine  einfache  Vergleichung  der  durchgeführten  Probleme  zeigt, 
dass,  wie  beispielsweise  die  Ermittlung  und  Bestimmung  der  Verbin- 
dungslinie zweier  auf  Trägern  gegebenen  Punkte,  in  Central-  und 
Parallelprojection  (Aufgabe  4  und  74)  nicht  nur  die  nämliche  Schluss- 
folge,  sondern  sogar  auch  die  gleiche  Anzahl  von  Constructionslinien 
in  genau  übereinstimmendem  Zusammenhange  beanspruchten.  Das  Gleiche 
gilt  von  den  Aufgaben  11  und  77  u.  s.  w. 

Eine  scheinbare  Ausnahme  von  dieser  Identität  der  Construc- 
tionen  zeigt  die  Darstellung  paralleler  Geraden  und  Ebenen  in  Central- 
und  Parallelprojection. 

In  der  Centralprojection  besitzen  nämlich  parallele  Geraden 
einen  gemeinschaftlichen  Fluchtpunkt;  in  der  Parallel- 
projection dagegen  entsprechen  parallelen  Geraden  parallele 
Bilder,  gleiche  Bildlängen  und  ein  gleicher  Richtungssinn 
der  Bildlängen. 

Wollte  man  hieraus  schließen,  dass  die  Übereinstimmung  der 
Darstellung  und  der  Construction  in  diesem  Falle  eine  Einbusse  er- 
leide, so  begeht  man  nur  einen  Fehler  in  der  Deutung  dieser  Gebilde, 
indem  man  sie  als  „analoge''  in  den  beiden  Projectionsarten  bezeichnet. 
Da  nämlich  in  der  Parallelprojection  die  unendlich  ferne  Ebene  der 
Centralprojection,  durch  die  im  Endlichen  gelegene  Distauzebene  er- 
setzt ist^  so  sind  es  nicht  parallele  Gerade  in  der  Parallelprojection, 
welche  parallelen  Geraden  (Geraden  mit  gemeinschaftlichem,  unendlich 


232 

fernem  Punkte)  in  der  Gentralprojection  analog  entsprechen,  sondern 
Geraden  mit  gemeinschaftlichem  Distanzpunkte. 

Dies  im  Auge  behaltend,  erleidet  die  Übereinstimmung  in  der 
Darstellung  keinerlei  Eintrag,  erfährt  die  Identität  der  Constructionen 
keine  Abweichung  von  der  Kegel. 

Eine  volle  Übereinstimmung  findet  dagegen  in  der  central-pro- 
jectivischen  Darstellung  von  Geraden  mit  gemeinschaftlichem  Spurpunkte, 
und  der  parallel-projectivischen  Darstellung  paralleler  Geraden  statt. 

In  beiden  Fällen  hat  man  parallele  Projectionen,  gleiche  Bild- 
längen und  einen  gleichen  Richtungssinn  der  letzteren.  Auf  Grund 
dieser  Erscheinung  muss  sich  die  Analogie  von  Geraden  mit 
gemeinschaftlichem  Spurpunkte  in  der  Gentralprojection  und  von 
parallelen  Geraden  in  der  Parallelprojection  nachweisen  lassen. 

Es  mag  zunächst  bemerkt  werden,  dass  wir,  infolge  der  Paralle- 
lität der  Bildflächtrace  und  der  Fluchttrace  jeder  beliebigen  Ebene  in 
der  Gentralprojection,  berechtigt  sind,  die  unendlich  ferne  Ebene 
als  parallel  zu  jeder  willkürlich  gewählten,  im  Endlichen  gelegenen 
Ebene  anzunehmen. 

Hienach  wird  der  Spurebene  in  der  Gentralprojection,  d.  h. 
jener  Ebene,  welche  durch  das  Projectionscentrum  parallel  zur  Bild- 
ebene geht,  die  durch  das  unendlich  ferne  Projectionscentrum  parallel 
zur  Bildebene  gehende  Ebene,  d.  i.  die  unendlich  ferne  Ebene  in  der 
Parallelprojection,  analog  sein. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  Geraden  in  der  Gentralprojection, 
welchen  der  nämliche  Punkt  der  Spurebene  zukömmt,  in  der  Parallel- 
projection solche  Geraden  analog  sind,  welche  einen  unendlich  fernen 
Puiikt  gemein  haben,  also  parallel  laufen. 

Durch  bloße  Vergleichung  gewonnener  Kesultate  gelangen  wir 
zu  dem  Schlüsse,  dass  die  Darstellung  und  die  Gonstruction  projee- 
tivischer  Beziehungen,  d.  L  solcher  Beziehungen,  welche  bloß  den  Zu- 
sammenhang geometrischer  Elemente  bezQgUch  ihres  „Ineinander- 
liegens'^  umfassen,  in  der  Gentralprojection  und  Parallelprojection 
(klinographischer  oder  orthogonaler  Projectiou)  eine  vollständige  Über- 
einstimmung in  Zahl  und  Gombination  der  Gonstructionslinien  aufweist, 
oder  mit  anderen  Worten,  dass  diese  Gonstructionen  oder  beaiehungs- 
weise  diese  Darstellungen  „identisch"  sind. 

Dieses  Identitätsgesetz  ist  kein  zufälliges  und  auch  kein 
selbständiges;  dasselbe  wird  sich  vielmehr  bei  unseren  späteren 
Betrachtungen  als  eine  consequente  Folge  eines  räumlichen  Übertra- 
gungsprincipes,  der  sogenannten  „räumlichen  Gentralcollinea- 
tion"  ergeben. 
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Es  ist  einleuchteud,  dass,  wenn  die  Projection  eiaes  projectivischen, 
räumlichen  Zasammenbauges  gegeben  ist,  jedes  beliebige  Projections- 
eentrum.  (Projectionsstrahl),  welches  mit  dieser  Projection  in  Yerbiudung 
gebracht  wird,  eine  räumliche  Figur  von  sich  gleichbleibender  Bedeutung, 
d.  h.  Ton  durchwegs  unveränderlichem  Zusammenhange  seiner  Elemente, 
repräsentieren  wird,  wenn  sich  hierbei  auch  die  Lage  und  die  Größe  der 
einzelnen  Theile,  entsprechend  der  Lageuänderung  des  Centrums,  ändert. 

Wenn  also  beispielsweise  zwei  Paare  paralleler  Geraden  in  der 
Bildebene  als  die  Tracen  zweier  Ebenen  gegeben  sind,  so  wird  die 
Yerbindungsgerade  der  Schnittpunkte  der  gleichnamigen  Tracen  immer 
die  Projection  der  Schnittlinie  dieser  Ebenen  yorstellen,  man  mag 
diesen  oder  jenen  in  endlicher  oder  unendlicher  Entfernung  liegenden 
Punkt  des  Baumes  als  Projectionscentrum  annehmen.  Offenbar  wird  für 
jedes  andere  Projectionscentrum  die  Neigung  der  Ebenen  gegen  die 
Bildebene  und  untereinander  etc.  eine  andere  sein,  doch  ist  ebenso 
selbstverständlich,  dass  diese  Verschiedenheit  keinerlei  Einfluss  auf 
den  Zusammenhang  zwischen  den  Ebenen  und  der  Schnittlinie  der- 
selben habe. 

Ferner  ist  klar,  dass  zwei  verschiedene  Projectionen  eines  und 
desselben  räumlichen  projectivischen  Gebildes,  Gebilde  von  iden- 
tischem, projectivischem  Zusammenhange  vorstellen  müssen. 
Der  weitere  Zusammenhang  zweier  derartiger  Projectionen  wird  in  der 
Folge  Gegenstand  eingehenderer  Erörterungen  und  Untersuchungen  sein. 

Aus  dem  Identitätsgesetze  folgt  weiter  auch,  dass  zwei  räum- 
Uche  Gebilde  von  demselben  projectivischen  Zusammenhange,  Projec- 
tionen besitzen,  welche  einen  ebenfalls  gleichen  projectivischen  Zu« 
sammenhang  aufweisen. 


VI.  Capitel. 
Metrische  Beziehungen  in  parailel-projectiviecher  Darstellung. 

§.  244. 

Um  die  wahre  Größe  einer  durch  ihre  Projection  dargestellten 
Strecke  oder  eines  projectivisch  dargestellten  Winkels  aufzufinden,  ist  es, 
wie  wir  bereits  wissen,  nothwendig,  diese  Strecke  oder  diesen  Winkel 
auf  irgend  eine  Weise  in  die  Bildebene  selbst  zu  bringen.  Ist  die 
Strecke  oder  der  Winkel  schon  von  vornherein  zur  Bildebene 
parallel,  so  führt  in  der  Centralprojection  bekanntlich  eine  bloße  Parallel- 
verschiebung  in  die  Bildebene,   welche   überdies   ohne   Kenntnis   der 
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Lage  des  Frojectionscentrums  ausführbar  ist,  zum  Ziele.  In  der  Parallel- 
projection  entfällt  selbst  diese  Verschiebung,  da  die  Projection  einer 
zur  Bildebene  parallelen  Strecke  in  dieser  Lage,  daselbst,  d.  i«  in  der 
Bildebene,  direct  in  wahrer  Qröße  erscheint. 

Befindet  sich  aber  die  Strecke  oder  der  Winkel  etc.  in  einer  zur 
Bildebene  nicht  parallelen  Lage,  so  kann  die  wahre  Größe  nur  durch 
eine  entsprechende  Drehung  dieser  Gebilde  in  die  Bildebene  oder  in 
eine  zu  derselben  parallelen  Ebene,  erreicht  werden.  Das  einfachste 
Mittel  hiezu  bietet  sich  indem  „Umlegen^  einer  Ebene,  welche  diese 
Gebilde  enthält,  d.  b.  in  der  Drehung  dieser  Ebene  um  ihre  Bild- 
flächtrace  bis  zur  Deckung  mit  der  Bildebene. 

Ist  man  in  der  Lage,  die  einzelnen  Punkte  einer  Ebene  um  die 
Trace  der  letzteren  in  die  Bildebene  umzulegen,  vermag  man  also 
durch  gewisse  Constructionen  aus  der  jeweiligen  Projection  die  Lage 
des  Punktes  in  der  Bildebene  nach  der  Drehung  anzugeben,  so  wird 
es  selbstverständlich  auch  keinerlei  Schwierigkeit  unterliegen  die  wahre 
Größe  einer  Strecke,  eines  Winkels,  und  aligemein  einer  ebenen  Figur 
zu  bestimmen.  Man  wird  nämlich  zur  Erreichung  dieses  Zweckes  nichts 
anderes  zu  thun  haben^  als  sämmtliche  Punkte  dieses  ebenen  Gebildes 
um  die  Trace.  ihrer  Ebene  in  die  Bildebene  umzulegen. 

Das  Mittel,  Größenbestimmungenaller  Arten  parallel-projec- 
tivisch  dargestellter  Gebilde  vorzunehmen,  ist  also  genau  so  wie  in  der 
Centralprojection,  das  „Umlegen''  der  Gebilde  in  die  Bildebene. 

Da  aber  das  umlegen  einer  Ebene  in  die  Bildebene  die  Kenntnis 
der  Größe  des  Drehungswinkels,  d.  h.  jenes  Winkels  erfordert,  welchen 
die  genannte  Ebene  mit  der  Bildebene  einschließt,  so  ist  zur  Lösung 
und  zur  folgerichtigen  Durchführung  dieses  sowie  ähnlicher  Probleme, 
das  Projectionsdreieck,  welches  die  räumliche  Lage  der  Ebene 
bestimmt,  unbedingt  nothwendig. 

Zunächst  werden  folgende  Aufgaben  constructiv  (in  Parallel* 
projection)  zu  lösen  sein. 

§.  245. 

78.  Aufgabe,  Es  ist  der  Neigungswinkel  einer  Geraden  mit  der 
Bildebene  zu  bestimmen. 

a)  In  schiefer  Projection.  Sei  dv  (Taf.  XVI,  Fig.  208)  die 
gegebene  Gerade  und  /IS 6  das  vorliegende,  unmittelbar  an  Ort  und 
Stelle  angereihte  Projectionsdreieck. 

Unter  dem  Neigungswinkel  einer  Geraden  mit  einer  Ebene  ver- 
steht man  denjenigen  Winkel,  welchen  die  Gerade  mit  ihrer  Orthogonal- 
projection  auf  diese  Ebene,  d.  i.  mit  der  Schnittlinie  der  durch  die  Gerade 
senkrecht  zu  dieser  Ebene  geführten  Ebene,  einschließt. 
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Man  hat  sonach  im  Torliegenden  Falle  durch  die  Gerade  dv 
zunächst  eine  Ebene  P»  P«  so  zu  fähren,  dass  sie  zur  Bildebene  senk- 
recht steht 

Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir  durch  den  Fluchtpunkt  v  eiie  Ge- 
rade vd'  parallel  zur  Projection  0d  der  Distanz  Jd  und  erhalten  so 
direct  in  der  Verbindungsgeraden  d\d'  die  BildflächtraceP«  der  verlangten 
Ebene,  während  die  durch  v  parallel  zu  Pj,  gezogenen  Geraden  P, 
deren  Fluchttrace  liefert.  Dass  die  so  erhaltene  Ebene  Pb  P«  zur  Bild- 
ebene senkrecht  stehe,  geht  einfach  auch  aus  dem  Umstände  hervor, 
dass  dieselbe  eine,  d.i.  vd'^  und  somit  unendlich  viele  zur  Bildebene 
senkrechte  Gerade  enthält. 

Nachdem  durch  die  Bildfläch trace  Pb  der  Schnitt  der  durch  dv 
zur  Bildebene  senkrecht  gelegten  Ebene  P,  oder  mit  anderen  Worten, 
die  Orthogonalprojection  der  Geraden  d  v  dargestellt  wird,  schließt  Pb 
mit  der  letztgenannten  Geraden  dv  den  verlangten  Neigungswinkel 
ein.  Um  die  wahre  Größe  dieses  Winkels  zu  bestimmen,  wird 
Uoß  zu  berücksichtigen  sein,  dass  dvd*  die  schiefe  Projection  eines 
bei  d'  rechtwinkligen  Dreieckes  isc,  in  welchem  die  eine  Kathete  dd', 
als  eine  Gerade  in  der  Bildebene,  in  wahrer  Größe  erscheint,  während 
die  wahre  Größe  der  anderen  Kathete  d*v  der  Distanz  dz/  im  Pro- 
jectionsdreiecke  gleichkömmt. 

Mit  Hilfe  dieser  Daten  kann  das  obgenannte  Dreieck  dvd'  in 
der  um  Pb  in  die  Bildebene  umgelegten  Lage  dv^d*  leicht  gezeichnet 
werden.  Der  der  Kathete  d'v^  gegenüberliegende  Winkel  cc  repräsen- 
tiert sodann  den  gesuchten  Neigungswinkel  in  wahrer  Größe. 

6)  In  orthogonaler  Projection.  Es  sei  Zjoder  dv  (Taf.  XVI, 
Fig.  209)  die  orthogonale  Projection  der  gegebenen  Geraden  L  und 
^d  die  Distanz.  In  diesem  Falle  schließt  die  Gerade  im  Baume 
mit  ihrer  Projection  dv  zur  Bildebene  bereits  den  zu  bestimmenden 
Neigungswinkel  ein.  Es  erübrigt  somit  nur  noch,  dessen  wahre  Größe 
festzustellen. 

Der  Distanzpunkt  der  Geraden  dv  liegt  bei  der  orthogonalen 
Projection  in  der  durch  den  Fluchtpunkt  v  zur  Bildebene  senkrechten 
Geraden,  und  zwar  in  einer  Entfernung  von  dem  Punkte  v,  welche  der 
Distanz  Jd  gleichkommt.  Die  Projection  dv  der  Geraden  Z,  die 
Gerade  L  selbst  und  die  dem  Fluchtpunkte  v  entsprechende  Distanz  D 
bilden  daher  ein  bei  v  rechtwinkliges  Dreieck,  welches  aus  den  ge- 
gebenen Stücken  gezeichnet  und  um  dt?  in  die  Bildebene  umgelegt, 
durch  v^vd  dargestellt  wird.  Der  der  umgelegten  Distanz  vVq  =  D  gegen- 
überliegende Winkel  a  stellt  sonach  unmittelbar  die  wahre  Größe 
des  gesuchten  Neigungswinkels  dar. 
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§.  246. 

79.  Aufgabe.  Es  ist  die  wahre  Größe  des  Winkels  zu  bestimmen, 
welchen  eine  gegebene  Ebene  mit  der  Bildebene  einschließt. 

a)  In  schiefer  Projection.  Es  sei  JE^ft-B,  (Taf.  XVI,  Fig.210) 
die  gegebene  Ebene  und  ^dtf  das  Projectionsdreieck.  Der  Neigungs- 
winkel zweier  Ebenen  ist  bekanntlich  dem  Winkel  gleich,  welchen  die- 
jenigen zwei  Geraden  miteinander  einschließen,  in  welchen  eine  zu  den 
beiden  Ebenen,  mithin  auch  zu  deren  Schnittlinie,  senkrechte  Ebene 
die  erstgenannten  Ebenen  schneidet.  In  unserem  Falle  haben  wir  also 
zur  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen,  d.  i.  zur  Bildflächtrace  Eb,  eine 
senkrechte  Ebene  P  zu  legen. 

Bei  der  Lösung  der  gleichnamigen  Aurgabe  in  der  Central- 
projection  wurde  nachgewiesen,  dass  eine  derartige  Ebene  zur  Bild- 
ebene selbst  senkrecht  stehe  und  ihre  Tracen  nebstbei  zu  jenen  der 
gegebenen  Ebene  senkrecht  stehen  müssen. 

Die  Fiuchttrace  P^  dieser  Ebene  P  kann  an  einer  ganz  belie- 
bigen Stelle  geführt,  selbstverständlich  aber  senkrecht  zu  Eb  gezeichnet 
werden.  Die  Bildflächtrace  Pb  der  Ebene  P  kann  man  aus  der  Be- 
dingung, dass  die  Ebene  P  zur  Bildebene  senkrecht  stehen  solle,  auf 
folgende  Weise  bestimmen.  Man  ziehe  die  dem  Schnittpunkte  v  der 
Fluchttracen  E^  und  P«  entsprechende  Distanz  vd'  gleich  und  parallel 
zu  öd,  und  erhält  hiedurch  in  deren  Endpunkt  d'  einen  Punkt  der 
Bildflächtrace  Pb. 

Die  so  erhaltene  Ebene  Pb  P«  schneidet  nun  die  Ebene  Eb  Ep  in 
einer  Geraden  dv  und  die  Bildebene  in  der  Geraden  A,  welche  natur- 
gemäß mit  Pb  zusammenfällt.  Diese  beiden  letztgenannten  Geraden  dv 
und  Pb  schließen  bereits  den  zu  bestimmenden  Neigungswinkel  ein. 

Es  ist  unschwer  zu  erkennen,  dass  die  Bildflächtrace  Pb  gleich- 
zeitig die  orthogonale  Bildflächprojection  der  Gei*aden  dv  darstelle, 
und  dass  daher  zum  Behufe  der  Ermittlung  der  wahren  Größe 
des  Winkels  {Pb,  dv),  die  in  Aufgabe  78)  gegebene  Construction 
direct  anwendbar  sei.  Man  hat  sonach  bloß  d*v^  senkrecht  auf  Pb  zu 
ziehen  und  der  Distanz  JS  gleich  zu  machen,  um  in  t;^^  (2'  die  wahre 
Größe  a  des  gesuchten  Neigungswinkels  zu  erhalten. 

h)  In  orthogonaler  Projection.  Es  sei  auch  hier  Eb  Ep 
(Taf.  XVI,  Fig.  211)  die  gegebene  Ebene  und  ^ä  die  Distanz.  Aus 
den  gleichen  Gründen),  wie  im  vorhergehenden  Falle,  führen  wir  die 
Ebene  Pb  P«  senkrecht  zu  Eb,  wobei,  gegenüber  der  Ausführung  in 
schiefer  Projection,  die  Tracen  Pb  Pv  speciell  in  eine  und  dieselbe 
zu   Eb   senkrechte   Geraie   fallen.     Die  Ebene   Pb  P'  schneidet  die 
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Ebene  Et,  E^  in  einer  Geraden  dv,  welche  mit  der  Trace  Pt  den  ge- 
suchten Neigungswinkel  a  einschließt.  Der  letztere  wird  nach  Auf- 
gabe 78  h)  in  der  Weise  bestimmt/  dass  man  das  rechtwinklige 
Dreieck,  welches  von  der  Projection  dv  und  dem  über  v  in  einer  der 
Distanz  /Id  gleichen  Höhe  liegenden  Distanzpnnkte  gebildet  wird,  um  dv 
in  die  Bildebene  nach  dvv^  umlegt.  Die  wahre  Größe  des  Neigungs- 
winkels a  ist  durch  vdv^  dargestellt.  * 

§.  247. 

80.  Aufgabe.  Es  ist  der  Neigungswinkel  einer  Ebene,  welche 
zum  scMef  projicierenden  Strahle  parallel  länft,  mit  der  Bildebene 
zu  bestimmen. 

Die  beiden  Tracen  Et  und  E^  (Taf.  XVI,  Fig.  212)  der  ge- 
benen  schief  projicierenden  Ebene  E  fallen,  der  gestellten  Aufgabe 
entsprechend,  in  eine  und  dieselbe  Gerade  zusammen.  Bestimmen  wir, 
wie  in  Aufgabe  79  a),  die  zu  E&  senkrechte  Ebene  Pb  Pv,  indem  wir 
durch  einen  beliebigen  Punkt  v  der  Fluchttrace  Et,  eine  zur  schiefen 
Projection  da  der  Distanz  gleiche  parallele  Gerade  vd'  ziehen,  und 
durch  dieselbe  jene  zur  Bildebene  senkrechte  Ebene  P  legen,  deren 
Tracen  Pb  Pt,  auf  Eb  Ep  senkrecht  stehen.  Der  Schnitt  der  Ebene  Pb  Pv 
mit  der  Bildebene  wird  durch  Pb  und  jener  mit  der  Ebene  Eb  E^ 
durch  dv  dargestellt. 

Es  ist  nun  noch  die  wahre  Größe  desjenigen  Winkels  zu  bestimmen, 
welchen  die  Schnittgeraden  dv  und  Pb  mit  einander  einschließen.  Da 
jedoch  die  Gerade  dv  unmittelbar  in  der  zur  Bildebene  senkrechten 
Ebene  P  liegt,  so  stellt  Pb  gleichzeitig  die  orthogonale  Bildfläch- 
projection  von  dv  dar,  und  es  kann  demnach  die  wahre  Größe  des 
Neigungswinkels  a  nach  Aufgabe  78  a)  aus  dem  rechtwinkligen 
Dreiecke  dd'v^,  in  welchem  die  Kathete  d*v^  der  Distanz  dJ  gleich 
ist,  bestimmt  werden. 

Die  vorstehende  Aufgabe  erheischt,  wenn  die  Darstellung  und 
Lösnng  in  orthogonaler  Projection  vollführt  werden  sollte^  keine  be- 
sondere Construction,  da  eine  orthogonal  projicierende  Ebene  bekannt- 
lich auf  der  Bildebene  senkrecht  steht,  der  gesuchte  Neigungswinkel 
also  immer  gleich  einem  rechten  ist. 

§.  248. 
ümle^nng  ebener  Gebilde. 

Mit  Zugrundelegung  dieser  principiellen  Aufgaben  wird  es  nun- 
mehr keinerlei  Schwierigkeiten  bieten,  eine  Ebene,   respective  ein  in 
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dieser  Ebene  liegendes  Gebilde  um  deren  Bildfl&chtrace  in  die  Bild- 
ebene umzulegen. 

Sei  also  beispielsweise  BE  (Taf.  XVI,  Fig.  213)  die  Bildebene, 
E  eine  beliebige,  gegen  dieselbe  geneigte  Ebene,  deren  Bildfläehtrace 
durch  Eb  repräsentiert  werde.  Wenn  wir  diese  Ebene  E  um  Eb  in  die 
Bildebene  umlegen,  so  beschreibt  offenbar  jeder  Punkt  a  der  Ebene  E 
einen  Kreisbogen  a%  dessen  Ebene  aa^a  zur  Geraden  Ei,^  als  Dre- 
hungsachse, senkrecht  steht,  dessen  Mittelpunkt  a  der  Schnittpunkt 
dieser  Drehebene  a%a  mit  Eh  ist,  und  dessen  Badius  aa  =  a^a  dem 
Abstände  des  Punktes  a  von  der  Bildfläehtrace  Et  gleichkommt. 

Da  die  Ebene  aa^a  zu  Et  senkrecht  steht,  und  aa  sowie  %a 
beziehungsweise  deren  Schnitte  mit  E  und  BE  sind,  so  folgt,  dass 
der  Drehungswinkel  aaa^  gleichzeitig  auch  den  Neigungswinkel  der 
Ebene  E  gegen  die  Bildebene  BE  vorstelle. 

Um  daher  den  Punkt  a  constructiv  umzulegen,  oder  mit  anderen 
Worten,  um  den  Punkt  %  durch  Gonstruction  aus  dem  Punkt  a.  resp. 
aus  seiner  (schiefen  oder  orthogonalen)  Trojection  abzuleiten,  wird  es 
genQgen,  durch  den  Punkt  a  eine  zur  Bildfläehtrace  Et  senkrechte 
Ebene  aa^a  zu  legen,  die  Größe  der  Strecke  aa  zn  bestimmen,  und 
diese  auf  der  Bildfläehtrace  %a  der  Ebene  aa^a  von  a  aus  nach  aa^ 
aufzutragen.  Der  Endpunkt  a^  der  Strecke  aa^  bestimmt  sodatin  den 
umgelegten  Punkt. 

Das  Umlegen  jedes  beliebigen  anderen  Punktes  v  kann  nun  auf 
ganz  gleiche  Weise  vollzogen  werden.  Selbstverständlich  wird  es  stets 
genügen  die  ümlegung  eines  einzigen  beliebig  in  der  Ebene  gewählten 
Punktes  zu  bewirken,  um  hieraus  schon  die  ümlegung  aller  anderen 
Punkte  der  Ebene  mit  Leichtigkeit  ableiten  zu  können. 

Setzen  wir  nämlich  voraus,  es  wäre -beispielsweise  die  ümlegung  v^ 
des  Punktes  v  auf  die  vorangegebene  Weise  ermittelt  worden,  um 
dieselbe  Operation  auf  den  Punkt  U  auszudehnen,  haben  wir  vor  allem 
durch  a  eine  zu  E»  senkrechte  Ebene,  also  eine  Ebene  aa^a  parallel 
zur  Ebene  vv^ß  zu  legen.  Besagte  Ebene  wird  sodann  die  Ebene  E 
und  BE  in  zwei  Geraden  aa  und  a^a  schneiden,  welch  letztere  sich 
in  einem  Punkte  a  von  Eb  treffen,  und  zu  vß  resp.  v^ß,  parallel  sein 
mQssen. 

Da  endlich  af^a  =  aa  ist,  sind  die  Dreiecke  aa^a  und  vv^ß  nicht 
nur  parallel,  sondern  auch  ähnlich,  und  es  muss  somit  aa^  zu  vv^ 
parallel  sein.  Infolge  der  ganz  beliebigen  Annahme  von  a  gilt  das 
Gesagte  für  alle  Punkte  der  Ebene. 

Hienach  gelangen  wir  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  Verbindungs- 
linie der  Punkte  im  Baume  mit  ihren    ümlegungen   von   constanter 
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Bichtang,  also  sämmtlich  untereinander  parallel  sind.  Es  braucht  kaum 
erw&hnt  zu  werden,  dass  das  eben  Nachgewiesene  auch  von  den  schiefen, 
beziehungsweise  Yon  den  orth<^onaIen  Frojectionen  dieser  Verbindungs* 
linien  gelte.    Man  gelangt  somit  zu  dem  Satze : 

102.  jfDie  Verbindungslinien  der  Frojectionen  von  Punkten  einer 
beliebigen  Ebene  mit  den  ümlegungen  dieser  Punkte  sind  sämmtlich 
untereimmder  parallel^ 

§.  249. 

Die  constante  Sichtung  dieser  Verbindungsgeraden  pflegt  man 
als  den  unendlich  fernen  „Theilungspunkt^  und  die  Geraden 
selbst,  als  die  ^T hellstrahlend  der  umzulegenden  Ebene  zu  be- 
zeichnen. 

Bei  der  ümlegung  einer  Ebene  wird  man  also  in  der  Weise  ver- 
fahren, dass  man,  wie  soeben  besprochen,  irgend  einen  Punkt  v  der 
Ebene,  welchen  man  der  Einfachheit  der  Construction  halber  in  der 
Fluchttrace  annehmen  wird,  umlegt  und  die  schiefe  Projection  des 
Dreieckes  vv^ß  bestimmt. 

um  demnach  einen  beliebigen  zweiten  Funkt  a  umzulegen,  wird 
man  durch  dessen  schiefe  Projection  eine  Gerade  aa  parallel  zur  schiefen 
Projection  von  vß  ziehen,  sodann  durch  den  Schnittpunkt  a  dieser 
Geraden  mit  der  Bildflächtrace  Eh  eine  zu  Eb  senkrechte  Gerade  aa^ 
fähren  und  endlich  durch  die  schiefe  Projection  des  Punktes  a  den 
betreffenden  Theilstrahl,  d.  i.  die  Parallele  zur  schiefen  Projection 
von  t^i;^  zeichnen,  um  direct  im  Schnitte  dieses  Theilstrahles  mit  %a 
den  umgelegten  Punkt  %  zu  erhalten. 

§.  250. 

81.  Aufgabe.  Ein  in  einer  gegebenen  Ebene  Eh  Eh  liegender, 
durch  seine  Projection  a  gegebener  Punkt  ist  um  die  Bildflächtrace 
Eh  umzulegen. 

d)  In  schiefer  Projection.  Wir  legen  vorerst  einen  will- 
kürlich gewählten  Punkt  v  (Taf.  XYI,  Fig.  214)  der  Fluchttrace  E^ 
in  die  Bildebene  um  und  werden  zu  diesem  Behufe,  wie  in  Aufgabe  79  a) 
coDstructiv  durchgeführt  wurde,  durch  v,  mit  Benützung  der  durch  t; 
gehenden  Distanz  vd^  (parallel  und  gleich  <Td),  eine  zu  Eh  senkrechte 
Ebene  PhP*  legen.  Die  genannte  Ebene  P  schneidet  die  Ebene  E 
in  der  Geraden  dv  und  die  Bildebene  in  der  Geraden  Ph. 

Um  nun  den  Punkt  v  umzulegen,  haben  wir  bekanntlich  nichts 
anderes  zu  thun,  als  die  wahre  Größe  von  dv  auf  der  Geraden  Ph  von 
dem  Punkte  d  aus  aufzutragen.  Nachdem  aber  der  Punkt,  dessen 
schiefe  Projection  v  ist,  in  der  zur  Bildebene  durch  d'  senkrecht  ge- 
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zogenen  Geraden  liegt,  und  um  die  Größe  der  Distanz  ^d  yod  der 
Bildebene  absteht,  so  ergibt  sich  die  wahre  Größe  der  Geraden  (2  v 
als  die  Hypotenuse  dv\^  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  d'dv^\  in 
welchem  die  eine  Kathete  durch  dd\  die  andere  Kathete  d'v*^  dagegen 
durch  die  Länge  der  Distanz  dJ  repräsentiert  wird. 

Den  umgelegten  Punkt  v^  erhält  man  nunmehr  unmittelbar  auf 
Ph  bestimmt,  indem  man  dv^  =  dv'^  macht.  Verbindet  man  weiter 
V  mit.  i;„,  so  ergibt  sich  in  dieser  Verbinduugsgeraden  vv^  der  T heil- 
strahl und  in  dvv^  das  für  die  Umlegung  charakteristische 
Dreieck,  mit  Hilfe  dessen  jeder  andere  Punkt  der  Ebene  E  rasch 
und  mit  Bequemlichkeit  umgelegt  werden  kann. 

Um  also  beispielsweise  den  Punkt  a  (Taf.  XVI,  Flg.  214)  um- 
zulegen, hat  man,  mit  Zugrundelegung  der  vorausgeschickten  allgemeinen 
Betrachtung,  bloß  durch  den  Punkt  a  eine  Parallele  aa  zvl  vd  zw 
ziehen,  durch  deren  Schnittpunkt  a  mit  Et,  eine  Normale  zu  Ej,  zu 
führen  und  diese  Normale  mittelst  des  durch  a  parallel  zu  vv^  gehen- 
den Theilstrahles  aa^  in  dem  Punkte  %  zu  durchschneiden.  Der  letzt- 
genannte Punkt  %  ist  bereits  der  verlangte  um  Eh  in  die  Bildebene 
umgelegte  Punkt  der  Ebene  -B,  dessen  schiefe  Projection  a  ist. 

Jeder  Punkt  der  Bildflächtrace  JE&  bleibt  selbstver- 
ständlich bei  der  Umlegung  ungeändert.  Diese  Eigenschaft 
benützt  man  mit  Vortheil  zur  Umlegung  von  Geraden,  indem  die  um- 
gelegte Gerade,  sowie  die  Gerade  im  Räume  selbst  und  deren  Projection 
durch  ihren  Durchstoßpunkt  mit  der  Bildebene  (welcher  wieder,  da  die 
Gerade  in  der  Ebene  E  liegt,  mit  dem  Schnittpunkte  mit  der  Bild- 
flächtrace zusammenfällt)  gehen  muss.  Es  wird  diesfalls,  um  eine 
Gerade  umzulegen,  vollkommen  genügen,  einen  ihrer  Punkte  auf 
die  eben  entwickelte  Weise  umzulegen  und  diesen  mit  dem  Durchstoß- 
punkte derselben  zu  verbinden. 

Der  zur  Umlegung  geeignetste  Punkt  ist  im  allgemeinen  der 
Fluchtpunkt  der  Geraden.  Denken  wir  uns  nämlich  durch  v^  eine 
Parallele  £®„  (Taf.  XVI,  Fig.  214)  zur  Bildflächtrace  E^  gezogen,  so 
stellt  diese  Gerade  die  umgelegte  Distanztrace  der  Ebene  E 
dar.  Denn  i;^  ist  einer  ihrer  um  Eh  umgelegten  Punkte  und  da  die 
Distanztrace  zur  Bildflächtrace  parallel  ist,  muss  sie  diese  Eigenschaft 
auch  nach  der  Umlegung  besitzen,  respective  beibehalten. 

Setzen  wir  nun  voraus,  eine  in  der  Ebene  J^iJ?«  liegende 
Gerade  JDV  wäre  in  die  Bildebene  umzulegen. 

Der  Durchstoßpunkt  D  bleibt  bei  der  Umlegung  ungeändert,  ist 
daher  bereits  ein  Punkt,  welcher  auch  der  umgelegten  Geraden  an- 
gehört.   Der  umgelegte  Distanzpunkt  V^  der  Geraden  muss  offenbar 
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einerseits  in  der  umgelegten  Distanztrace  E^^  liegen,  andererseits  aber 
auch  auf  dem  durch  seine  schiefe  Projection,  d.  h.  durch  den  Flucht- 
punkt V  parallel  zu  vv^  gezogenen  Theilstrahle  VV^y  also  im  Schnitte 
Fo  beider  liegen.  BV^  stellt  somit  die  umgelegte  Gerade 
B  V  vor. 

Endlich  sei  auf  DV  irgend  eine  Strecke  mn  gegeben,  deren 
wahre  Größe  bestimmt  werden  soll. 

Die  in  die  Bildebene  umgelegte  Strecke  muss,  wie  von  selbst  ein- 
leuchtend, in  der  Geraden  V^D  und  die  umgelegten  Endpunkte  m^ 
und  n^  auf  den  durch  m  und  n  parallel  zu  vv^^  gehenden  Theil- 
strablen  mm,,  und  nn^,  also  im  Schnitte  dieser  Strahlen  mit  BVq 
li^en.  Die  Strecke  m^n^  repräsentiert  nun  die  ^ümlegung^,  also  auch 
die  wahre  Größe  der  parallel-projectivisch  gegebenen  Strecke  mn. 

Auf  gleiche  Weise  kann  ein  ebenes  Dreieck,  Viereck,  n-eck,  kurz 
jedes  beliebige  ebene  Gebilde  dadurch  umgelegt  und  seiner  wahren 
Größe  nach-  bestimmt  werden,  dass  man  die  Punkte  und  Geraden, 
ans  welchen  es  besteht,  einzeln  umlegt.  Selbstverständlich  wird  man 
von  den  jeweiligen  Durchstoßpunkten  der  Geraden,  behufs  Verein^ 
fachung  der  Construction,  stels  mit  Yortheil  Gebrauch  machen. 

§.  251. 

h)  In  orthogonaler  Projection.  Sei  Eh  E^  (Taf.  XVI, 
Fig.  215)  die  gegebene  Ebene  und  ^8  die  Distanz.  Ein  beliebiger 
Fluchtpunkt  v  wird  umgelegt,  indem  man,  wie  in  Aufgabe  79  6) 
gezeigt  wurde,  durch  denselben  eine  zur  Bildflächtrace  Ei  senkrechte 
Ebene  P»  P«  fuhrt,  den  Schnitt  d  v  dieser  Ebene  P  mit  der  gegebenen 
Ebene  E  aufsucht  und  die  wahre  Größe  von  dv  bestimmt.  Die  letztere 
ergibt  sich  als  die  Hypotenuse  dv^'  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  dvv^'^ 
in  welchem  die  eine  Kathete  durch  die  Projection  dv,  die  andere  vv^^' 
durch  die  Länge  der  Distanz  zfd  repräsentiert  erscheint.  Trägt  man  dv^' 
von  d  aus  auf  Pt  nach  dv^  auf,  so  ergibt  sich  in  dem  Endpunkte  v^ 
der  in  der  Bildebene  um  Et  umgelegte  Punkt,  dessen  orthogonale 
Projection  v  ist.  Durch  die  Gerade  vv^  wird  die  Richtung  des 
Theilstrahles  dargestellt. 

Man  sieht  sofort,  dass  bei  der  ümlegung  in  orthogonaler  Projec- 
tion das  der  schiefen  Projection  eigenthämliche  Dreieck  ät;!;^  entfällt, 
und  dass  hier  in  der  orthographischen  Projection  die  charakteri- 
stischen Punkte  d,  V,  und  v^  in  einer  und  derselben  Geraden,  welche 
zur  Bildflächtrace  senkrecht  steht,  liegen. 

Man  kann  daher,  um  einen  beliebigen  Punkt  a  der  Ebene  JEJ 
umzulegen,  wohl  direct  angeben,  dass  die  Umlegung  %  desselben  in  der 
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durch  a  gezogenen  zu  Eh  senkrechten  Geraden  sich  vorfinden  wird, 
die  Lage  des  umgelegten  Punktes  in  a%  kann  aber  nicht,  wie  es  in 
der  schiefen  Projection  geschah,  ohneweiters  mittelst  der  beiden  anderen 
Dreieckseiten  ermittelt  werden. 

Behufs  Bestimmung  des  umgelegten  Punktes  wählen  wir  somit 
folgende  9  höchst  einfache  Construction.  Die  durch  v^  zu  E^  parallel 
gezogene  Gerade  ES ,  repräsentiert,  wie  leicht  einzusehen,  die  umgelegte 
Distanztrace  der  Ebene  E.  Zieht  man  nun  durch  a  eine  ganz  belie- 
bige Gerade  k  oder  D  F  in  der  Ebene  E^  so  wird  deren  ümlegung  ohne 
jedwelche  Schwierigkeit  vollzogen  werden  können. 

Der  umgelegte  Fluchtpunkt  Vq  muss  nämlich  in  der  umgelegten 
Fluchttrace  Ei^  und  andererseits  in  dem  zu  vv^  parallelen  Theil- 
strahle  VV^,  also  im  Schnitte  F^  beider  liegen.  Der  Durchstoß punkt  D 
der  Geraden  l  bleibt,  als  Punkt  der  Bildfiächtrace,  bei  der  ümlegung 
ungeändert.  Die  umgelegte  Gerade  ist  demnach  A^  =:  D  Fq.  In  derselben, 
sowie  auf  dem  durch  a  gehenden  Theilstrahle  aa^  muss  folgerichtig 
der  umgelegte  Punkt  a^,  welcher  somit  als  Schnitt  dieser  beiden  ge- 
nannten Geraden  vollkommen  bestimmt  ist,  liegen. 

Aufier  dieser  kleinen  Abweichung'  gelten  in  orthogonaler 
Projection  alle  anderen  unter  a)  für  die  schiefe  Projection  angegebenen 
Cmlegungsconstructionen  in  vollkommen  übereinstimmender  Weise. 

Bemerkenswert  ist  für  die  ümlegung  in  orthogonaler  Pro- 
jection noch  folgende  Eigenschaft. 

Nach  einem  Satze  der  Elementargeometrie  ist: 

aa  V^>  vd 

o^a  ■"■  y^  ~   v^d 
also  für  jeden  beliebigen  Punkt  a  constant.  Nun  istaber  weiter  auch: 

vd  vd 


-=  — -^  =  cos  a. 


v^d        v^'d 

Nach  Aufgabe  78  6)  ist  aber  a  der  Neigungswinkel  der 
Ebene  E  gegen  die  Bildebene  und  daher  gilt  der  Satz: 

103.  jjDas  Verhältnis  des  Abstandes  der  orthogonalen  Projection 
eines  Punktes  von  der  Bildflächtrace  seiner  Ebene  und  des  Abstandes 
seiner  Umlegung  von  der  Bildflächtrace^  ist  für  alle  Punkte  der  Ebene 
constant  u,  e.  gleich  dem  Cosinus  des  Neigungswinkels  dieser  Ebene 
gegen  die  Bildebene;  die  orthogonale  Projection  des  Punktes  und  seine 
ümlegung  liegen  immer  in  einer  und  derselben  zur  Bildflächtrace 
senkrechten  Geraden."" 

Als  Anwendung  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Construc- 
tionen  mag  hier  folgende  Aufgabe  Platz  finden. 
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§.  252. 

82.  Aufgabe.  Eine  Ebene  Ist  dnrch  eine  ihrer  Tacen  Et  und 
dnrolL  ihren  Neigungswinkel  a  gegen  die  Bildebene  gegeben.  Ferner 
liegt  die  Distanz  ^d  als  bekannt  vor.  Ein  beliebiges  in  der  Bild- 
ebene verzeichnetes  Parallelogramm  soll  als  die  schiefe  Projection 
eines  in  der  Ebene  Et  Ep  liegenden  Quadrates  betrachtet  werden ;  es 
ist  diesen  Bedingungen  gemäß  das  Projeotionsdreieok  zu  vervoll- 
ständigen, die  wahre  Größe  des  Quadrates  durch  ümlegung  um  Et, 
sowie  auch  die  Fluchttrace  E^  der  Ebene  E  zu  bestimmen. 

Sei  ab  cd  (Taf.  XVII,  Fig.  216)  das  gegebene  Parallelogramm, 
Die  im  Punkte  a  sich  treifenden  Seiten  ad  und  ba  sind,  der  Voraus- 
setzung gemäß,  die  schiefen  Projectionen  zweier  zu  einander  senk- 
rechten Geraden.  Denken  wir  uns  diese  Geraden  umgelegt,  so  erhalten 
wir,  da  die  DurchstoUpunkte  d|  und  d^  derselben  ungeändert  bleiben, 
einen  rechten  Winkel,  dessen  Scheitel  a^  mit  dem  umgelegten  Punkte  a 
zusammenfallen  muss,  und  dessen]  Schenkel  durch  d^  und  d^  gehen 
müssen.  Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  der  Punkt  a^  auf  dem  über  (2^  d^ 
als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  £j  liegen  wird.t 

Da  ferner  die  Diagonalen  ac  und  bd  die  schiefen  Projectionen 
der  Diagonalen  des  Quadrates,  also  die  schiefen  Projectionen  zweier 
gleichfalls  zu  einander  senkrecht  stehender  Geraden  vorstellen,  so  muss 
auch  der  Winkel  d^^ad^^  welcher  erhalten  wird,  wenn  man  durch  a 
i\k  bd  eine  Parallele  zieht,  die  schiefe  Projection  eines  rechten  Win- 
kels repräsentieren. 

Denkt  man  sich  diesen  Winkel  um  Et,  umgelegt',  so  findet  man, 
dass  der  umgelegte  Scheitel  a^  in  dem  über  d^d^  als  Durchmesser 
beschriebenen  Kreise  K^  liegen  werde,  sich  also  im  Schnitte  a^  der 
Halbkreise  K^  und  K^  ergeben  muss. 

Verbindet  man  a  mit  a^,  so  erhält  man  den  Theilstrahl 
aa^  und  kann  nun  vermittelst  der  durch  a^  zu  E^  senkrecht  gezogenen 
Geraden  a^ a  das  charakteristische  Dreieck  aa^o;  vervollständigt 
werden. 

Gleichzeitig  ergeben  sich  in  d^a^  und  d^a^  zwei  umgelegte  Qua- 
dratseiten ^  deren  Endpunkte  b^  und  d^  mittelst  der  zu  aa^  parallelen 
Theilstrahlen  bb^  und  dd^  constructiv  leicht  aufzufinden  sind.  Die 
beiden  anderen  Quadratseiten  sind  somit  auch  durch  d\dQ  und  d'ob^ 
bestimmt. 

Es  erübrigt  demnach  nur  noch  die  Bestimmung  des  Projec- 
tionsdreieckes  und  der  Fluchttrace  Eg. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  durch  einen  beliebigen  Punkt 
d  der  Bildflächtrace  Eb  eine  Senkrechte  Pb  zu  derselben  und  außer- 
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dem  eine  Gerade  dv  parallel  zu  a«  gezogen.  Auf  der  letzteren  muss 
irgendwo  ein  Fluchtpunkt  v  der  Ebene  E  liegen,  dessen  „ümlegUDg** 
in  die  Gerade  Pt  fällt. 

Der  Schnitt  der  orthogonal-bildfläch-projicierenden  Ebene  Fb  mit 
der  Ebene  E  ist  eine  Gerade,  welche  mit  Pi,  den  gegebenen  Winkel 
a  einzuschließen  hat;  dieselbe  wird  also,  umgelegt  umP&,  durch  cli;'^ 
dargestellt  erscheinen.  Suchen  wir  nun  in  dieser  Geraden  den  Punkt  i;'^, 
welcher  der  gegebenen  Distanz  fi  =  d9?=d't;'^  entspricht  und  übertragen 
wir  dv*Q  nach  dv^  auf  Pj,  so  erhalten  wir,  früheren  Erörterungen  und 
Constructionen  zufolge,  in  v^  einen  umgelegten  Distanz*  oder 
Fluchtpunkt  der  Ebene  E,  dessen  schiefe  Projection  v  sich  in 
der  zu  aa  parallelen  Geraden  dv  mittelst  des  zu  aa^  parallelen  Theil« 
Strahles  v  v^  ergibt.  Zieht  man  nunmehr  durch  v  eine  Parallele  E^  zu 
Eb,  so  stellt  diese  Gerade  E^  die  Fluchttrace  der  Quadrat- 
ebene dar. 

In  d^v  erhält  man  die  schiefe  Projection  der  um  Pt  nach 
d'v^Q  umgelegten  Distanz,  und  endlich,  wenn  d*jd  senkrecht  zu  d'v 
gezogen  und  gleich  a  gemacht  wird,  in  d'vJ  oder  deJd^  gesuchte 
Projections  drei  eck. 

§.  253. 

83.  Aufgabe.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  a  ist  zu  einer  ge> 
gebenen  Ebene  EbE^  eine  senkrechte  Gerade  zu  ziehen. 

a)  In  schiefer  Projection.  Da  sämmtliche  Normalen  zu 
einer  Ebene  untereinander  parallel  sind,  so  wird  man  die  vorstehende 
Aufgabe  als  gelöst  betrachten  können,  wenn  man  im  Stande  ist,  irgend 
eine  dieser  Normalen  darzustellen,  indem  man  sodann  bloß  durch  den 
gegebenen  Punkt  eine  Parallele  zu  der  ihrer  Bichtung  nach  bestimmten 
Normale  zu  ziehen  hat. 

Wir  werden  dem  zufolge  zunächst  durch  einen  beliebigen  Flucht- 
punkt V  (Taf.  XVII,  Fig.  217)  in  der  Fluchttrace  jB,  die  Normale  der 
Ebene  E  construieren. 

Die  Normale  s  steht  auf  allen  durch  ihren  Schnittpunkt  mit  der 
Ebene  E  in  dieser  Ebene  gezogenen  Geraden,  also  auf  allen  in  der 
Ebene  E  durch  v  gezogenen  Geraden  senkrecht  Eine  von  diesen  un- 
endlich vielen  Geraden  in  der  Ebene  E  ist  die  Fluchttrace  E^  der- 
selben. Soll  nun  die  Normale  auf  der  Fluchttrace  (Distanztrace)  senk- 
recht stehen,  so  muss  sie  in  der  durch  v  zur  Fluchttrace  ^«,  also 
auch  zur  Bildfläch trace  Eb  senkrechten  Ebene  PbPp,  die  wir  nach 
Früherem  mittelst  der  Distanz  <f  d  =  vä'  bestimmen,  liegen.  Die  Nor- 
male der  Ebene  wird  als  solche  aber  auch  auf  jeder  anderen  durch 
ihren  Fußpunkt  in  der  Ebene  E  gezogenen  Geraden  senkrecht  stehen. 
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Als  diese  letztbezeichnete  Gerade  wählen  wir  zweckmäßig  die  Schnitt- 
linie vd  der  Ebene  E  mit  der  zu  E^Ei  senkrecht  geführten. Ebene  P. 

Die  Normale  der  Ebene  E  im  Punkte  v  wird  also  jene  Gerade 
sein,  welche  in  der  Ebene  P  zur  Geraden  dv  perpendiculär  gezogen 
werden  kann. 

Um  die  besagte  zu  E  senkrechte  Gerade  constructiv  darzustellen, 
haben  wir,  mit  Zugrundelegung  der  Aufgabe  79),  bloß  die  Yorbezeich- 
oete  Schnittlinie  dv  um  P&  nach  dv^  umzulegen  und  durch  v^  die  zu 
ig  (i  Senkrechte  v^d^  zu  ziehen. 

Da  der  Schnittpunkt  d,  mit  P»  den  Durchstoßpunkt  und  t?,  als 
schiefe  Projection  von  v^^  den  Fluchtpunkt  der  zu  E  senkrechten  Ge- 
raden repräsentiert,  so  erhalten  wir  die  verlangte  Normale  in  d^v 
parallel- projectivisch  dargestellt. 

Um  endlich  die  durch  den  gegebenen  Punkt  a  gehende  Normale 
zu  bestimmen,  haben  wir  auf  bekannte  Weise  den  Träger  d,^v^  dieses 
Punktes  durch  eine  zu  d^v  Parallele  DF  zu  ersetzen.  Letzteres  kann 
auf  Grund  des  Vorausgeschickten  mittelst  der  durch  d^^v^  parallel  zu 
d^v  gelegten  Hilfsebene  hhK  anstandslos  vollführt  werden. 

V)  In  orthogonaler  Projection.  Die  gegebene  Ebene  sei 
EtE^  (Taf.  XVII,  Fig.  218),  der  gegebene  Punkt  a  ist  durch  den 
Träger  d„v^  unzweideutig  festgestellt.  Auch  diesfalls  construieren  wir 
vorerst  die  Normale  der  Ebene  E  in  einem  beliebigen  Fluchtpunkt  v 
derselben.  Zu  diesem  Zwecke  legen  wir^  so  wie  in  der  klinographischen 
Projection,  durch  v  die  zur  Trace  JBp,  resp.  Eh  senkrechte  Ebene  FbPvf 
welche  im  vorliegenden  Falle  projicierend  ist,  deren  Tracen  P*  und  P« 
also  in  eine  und  dieselbe  zu  Eh  senkrechte  Gerade  fallen,  bestimmen 
sodann  den  Schnitt  dv  dieser  Ebene  mit  der  Ebene  E  und  legen  den- 
selben um  Pfr,  mittelst  der  Distanz  vv^  =  Jd\  in  die  Bildebene  nach 
v^d  um. 

Ziehen  wir  nun  auf  v^^d  die  Senkrechte  v^d^  oder  5,  welche  Fh  in 
<2,  trifft,  so  ist  deren  Projection  d^v.  Letztgenannte  Gerade  vdi  reprä- 
sentiert hiernach  die  orthogonale  Projection  s'  der  Normalen  s  zur  Ebene 
E  im  Punkte  v.  Hieraus  ersieht  man  sofort,  dass  infolge  der  beson- 
deren Eigenschaft  der  Ebene  FbPv,  in  orthogonaler  Projection  ^pro- 
jicierend" zu  sein,  die  orthogonalen  Projectionen  der  Nor- 
malen zur  Ebene  E  senkrecht  zu  den  Tracen  dieser  Ebene 
sein  müssen. 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  dvQd^  folgt  ferner,  dass: 

dv.d^  V  =r  vVg^  ;=  ^S^ 

d-  h.  die  jeweilige  Distanz  D  ist  die  mittlere  stetige  Proportionale 
zwischen  der  Bildbreite  einer  Ebene  und  der  Bildlänge  ihrer  Normalen. 
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Hiernach  gelangen  wir  unmittelbar  zu  dem  Satze: 
104:.  j^Bie  orthogonale  Projection  einer  Normalen  jsu  einer  Ebene 
steht  auf  den  Tra^n   dieser   Ebene   senkrecht;   die  Distanz   ist  die 
mittlere  geometrische  Proportionale  zwischen  der  Bildbreite  der  Ebene 
und  der  Bildlänge  ihrer  NormcUen."^ 

Um  endlich  die  dem  Punkte  a  (Taf.  XVII,  Fig.  218)  ent- 
sprechende Normale  der  Ebene  E  zu  bestimmen,  wird  man 
einfach  den  Träger  d^v^  dieses  Punktes  durch  einen  anderen  zu  d^v 
parallelen  Träger  ersetzen,  welcher  sodann  selbstverständlich  gleich- 
zeitig auch  die  gesuchte  Normale  der  Ebene  E  im  Punkte  a  darstellen 
wird.  Zu  diesem  Behufe  wird  man  durch  d^^v^  die  zu  d^v  parallele 
Hilfsebene  hK  mit  Zuhilfenahme  der  zu  d^v  parallelen  Geraden  d/i;^ 
ermitteln,  und  im  Schnitte  ihrer  Tracen  mit  der  durch  a  zu  e2|t7  parallel 
gezogenen  Normalen  D  F  die  Hauptpunkte  D  und  V  bestimmen. 

§.  254. 
84.  Aufgabe.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  ist  eine  Ebene  zu 
legen,  welche  auf  einer  gegebenen  Greraden  senkrecht  steht 

Die  vorliegende  Aufgabe  ist  die  Um  kehrung  der  vorhergehenden. 
Dieselbe  wird  daher,  wenigstens  im  allgemeinen,  in  ganz  überein- 
stimmender Weise  mit  der  eben  besprochenen  durch  ümkehrung  der 
Schlussfolge  gelöst.  Man  wird  auch  hier  vorerst  irgend  eine  von  den 
Norroalebenen  der  Oeraden,  welche  offenbar  wieder  alle  untereinander 
parallel  sind,  bestimmen,  und  sodann  durch  den  gegebenen  Punkt  eine 
parallele  Ebene  zu  der  erstermittelten  Hilfsebene  legen. 

Am  einfachsten  wird  man  zum  Ziele  gelangen,  wenn  man  die 
obgenannte  Hilfsnormalebene  durch  den  Fluchtpunkt  i;  der  gegebenen 
Geraden  legt.  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  sich  hiemit  die  Aufgabe 
zu  einer  bloßen  Umkehrung  der  Constructionen  der  vorigen  Aufgabe 
gestaltet.  Die  Ausführung  erfolgt  sodann  in  folgender  Weise. 

a)  In  schiefer  Projection.  Die  gegebene  Gerade  sei  dv 
(Taf. XVII,  Fig. 219)  und  ^d^  stelle  das  Projectionsdreiek  vor.  Durch  dv 
legen  wir  zunächst,  vermittelst  der  dem  Punkte  v  entsprechenden 
schiefen  Projection  der  Distanz  cd  =  vd*,  die  zur  Bildebeue  senk- 
rechte Ebene  Pt  P«.  Nachdem  wir  bereits  wissen,  dass  die  Tracen  der 
zu  suchenden  Normalebene  Eh  E\  zu  den  Tracen  Ph  Pv  senkrecht 
stehen,  und  dass  die  Schnittlinie  d^v  der  Ebene  Pb  P«  mit  der  zu 
ermittelnden  Normalebene  E'  auf  der  Geraden  dv  senkrecht  stehen 
muss,  legen  wir  die  Gerade  dt?  um  die  Trace  Phj  mittelst  der  wahren 
Größe  der  Distanz  ^d=z/d'=ä't;^  nach  dv^  um,  und  fällen  auf  die 
letztere  im  Punkte  %  eine  Senkrechte  v^^d^.  Die  schiefe  Projection  vd^ 
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dieser  Senkrechten  v^  ä,  repräsentiert  sodann  die  Schnittlinie  der 
Ebene  Pj  P„  mit  der  zu  suchenden  Normalebene  E\  E\,  Die  Tracen 
£^b  nnd  E\  der  letzteren  sind  sonach  diejenigen  Geraden,  welche  be- 
ziehungsweise durch  d^  und  v  senkrecht  zu  P»  gezogen  werden  können. 
Die  durch  den  Punkt  a  gehende  Normalebene  J?  der  Geraden  dt^  wird 
folglich  jene  sein,  welche  durch  diesen  Punkt  a  parallel  zur  Ebene  E' 
gef&hrt  werden  kann.  Besagte  Parallelebene  Eb  Ep  zu  Eb  E\  wird 
erhalten,  wenn  man  durch  den  Träger  d^v^  des  Punktes  a  eine  be- 
liebige Hilfsebene  hb  K  legt,  den  Schnitt  d'  q>^  mit  der  Ebene  E'b  E\ 
aufsucht,  sodann  zu  dieser  Geraden  d'  tp'  durch  a  eine  Parallele  8  (p 
zieht,  und  endlich  durch  dg)  die  zu  E^b  E\  parallele  Ebene  Eb  E^  führt. 

i)  In  orthogonaler  Projection.  Sowie  in  der  klinogra- 
phischen  Projection  reduciert  sich  auch  im  vorliegenden  Falle  die  ge- 
stellte Aufgabe  auf  eine  bloße  ümkehrung  der  in  Aufgabe  83  b)  durch- 
geführten Constructionen. 

Ist  nämlich  dv  (Taf.  XVII,  Fig.  220)  die  gegebene  Gerade,  a  der 
auf  dem  Träger  d^v^  gegebene  Punkt  und  ^d  die  Distanz,  so  stellt 
diesfalls  die  Gerade  dv  gleichzeitig  auch  die  Bildfläch-  und  Flucht- 
trace  der  durch  diese  Gerade  gelegten  zur  Bildebene  senkrechten 
Ebene  Pb  P«  vor.  Mit  Zuhilfenahme  der  Distanz  Ja  =:  vv^  =  D legen 
wir  die  Gerade  ll  nach  ll*  oder  l^  in  die  Bildebene  um  und  ziehen  auf 
dVf^  im  Punkte  v^  die  Senkrechte  d^v^,  deren  orthogonale  Projection 
durch  ä,  v  dargestellt  erscheint. 

Die  Normalebene  JS'  oder  resp.  deren  Tracen  E'b  und  E\  werden 
erhalten,  wenn  man  beziehungsweise  durch  d^  und  v  die  zm  dv  Senk- 
rechten zieht ;  denn  die  so  dargestellte  Ebene  E'b  E\  enthält  zwei  Ge- 
raden E\  und  d^v,  welche  zu  der  gegebenen  Geraden  ll  senkrecht 
stehen. 

Die  durch  den  Punkt  a  gehende  Normalebene  E  wird  in  ganz 
gleicher  Weise,  wie  in  der  schiefen  Projection  vermittelst  der  durch 
den  Träger  d^  v^  gelegten  Hilfsebene  hb  K  und  den  beiden  parallelen 
Geraden  d'q>'  und  dq>  festgestellt. 

Alle  anderen  Aufgaben  reducieren  sich  in  ihrer  coiistructiven 
Durchführung  auf  die  eben  behandelten  Probleme  der  Umlegung,  der 
Errichtung  von  Normalen  auf  Ebenen  und  der  Normalebenen  zu  Ge- 
raden. Selbstverständlich  ist  aus  diesem  Grunde  auch  der  unterschied 
der  einzelnen  Constructionen  in  ^freier  schiefer'^  und  „orthogo- 
naler*^ Projection  kein  anderer,  als  der  in  den  besprochenen  prin- 
dpiellen  Aufgaben  klar  gelegte. 

Hiernach  dürfte  es  genügen,  wenn  wir  die  folgenden  Probleme 
nunmehr  bloß  in  schiefer  Projection  ausführen,  und  nur  in  jenen 
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Fällen,  wo  in  der  orthogonalea  Projection  gewisse  besondere  Lagen- 
verhältnisse eine  vereinfachte  oder  auch  eine  vom  gewöhnlichen  Wege 
abweichende  Lösung  zulassen,  derselben  an  geeigneter  Stelle  besonders 
Erwähnung  thun. 

§.  255. 

cS5.  Aufgabe.  Es  ist  die  wahre  Größe  des  Abstandes  eines  Punktes 
von  einer  gegebenen  Ebene  zu  ermitteln. 

Es  sei  a  der  auf  dem  Träger  d^v^  (Taf.  XVII,  Fig.  221)  gegebene 
Punkt,  EbEr,  die  gegebene  Ebene  und  ^d6  das  Projectionsdreieck. 

Die  vorbezeichnete  Aufgabe  zerfällt  in  drei  Theile  und  zwar 
a)  in  das  Fällen  einer  Senkrechten  durch  einen  gegebenen  Punkt  auf 
eine  gleichfalls  gegebene  Ebene,  h)  in  daa  Aufsuchen  des  Durchstoß- 
punktes der  Normale  zur  Ebene  mit  der  letzteren  und  c)  in  das  Be- 
stimmen der  wahren  Größe  einer  Strecke,  welche  einerseits  durch  den 
gegebenen  Punkt  und  andererseits  durch  den  Schnittpunkt  mit  der 
Ebene  begrenzt  wird. 

Um  den  Abstand  des  Punktes  a  von  der  Ebene  EbE^  zu  be- 
stimmen, hat  mau  bekanntlich  durch  a  eine  Senkrechte  DF  zu  dieser 
Ebene  zu  ziehen,  welche  Operation ,  nach  Aufgabe  83),  in  der  Weise 
vollzogen  wird,  dass  man  zuerst  die  Normale  d^v  (Taf.  XVII,  Fig.  221) 
der  Ebene  E  für  irgend  einen  beliebigen  Fluchtpunkt  v  derselben  con- 
struiert  und  zu  dieser  Normalen  d^v  durch  a  die  Parallele  D  V  mittelst 
der  durch  den  Träger  d^v^  des  Punktes  a  gelegten  Hilfsebene  hht 
bestimmt. 

Der  Abstand  des  Punktes  a  von  der  Ebene  E  wird,  wie  wir 
wissen,  durch  jene  Strecke  ausgedrückt,  welche  von  dem  Punkte  a  und 
dem  Schnittpunkte  b  der  Senkrechten  D  V  mit  der  Ebene  E  (zu  dessen 
Bestimmung  die  bereits  gezeichnete  Hilfsebene  /t  und  die  Gerade  d' 9' 
am  einfachsten  benützt  wird)  begrenzt  ist. 

Es  handelt  sich  somit  nur  noch  um  die  Bestimmung  der  wahren 
Größe  des   soeben  durch  seine  Projection  ab  bestimmten  Abstandes. 

Die  bezeichnete  Strecke  ab  kann  selbstverständlich  anstandslos 
durch  ümlegung  um  die  Trace  h  der  Hilfsebene  auf  bekannte  Weise 
(Anfj^abe  81)  erhalten  werden. 

Einfacher  jedoch  gelangen  wir  auf  folgendem  Wege  zum  Ziele. 
Es  ist  nämlich  leicht  einzusehen,  dass  wenn  man  durch  zwei  parallele 
Geraden  zwei  parallele  Ebenen  legt  und  sodann  diese  Geraden  um  die 
Bildflächtracen  dieser  Ebenen  umlegt,  sowohl  die  umgelegten  Geraden 
als  auch  die  Theilstrahlen  in  beiden  ebenen  Gebilden  untereinander 
parallel  sein  müssen,  da  das  eine  Gebilde  sammt  allen  üonstructions- 
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lioien  eben  nichts  anderes,  als  eine  Parallel  Verschiebung  des  zweiten 
vorstellt.    Dasselbe  ist  nun  auch  hier  der  Fall. 

Würde  man  durch  D Feine  zu  PbPv  parallele  Ebene  legen  (in 
der  Zeichnung  Taf.  XVII,  Fig.  221  nicht  ausgeführt),  so  würde  die  um 
deren  Bildflächtrace  P&  umgelegte  Qerade  DV^^  parallel  zu  diV^  sein 
und  dasselbe  auch  von  den  Theilstrahlen  gelten,  um  sodann  die 
wahre  Größe  von  ab  zu  finden,  hätte  man  nichts  anderes  zu  thun,  als 
durch  D  eine  Parallele  DF„  zu  d^v^  zu  ziehen  und  auf  dieser,  ver- 
mittelst der  zu  vVq  parallelen  Theilstrahlen  aa^  und  bh^,  die  wahre 
Größe  a^b^  der  Strecke  ab  abzuschneidan. 

Man  kann  selbst  auch  noch  das  Zeichnen  der  Geraden  D  Vq  um- 
gehen, wenn  man  die  Theilstrahlen  a%  und  bb^^  falls  der  zu  Gebote 
stehende  Constructionsraum  es  erlaubt,  bis  zum  Schnitte  von  a'^  und 
&0  mit  v^d^  verlängert,  da  bekanntlich  Parallele  zwischen  Parallelen 
gleiche  Längen  besitzen. 

Endlich  könnten  wir  uns  auch  folgende  Variation  in  der  Construc- 
tion  und  Bestimmung  der  wahren  Größe  der  parallel-projectivisch 
festgestellten  Strecke  a  b  gestatten.  Man  überträgt  einfach  die  Strecke 
ab  an  beliebiger  Stelle  auf  die  Gerade  d^v,  etwa  nach  aß  und  bestimmt 
ihre  wahre  Länge  a^ß^  unmittelbar  mittelst  der  zu  vvq  parallelen 
Theilstrahlen  cca„  und  ßß^^  auf  der  Geraden  diV^. 

In  orthogonaler  Projection  zeigt  sich,  abgesehen  von  dem  kleinen 
Unterschiede  in  der  Ermittlung  der  Normalen  d^v^  nicht  die  geringste 
Abweichung  von  der  hier  angedeuteten  Construction. 

§.  256. 

86.  Aufgabe,  Es  ist  der  Abstand  eines  Punktes  von  einer  Ge- 
raden seiner  wahren  Größe  nach  zu  bestlnmien. 

Der  gegebene  auf  dem  Träger  d^v^  bestimmte  Punkt  sei  a 
(Taf.  XVII,  Fig.  222);  die  gegebene  Gerade  sei  dv  und  das  vorliegende 
Projectionsdreieck  sei  d/d0. 

Der  Abstand  des  Punktes  a  von  der  Geraden  dv  ist  durch  die 
Länge  des  von  a  auf  die  Gerade  gefällten  Perpendikels  a  b  bestimmt. 
Dieses  Perpendikel  ergibt  sich  einfach  als  die  Verbindungslinie  des 
Punktes  a  mit  dem  Schnittpunkte  von  dv  mit  der  durch  den  Punkt  a 
zu  der  Geraden  dv  geführten  Normalebene  E^E^. 

Die  genannte  Normalebene  bestimmen  wir  (Aufgabe  84)  als 
Parallelebene  zu  der  Normalebene  E'hE\  im  Punkte  v,  um  den 
Schnittpunkt  b  der  Normalebeue  J?  mit  der  Geraden  dv  zu  bestimmen, 
benützen  wir  die  durch  dv  bereits  gelegte  Ebene  PbPvi  welche  EiE„ 
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in  einer  Geraden  dtp  schneidet,  die  ihrerseits  dt;  in  dem  genannten 
Punkte  h  trifft. 

Die  walire  Größe  üq  b^  des  parallel-projectivisch  bestimmten  Ab- 
standes  ab  ergibt  sich  durch  ümlegung  um  Eb.  Hierbei  gilt,  was 
die  Construction  wesentlich  vereinfacht,  selbstverständlich  dasselbe 
charakteristische  ümlegungsdreieck  d^vv^^  welches  in  Bezug  auf  die 
Ebene  E'hE\  entwickelt  wurde.  Die  Bichtung  der  Theilstrahlen  er- 
gaben sich  daselbst  in  vv^. 

Mit  Zuhilfenahme  dieses  Dreieckes  d^vv^  wird  sich  ab  Mm  Eh 
umgelegt  als  a^b^  ergeben,  welche  Strecke  die  verlangte  wahre 
Größe  des  gesuchten  Abstandes  darstellt. 

§.  257. 

87.  Aufgabe.  Es  Ist  der  Abstand  zweier  parallelen  Ebenen  der 
wahren  Größe  nach  zu  ermitteln. 

Vorstehendes  Problem  könnte  dadurch,  dass  man  in  der  einen 
der  gegebenen  Ebenen  irgend  einen  Punkt  wählt  und  dessen  Abstand 
von  der  zweiten  gegebenen  Ebene  bestimmt,  direct  auf  die  eben  be- 
sprochene Aufgabe  85)  zurückgeführt  werden. 

Wir  ziehen  es  jedoch  vor,  von  der  Eigenschaft  Gebrauch  zu 
machen,  dass  zwei  parallele  Ebenen  von  jeder  dritten  Ebene,  die  zu 
den  ersteren  senkrecht  steht,  nach  zwei  parallelen  Geraden  geschnitten 
werden,  deren  Abstand  jenem  der  Ebenen  gleich  ist. 

Die  beiden  gegebenen  zu  einander  parallelen  Ebenen  seien  E^E^ 
und  E\E\  (Taf.  XVII,  Fig.  223).  Das  gegebene  Projectionsdreieck 
sei  JÖ6. 

Die  zur  Bildebene   senkrechte  Ebene  Ph^%^   deren  Tracen  auf 

den  Tracen  der  Ebenen  E  und  E*  senkrecht  stehen,  enthält,  wie  wir 

wissen,  eine,  oder  besser  gesagt,  unendlich  viele  Normalen  der 

Ebenen  E  und  E'.   Dieselbe  ist  demnach  eine  Ebene,  welche  auf  den 

beiden  Ebenen  E  und  E*  zugleich  senkrecht  steht.    Die  Schnittlinien 

dv  und  d*v'  von  Fh  Pv  mit  den  Ebenen  E  und  E^  werden  demnach 

einen  Abstand  besitzen,  welcher  dem  Abstände  der  Ebene  E  und  E^ 

gleich  kommt.     Die  wahre  Größe  s  des  gesuchten  Abstandes  wird 

durch  die  TJmlegung  der  Schnittgeraden  um  P»  nach  ät;^  und  dW^ 

in  mn  oder  d^r  erhalten. 

§.  258. 

88.  Aufgabe.  Es  ist  der  kürzeste  Abstand  zweier  sich  kreuzen- 
den Geraden  sowohl  bezüglich  seiner  Lage,  als  auch  bezüglich  seiner 
wahren  Größe  zu  bestimmen. 

Es  seien  d^v^  und  d^v^  (Taf.  XVII,  Fig.  224)  die  beiden  sich 
kreuzenden,  also  nicht  in  einer  Ebene  liegenden  Geraden. 
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Behufs  Lösung  der  gestellteu  Aufgaben  legen  wir  durch  d^v^ 
parallel  zu  d^v^  die  Ebene  EbE^,  indem  wir  von  der  zu  d^v^  paral- 
lelen Hilfsgeraden  ä'^t?,  Gebrauch  machen  und  construieren  weiters 
die  Normale  vD*  der  Ebene  EbEt,. 

Es  wird  sich  nun,  wie  aus  der  bereits  bei  früherer  Oelegenheit 
besprochenen  Lösungsart  des  vorliegenden  Problems  hervoreehty  darum 
handeln,  eine  Gerade  DF  zu  bestimmen,  welche  zu  vD'  parallel  ist 
und  die  gegebenen  Geraden  d^v^  und  d^v^  schneidet.  Eine  derartige 
Gerade  ergibt  sich  im  Schnitte  der  Ebenen  h'bh\  und  h^bh"^,  welche 
beziehungsweise  durch  d^i;,  und  durch  d^v^  parallel  zu  D'v  gelegt 
werden  können.  Da  die  Gerade  D*v  sowohl  auf  der  Geraden  d^v^,  als 
auch  auf  der  zu  d^v^  parallelen  Geraden  d\v^  senkrecht  steht,  so  gilt 
dasselbe  selbstverständlich  auch  von  der  zu  ihr  parallelen  Geraden  D  V 
in  Bezug  auf  die  beiden  gegebenen  Geraden  d^v^  und  d^v^. 

Die  Strecke  ab,  welche  auf  der  zu  den  beiden  gegebenen  Gera- 
den (I,t7,  und  d^v^  senkrecht  stehenden  Geraden  DV  durch  die  erst- 
genannten Geraden  abgeschnitten  oder  bestimmt  wird,  repräsentiert 
demnach  den  Ort  des  kürzesten  Abstandes  derselben.  Die  Be- 
stimmung der  wahren  Größe  der  besagten  kürzesten  Entfernung 
kann  auf  dieselbe  Weise,  wie  in  Aufgabe  85)  durchgeführt  werden, 
indem  man  durch  D  eine  Parallele  zu  der  umgelegten  Normale  D*v^ 
zieht  und  auf  derselben  mittelst  der  zu  vv^  parallelen  Theilstrahlen 

aa^  und]  b\  die  Strecke  a^b^  abschneidet. 

§.  259. 

89.  Aufgabe.  Es  ist  der  Neigungswinkel  zweier  durch  ihre 
Tracen  gegebenen  Ebenen  zu  bestimmen. 

Diebeiden  gegebenen  Ebenen  sind  durch  EbE^  und  ebCi,  (Taf.XVII, 
Fig.  225),  die  Schnittlinie  derselben  durch  dv  dargestellt. 

Der  Neigungswinkel  zweier  Ebenen  wird,  wie  bekannt,  durch  den- 
jenigen Winkel  repräsentiert,  welchen  die  Schnittlinien  derselben  mit 
einer  beliebigen  Normalebene  der  Geraden  dv  untereinander  einschließen. 

Construieren  wir  also,  allenfalls  für  den  Fluchtpunkt  i;,  die  Nor- 
malebene SbSv  der  Geraden  dt;,  so  werden  die  gegebenen  Ebenen  E 
und  e  von  der  Normalebene  S  in  den  Geraden  dv  und  d^v  geschnitten, 
welche  den  verlangten  Neigungswinkel  einschließen. 

Die  wahre  Größe  desselben  ergibt  sich  durch  IJmlegung  um 
Sb .  Da  die  Punkte  d  und  d',  als  in  der  Drehachse  Sb  liegend,  bei  der 
Umlegnug  ungeändert  bleiben,  so  genügt  es,  den  Punkt  v  umzulegen«. 
Die  durch  v'  zur  Bildflächtrace  senkrecht  gezogene  Gerade,  d.  h.  der 
Drehnngsradius  des  Punktes  v  ist  d^v\  dessen  wahre  Größe  durch 
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cI^v'q  =  d,t7„  dargestellt  erscheint.  Der  Punkt  v  wird  also  um  Si,  um- 
gelegt, indem  man  die  Strecke  d^v'^  als  die  Entfernung  des  Punktes  v 
von  der  Drehachse  von  d,  aus  auf  Pt  nach  d,  v^  überträgt.  Die  Ge- 
raden VqÖ  und  Vf^d'  bestimmen  die  Schenkel  und  der  von  ihnen  ein- 
geschlossene Winkel  N  die  wahre  Größe  des  gesuchten  Nei- 
gungswinkels. 

§.  260. 

90.  Aufgabe.  Es  ist  der  Neigungswinkel  einer  Geraden  gegen 
eine  Ebene  zu  bestimmen. 

Unter  dem  Neigungswinkel  einer  Geraden  gegen  eine  Ebene  ver- 
steht man  jenen  Winkel,  welchen  die  Gerade  mit  ihrer  orthogonalen 
Projection  auf  diese  Ebene  einschließt;  oder,  was  dasselbe  ist,  den  Gom- 
plementwinkel  zu  jenem,  den  die  Gerade  mit  der  Normalen  zur  Ebene 
bildet. 

ßestimmen  wir  also  eine  beliebige  Normale  v^d^  der  gegebenen 
Ebene  JEöE,  (Taf.  XVII,  Fig.  226)  und  legen  durch  den  Fluchtpunkt 
v^  derselben  eine  Parallele  v,  d,  zu  der  gegebenen  Geraden  vd,  so 
schließt  t'jdg  mit  v^d^  einen  Winkel  ein,  welcher  den  Co mp lernen t- 
winkel  des  gesuchten  Neigungswinkels  darstellt. 

Die  wahre  Größe  d^VQd^  desselben  ergibt  sich  durch  Umlegung 
um  die  Bildfiächtrace  Hb  der  durch  d^v^  und  d^Vi  gelegten  Ebene 
HifHt,,  während  der  verlangte  Neigungswinkel  der  Geraden  vd  gegen 
die  Ebene  EtEp  durch  d^v^s  =^  a  repräsentiert  wird. 

§.  261. 

91.  Aufgabe.  In  einer  Ebene  ist  der  geometrisohe  Ort  jener 
Punkte  zu  bestimmen,  welche  von  zwei  gegebenen  Punkten  gleiche 
Abstände  besitzen. 

Der  geometrische  Ort  aller  Punkte  im  Räume,  welche  von  zwei 
festen  Punkten  a  und  h  (Taf.  XVII,  Fig.  227)  gleiche  Abstände  be- 
sitzen, ist  diejenige  Ebene,  welche  durch  den  Mittelpunkt  o  der  Strecke 
ab  normal  zu  a&  gelegt  werden  kann. 

Die  Gerade,  in  welcher  diese  Ebene  die  gegebene  Ebene  E 
schneidet,  ist  sodann  begreiflicherweise  der  gesuchte  geometrische  Ort 
in  der  letztgenannten  Ebene. 

Den  Mittelpunkt  o  der  Verbindungsgeraden  ab  (Taf.  XVII, 
Fig.  227)  bestimmen  wir  einfach  durch  Halbierung  der  Projection  ab; 
ebenso  einfach  ergibt  sich  die  Normalebene  E\E\  des  Trägers  dv 
der  beiden  Punkte  a  und  b  im  Punkte  v.  Legen  wir  nun  durch  o 
zu  E'hE\  die  Parallelebene  e^e«,  so  wird  diese,  wie  im  Vorhergehen- 
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den  angedeutet  wurde,  die  gegebene  Ebene  Ei,Ev  in  der  gesuchten 
Geraden  DVj  welche  den  verlangten  geometrischen  Ort  repräsentiert, 
schneiden. 

§.  262. 

92.  Aufgabe.  Durch  eine  gegebene  Gerade  ist  eine  Ebene  zu 
legen,  deren  Tracen  mit  dieser  Geraden  einen  gegebenen  Winkel  ein^ 
schließen. 

Es  sei  BE  (Taf.  XVII,  Fig.  228)  die  Bildebene,  l  die  gegebene 
Gerade  und  d  deren  Durchstoßpunkt.  Denken  wir  uns  die  gesuchte 
Ebene  bereits  construiert,  so  muss  deren  Bildfläch trace  Et  durch  d 
gehen  und,  der  gestellten  Forderung  gemäß,  mit  l  den  gegebenen 
Winkel  a  einschließen. 

Nehmen  wir  in  l  einen  beliebigen  Punkt  v  an  und  ziehen  wir 
durch  denselben  einerseits  die  Senkrechte  vd'  zur  Bildebene  und  an- 
dererseits die  Senkrechte  vm  zur  Geraden  Eby  so  stellt  dd*  die  ortho- 
gonale Projection  der  Geraden  l  auf  die  Bildebene  dar.  Bezeichnen 
wir  ferner  den  unbekannten  von  der  Geraden  dd*  und  der  Trace  Ei, 
eingeschlossenen  Winkel  mit  ^y  so  haben  wir  zu  dessen  Construction 
folgende  Mittel.  Das  Dreieck  dd'm  ist  bei  m  rechtwinklig.  Die 
Hypotenuse  dd'  desselben  ist  die  orthogonale  Projection  von  l  und 
dessen  Kathete  dm  ergibt  sich  als  die  dem  Winkel  a  anliegende 
Kathete  eines  zweiten  rechtwinkligen  Dreieckes  dvin,  währenddessen 
Hypotenuse  durch  die  Länge  dv  gegeben  ist. 

Nach  diesen  principiellen  Erörterungen  wollen  wir  zur  Ausführung 
in  schiefer  Projection  schreiten. 

Unter  Beibehaltung  der  vorangeführten  Bezeichnung,  wobei  {; 
(Taf.  XVII,  Fig.  228a)  die  gegebene  Gerade  und  a  der  gegebene 
Winkel  ist,  ermitteln  wir  zunächst,  mit  Zuhilfenahme  des  Projections- 
dreieck^  ^^d  die  orthogonale  Projection  dd'  der  Geraden  dv  und 
die  wahre  Größe  von  dv  in  dv^. 

Bestimmen  wir  ferner  die  Kathete  w'd  eines  bei  m'  rechtwink- 
ligen Dreieckes  m^dv^  vermittelst  der  gegebenen  Geraden  dv^  als 
Hypotenuse  und  den  anliegenden  Winkel  a^  sowie  endlich  ein  zweites 
rechtwinkliges  Dreieck  md*dy  dessen  Hypotenuse  dd'  und  die  dem 
Punkte  d'  gegenüberliegende  Kathete  dm  gleich  dm'  ist,  so  wird  die 
Verlängerung  Et  dieser  Kathete  dm,  nach  der  vorangegebenen  allge- 
meinen Lösung,  bereits  die  Bildflächtrace  der  gesuchten  Ebene  E  reprä- 
sentieren. 

Die  Fluchttrace  Et,  ergibt  sich  selbstverständlich  als  die  durch 
V  zu  Et  parallel  geführte  Gerade. 
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§.  263. 

93.  Aufgabe.  In  einer  Ebene  sind  drei  Punkte  gegeben;  es  Ist 
in  einer  zweiten  Ebene  ein  Punkt  aufzusucken,  dessen  Abstände  von 
den  drei  Punkten  untereinander  gleick  sind. 

Die  Ebene  der  drei  gegebenen  Punkte  a,  b  und  c  sei  E  (Taf.  XVII, 
Fig,  229).  Legen  wir  durch  die  drei  Punkte  a,  6,  c  einen  Kreis  K 
und  errichten  in  dem  Mittelpunkte  o  desselben  auf  die  Ebene  E  eine 
Senkrechte  s,  so  hat  jeder  Punkt  dieser  Geraden  von  den  drei  Punkten 
a,  b,  c  den  nämlichen  Abstand;  denn  ist  p  ein  beliebiger  Punkt  der 
Normale  s  zur  Ebene  E  und  verbindet  man  p  mit  a,  b  und  c,  so 
entstehen  drei  bei  o  rechtwinklige  Dreiecke  pao^  pbo,  pco^iü  welchen 
die  Katheten  ao^  bo  und  co  als  Radien  des  Kreises  £"  einander  gleich 
sind,  während  die  andere  Kathete  ^o  den  obgenannten  Dreiecken  ge- 
meinschaftlich ist.  Es  müssen  daher  auch  die  Hypotenusen  pa,  pb 
und  p  c  dieser  Dreiecke  einander  gleich  sein. 

Behufs  Durchführung  der  gestellten  Aufgabe  wird  man  die  drei 
in  der  Ebene  E  gegebenen  Punkte  a,  6,  c  um  Ei,  (Taf.  XVII,  Fig.  230) 
nach  a^^oCo  umlegen,  durch  a^b^c^  den  Kreis  K^  legen  und  dessen 
Mittelpunkt  o^  auf  bekannte  Weise  in  die  Projection  nach  o  zurück- 
führen. Bestimmt  man  ferner  die  schiefe  Projection  vdi  der  Normale 
N  zur  Ebene  E  und  zieht  durch  o,  indem  man  diesem  Punkte  eine 
beliebige  durch  o  in  E  gezogene  Gerade  d^  v^  als  Träger  gibt,  zu  rZ|i; 
die  Parallele  D  F,  so  wird  schließlich  der  Schnittpunkt  m  der  letzteren 
mit  der  zweiten  gegebenen  Ebene  e^e«  den  gesuchten  Punkt   liefern. 

§.  261 

94.  Aufgäbe.  Durch  eine  gegebene  Gerade  ist  eine  Ebene  zu 
legen,  welche  mit  der  Bildebene  den  Winkel  a  einschließt 

Es  sei  BE  (Taf.  XVII,  Fig.  231)  die  Bilobene  und  dv  die  ge- 
gebene Gerade. 

Nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  der  gegebenen  Geraden,  am 
zweckmäßigsten  den  Distanzpunkt  als  Scheitel  eines  geraden  Kreis- 
kegels an,  dessen  Achse  vd'  auf  der  Bildebene  senkrecht  steht  und 
dessen  Erzeugenden  mit  der  Bildebene  den  Winkel  a  einschließen, 
so  wird  die  in  der  Bildebene  liegende  Leitlinie  dieses  Kegels  ein 
Kreis  K  sein,  dessen  Mittelpunkt  der  Fußpunkt  d'  der  Kegelachse 
vd'  und  dessen  Radius  die  Kathete  d'r  eines  rechtwinkligen  Dreieckes 
d'rv  ist,  in  welchem  die  zweite  Kathete  der  Strecke  vd'  der  „Distanz** 
und  der  ihr  gegenüberliegende  Winkel  dem  gegebenen  Winkel  a  gleich 
kommt. 
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Jede  Tangentialebene  des  Kegels  {K,  v)  schließt  sodann  mit  der 
Bildebene  BE  den  gegebenen  Winkel  a  ein,  während  ihre  Bildfläch- 
trace  als  Tangente  des  Kreises  K  erscheinen  wird. 

Soll  nun  die  verlangte  Ebene  überdies  die  Gerade  dv  enthalten, 
so  muss  deren  Bildflächtrace  Eb  durch  den  Durchstoßpunkt  d  dieser 
Geraden  gehen.  Wir  erhalten  demnach  die  besagte  Trace  als  die  eine 
oder  die  andere  der  durch  den  Durchstoßpunkt  d  an  den  Kreis  K 
möglichen  Tangenten  dargestellt. 

Die  Durchführung  der  vorstehenden  Aufgabe  in  schiefer  Projec- 
tion  bietet  somit,  wie  aus  dieser  allgemeinen  Betrachtung  hervorgeht, 
keinerlei  Schwierigkeiten. 

Ist  nämlich  dv  (Taf.  XVII,  Fig.  232)  die  gegebene  Gerade,  so  wird 
man  zunächst  die  Kegelachse,  d.  i.  die  durch  v  gehende  „Distanz^ 
vd',  durch  Anreihung  des  Frojectionsdreieckes  d^6  construieren ,  so- 
dann aus  dem  Durchstoßpunkt  d^  derselben,  als  Mittelpunkt,  den  Kreis 
K  verzeichnen,  dessen  Badius  d'r  sich  als  die  Kathete  eines  recht- 
winkligen Dreieckes  d'rv^^  ergibt,  in  welchem  die  zweite  Kathete  d^v^ 
der  Distanz  d^  gleich  und  der  derselben  gegenüberliegende  Winkel 
gleich  a  ist. 

Die  durch  den  Durchstoß punkt  d  der  gegebenen  Geraden  an  diesen 
Kreis  K  gezogenen  Tangenten  Et  und  E'i,  repräsentieren  sodann  die 
Bildflächtracen  der  beiden  der  Aufgabe  entsprechenden  Ebenen  E  und 
E%  während  deren  Fluchttracen  E^  und  E'^  als  die  durch  v  parallel 
zu  Eb   und  E'h  gezogenen  Geraden  dargestellt  werden. 

Liegt  der  Punkt  d  außerhalb  des  Kreises  K^  die  Gerade  dv 
also  außerhalb  des  Kegels  (f  ,  t;),  so  ist  der  Neigungswinkel  der  Ge- 
raden dv  gegen  die  Bildebene  kleiner  als  der  gegebene  Winkel  a 
und  es  existieren   zwei    reelle,  der  Aufgabe  entsprechende  Ebenen. 

Liegt  hingegen  der  Funkt  d  innerhalb  des  Kreises  K,  so 
lassen  sich  von  demselben  keine  reellen  Tangenten  an  den  Kreis 
ziehen,  daher  auch  den  Bedingungen  der  Aufgabe  keine  reellen 
Ebenen  entsprechen  werden. 

In  diesem  Falle  liegt  die  Gerade  d  v  innerhalb  des  Kegels  (K^  v) 
und  ihr  Neigungswinkel  gegen  die  Bildebene  ist  größer  als  der  ge- 
gebene Winkel  cc. 

Liegt  endlich  der  Punkt  d  in  der  Peripherie  des  Kreises  K,  so 
ist  von  demselben  nur  eine  Tangente,  deren  Berührungspunkt  mit 
d  zusammenfällt,  an  K  möglich.  Der  Aufgabe  entspricht  unter  diesen 
Umständen  nur  eine  reelle  Ebene. 

Da  in  diesem  Falle  die  gegebene  Gerade  mit  der  Bildebene  einen 
Winkel  einschließt,  welcher  dem  gegebenen  Winkel  a  geradezu  gleich 
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kömmt,    so   wird   durch  besagte  Gerade  gleichzeitig  eine  Falllinie 
der  gesuchten  Ebene  repräsentiert. 

§.  265. 

95,  Aufgabe,  Durch  eine  gegebene  Gerade  dv  ist  eine  Ebene 
EbE„  zu  legen,  welche  mit  einer  gegebenen  Ebene  e^e^  den  Winkel  a 
einschließt. 

Sei  e  (Taf.  XVII,  Fig.  233)  die  gegebene  Ebene  und  l  die  ge- 
gebene Gerade.  Wir  betrachten  irgend  einen  Punkt  v  dieser  Geraden 
als  Scheitel  eines  Kegels ,  dessen  Erzeugenden  mit  der  Ebene  e  den 
Winkel  a  einschließen.  Die  Achse  dieses  Kegels  ist  die  durch  v  zu 
e  gezogene  Normale  vo  und  dessen  Leitlinie  auf  der  Ebene  e  ist 
ein  Kreis  K,  dessen  Mittelpunkt  durch  den  Fußpunkt  o  der  genannten 
Normalen  dargestellt  wird,  während  der  ßadiu8.J?  dieses  Kreises  K  sich 
als  die  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  ergibt,  in  welchem  die 
andere  Kathete  gleich  dem  Abstände  vo  und  der  derselben  gegen- 
überliegende Winkel  dem  gegebenen  Winkel  a  gleich  ist. 

Stellt  weiters  der  Punkt  s  den  Schnittpunkt  der  Geraden  l  mit 
der  Ebene  e  yor,  so  sind  die  Ebenen,  welche  durch  die  Gerade  l  und 
eine  oder  die  andere  der  Yon  s  an  JT  gezogenen  Tangenten  t  oder  t' 
gehen,  die  der  Aufgabe  entsprechenden  Ebenen. 

Letzteres  folgt  daraus,  dass  diese  Ebenen  durch  den  Scheitel  v 
des  Kegels  gehen  und  eine  Tangente  t  oder  t^  des  Kreises  K  ent- 
halten, mithin  den  Kegel  (v,  K)  berühren^  und  folglich  mit  der  Ebene 
e  den  yerlaugten  Winkel  a  einschließen. 

Hieraus  ergibt  sich  die  constructive  Durchführung  in  folgender 
Weise: 

Die  gegebene  Ebene  e  liegt  durch  ihre  Tracen  e^ev  (Taf.  XVIII, 

Fig.  234)  dargestellt  vor,  die  gegebene  Gerade  sei  dv. 

Zunächst  construieren  wir  auf  bereits  bekannte  Weise  die  durch 
den  Fluchtpunkt  v  der  gegebenen  Geraden  gehende  auf  der  Ebene  e 
senkrecht  stehende  Gerade  vd^  (als  Parallele  zu  der  Hilfsnormalen 
v^d^).  Legen  wir  nun  durch  vd  und  vd^  eine  Ebene  hK  ^  so  wird 
diese  die  gegebene  Ebene  e  in  einer  Geraden  äq)  schneiden,  während 
die  letztere  ihrerseits  die  Geraden  dv  und  d^v  beziehungsweise  in  deren 
Durchsoßpunkten  s  und  o  mit  der  Ebene  e  treffen  wird. 

Die  wahre  Größe  des  Abstandes  vo  wird  bestimmt,  indem  man 
d^y  =  vo  macht  und  die  wahre  Größe  d^ y^  mittelst  des  zu  v^ v\ 
parallelen  Theilstrahles  yy^  auf  v'^d^  bestimmt.  Bildet  man  hier- 
auf aus  d^y^  und  dem  Winkel  a  das  rechtwinklige  Dreieck  d^y^^r^  so 
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wird  in  demselben  die  Kathete  y^r  den  Badius  R  des  oben  genannten 
Neigungskreises  K  darstellen. 

Legen  wir  nun  die  vorher  bestimmten  Darchstoßpunkte  s  nnd  o 
nm  e^  in  die  Bildebene  nach  s^  und  o^  um,  beschreiben  ans  o^  mit 
dem  Badius  y^r  =  R  den  Kreis  Kq ,  ziehen  wir  ferner  an  denselben 
von  Sq  aus  die  möglichen  Tangenten  t^,  und  t'^  und  bestimmen  wir 
die  Projection  t  von  t^^  welche  man  erhält,  indem  man  s  mit  dem 
Darchstoßpunkte  D  (Schnittpunkt  von  f^  und  e»)  verbindet,  so  ist  t 
nach  den  vorhergangenen  Betrachtungen  eine  Gerade,  welche  in  Ver- 
bindung mit  dv  die  eine  der  Aufgabe  entsprechende  Ebene  EbE„  liefert. 
Die  zweite  Ebene  E'  wird  man  in  gleicher  Weise  erhalten,  indem  man 
durch  dv  und  die  Projection  t'  von  ^'q  eine  Ebene  legt. 

§.  266. 

96.  Aufgabe.  Eine  Gerade  ist  zn  constrnieren,  welche  mit  zwei 
gegebenen  Ebenen  gegebene  Winkel  einschließt  nnd  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  geht. 

Das  Princip  der  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  wollen  wir  in 
Folgendem  kurz  skizzieren.  Sind  E  und  E^  (Taf.  XVIIl,  Fig.  235) 
zwei  beliebige  Ebenen,  p  ein  beliebiger  Punkt  im  Baume  und  soll  eine 
Gerade  bestimmt  werden,  welche  durch  p  geht,  mit  der  Ebene  E  den 
Winkel  a  und  mit  der  Ebene  ^^  den  Winkel  ß  einschließt,  so  werden 
wir  vor  allem  den  Punkt  p  als  Scheitel  zweier  Kreiskegel  betrachten, 
deren  Erzeugenden  beziehungsweise  mit  den  Ebenen  E  und  E^  die 
Winkel  a  und  ß  einschließen. 

Die  Achse  po  des  ersteren  ist  die  Senkrechte  durch  p  auf  die 
Ebene  E  und  dessen  Leitlinie  in  E  ein  Kreis  K,  dessen  Mittelpunkt 
der  Faßpunkt  o  der  genannten  Senkrechten  ist.  Der  Badius  des  Kreises 
K  ergibt  sich  als  die  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreieckes,  in 
welchem  die  zweite  Kathete  gleich  po  nnd  der  derselben  gegenüber- 
liegende Winkel  gleich  a  ist. 

Die  Erzeugenden  des  zweiten  Kegels  sollen  mit  der  Ebene  E^ 
den  Winkel  ß  einschließen.  Die  Achse  j^o,,  sowie  die  Kreisbasis  K^ 
dieses  Kegels  in  der  Ebene  E^  erhalten  wir  in  analoger  Weise  wie 
bei  dem  ersten  Kegel.  Es  ist  nun  einleuchtend,  dass,  wenn  Gerade 
überhaapt  existieren,  welche  durch  p  gehen  und  mit  den  beiden  Ebenen 
E  and  E^  die  Winkel  a  und  ß  einschließen,  diese  Geraden  gleichzeitig 
dem  einen  und  dem  anderen  der  beiden  Kegel  (pK)  und  (pK^)  an- 
gehören müssen.  Besagte  Geraden  werden  also  durch  die  gemein- 
schaftlichen Erzeugenden  der  beiden  Kegel  {p,  K)  und  {pj  K^)  reprä« 
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sentiert  erscheinen.  Es  kommt  somit  bloß  darauf  an,  diese  gemein* 
schaftlichen  Erzeugenden  zu  construieren. 

Es  ist  bekannt,  dass  alle  Funkte  der  kreisförmigen  Basis  K  eines 
geraden  Ereiskegels  {pK)  vom  Scheitel  p  desselben  einen  gleichen 
Abstand  haben,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die  Erzeugenden  eines 
geraden  Ereiskegels  zwischen  dem  Scheitel  p  und  der  Ereisbasis  K 
gleiche  L&ngen  besitzen. 

Dasselbe  gilt  auch  von  jeder  zu  E  parallelen  Ebene,  woraus  folgt, 
dass  jede  zu  E  parallele  Ebene  den  Eegel  in  einem  Ereise  schneidet, 
welcher  auf  einer  Eugel  liegt ,  deren  Mittelpunkt  der  Eegelsoheitel  p 
ist.  umgekehrt  wird  jede  Eugel  aus  jp,  als  Mittelpunkt,  den  Eegel 
(p,  K)  in  einem  Ereise  schneiden,  dessen  Ebene  parallel  zur  Ebene  E 
ist.  Die  gleiche  Eigenschaft  kommt  selbstverständlich  auch  dem  zweiten 
Ereiskegel  {p  K^)  zu. 

Denken  wir  uns  demnach  eine  Eugel  K^  aus  dem  Mittelpunkte 
p  mit  einem  beliebigen  Radius  construiert,  so  werden,  wenn  wir  (wie 
in  Taf.  XYIII,  Fig.  235)  der  Einfachheit  halber  die  Eugel  so  wählen, 
dass  sie  den  Ereis  K  enthält,  die  beiden  Eegel  {pK)  und  {pK^) 
von  dieser  Eugel  in  zwei  Ereisen  K  und  K\  geschnitten. 

Die  Ebene  des  ersten  dieser  Ereise  K  ist  E  und  die  des  zweiten 
ist  eine  zur  Ebene  E^  parallele  Ebene,  deren  Lage  durch  ihren  Ab- 
stand von  p  vollkommen  bestimmt  ist.  Besagter  Abstand  ergibt  sidi 
nämlich  als  die  Eathete  eines  rechtwinkligen  Dreieckes,  in  welchem 
der  ihr  gegenüberliegende  Winkel  gleich  ß  und  die  Hypotenuse  gleich 
dem  Badius  der  Hilfskugel  £,,  in  diesem  Falle  also  gleich  der  Ean- 
tenlänge  des  Eegels  {p  K)  ist.  Die  zweite  Eathete  dieses  rechtwinkligen 
Dreieckes  repräsentiert  bereits  den  Badius  des  Ereises  K\. 

Haben  nun  die  Eegel  {p  K)  und  {p  K^  in  der  That  gemein- 
schaftliche Erzeugenden,  so  müssen  sich  die  Ereise  K  und  K\  in 
zwei  Punkten  schneiden,  indem  eine  gemeinschaftliche  Erzeugende  der 
beiden  Eegel  die  Hilfskugel  in  einem  Punkte  trifft,  welcher  sowohl 
dem  Ereise  JST,  als  auch  dem  Ereise  K\  angehört  und  somit  einen 
Schnittpunkt  beider  vorstellt 

Die  Construction  der  den  Ereisen  K  und  K\  gemeinschaftlichen 
Punkte  a  und  h  unterliegt  keiner  Schwierigkeit,  wenn  man  berück- 
sichtigt, dass  diese  Punkte,  da  die  beiden  Ereise  in  verschiedenen 
Ebenen  liegen,  unbedingt  der  Schnittlinie  s  der  beiden  Ereisebenen 
angehören  müssen,  also  jene  Punkte  sind,  in  welchen  diese  Oerade  5 
den  Ereis  K  trifft. 

Wie  aus  dieser  Erörterung  hervorgeht,  ist  hiezu  die  Construction 
des   zweiten   Ereises  K\  ganz  überflüssig.    Die  Yerbindungsgeraden 
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pa  und  ph  stellen  somit  die  gemeinschaftlichen  Erzeugenden  der  bei- 
den Kegel  (pK)  und  (pK^)  dar,  sind  also  zwei  der  gesuchten 
Geraden. 

Zwei  weitere  Gerade,  welche  der  Aufgabe  gleichfalls  entsprechen, 
würde  man  erhalten,  wenn  man  den  einen  der  beiden  Kegel,  beispiels- 
weise {p,K)  beibehält,  f&r  den  anderen  jedoch  den  Sapplementkegel, 
d.  h.  jenen  Kegel  substituiert,  dessen  Erzeugenden  den  Winkel 
(180  —  J3)  mit  der  Ebene  E^^  einschließen. 

XJm  nach  dem  eben  entwickelten  Principe  die  Aufgabe  in 
schiefer  Projection  durchzuführen,  wird  mao  am  einfachsten 
in  folgender  Weise  verfahren: 

l8tp  (Taf.  XVIII,  Fig.  236  a)  der  auf  dem  Träger  dv  gegebene 
Punkt  und  sind  EhE^  und  E^h  E\  die  gegebenen  Ebenen,  mit  welchen 
die  zu  suchende  Gerade  beziehungsweise  die  Winkel  a  und  /)  ein- 
schließen soll,  so  wird  man  durch  p  auf  bekannte  Weise  (durch  Be- 
stimmung einer  Hilfsnormalen  d^v^)  die  zur  Ebene  E^E^  senkrechte 
Gerade  d, t/,  construieren.  Der  Schnittpunkt  o  derselben  mit  der 
Ebene  E^E^  ist  bereits  der  Mittelpunkt  des  Kreises  K.  Der  Badius 
r  des  besagten  Kreises  wird  (Taf.  XYIU,  Fig.  236  2>)  als  Kathete  eines 
rechtwinkligen  Dreieckes  gefunden,  in  welch'  letzterem  die  zweite 
Elathete  £  die  wahre  Größe  des  Abstandes  po^  oder  mit  anderen 
Worten ,  die  wahre  Größe  v*^  y'^  von  v^y  =zpo  vorstellt  und  der  ihr 
g^enüberliegende  Winkel  gleich  a  ist.  Die  sich  sonach  ergebende 
Hypotenuse  q  dieses  Dreieckes  repräsentiert  den  vorher  bezeichneten 
Eugelradius. 

Construieren  wir  nun  noch  ein  zweites  rechtwinkliges  Dreieck 
{Taf.  XVIII,  Fig.  236  &),  in  welchem  die  Hypotenuse  ebenfalls  gleich  q 
und  der  eine  anliegende  Winkel  dem  gegebenen  Winkel  ß  gleich  ist, 
80  wird  die  dem  letzteren  gegenüberliegende  Kathete  d  die  wahre 
Größe  des  Abstandes  der  zu  E'bE'^  parallelen  Ebene  e^e»  vom 
Punkte  p  repräsentieren. 

Um  diese  Ebene  e  zu  construieren,  f&llen  wir  von  p  auf  die  Ebene 
E\  E\  die  Senkrechte  d\  i/^ ,  indem  wir  diese  parallel  zur  Hil&nor- 
malen  d^v^  ziehen  und  bestimmen  auf  dieser  letztgenannten  eine 
Strecke  v^l,  welche  als  Projection  der  wahren  Größe  d=t;%lo  =  ^A'o 
entspricht  9  die  wir  von  p  nach  o^ipo^  =^9^)  übertragen.  Durch 
4en  Punkt  0,  wird  nunmehr  die  Ebene  ei,  e^  parallel  zur  Ebene  E\  E\ 
zu  legen  sein. 

Die  Ebene  e^e«  schneidet  die  Ebene  E^Ev  in  den  Geraden  54* , 
welche  wieder  ihrerseits  den  vorbezeichneten  Kreis  K  in  den  beiden, 
den  zu  bestimmenden  Geraden  l,  und  l^  angehörenden  Punkten  a  und 
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b  treffen  wird.  Um  diese  letztgenannten  Punkte  zu  erhalten,  legen 
wir  s  und  o  um  Et  nach  s^  und  o^  um,  beschreiben  ans  o^  mit  dem 
fiadius  r  =^  ^Yq  den  Kreis  Kq  und  bestimmen  dessen  Schnittpunkte 
mit  Sq  in  den  Punkten  a^  und  b^,  welche  in  die  Projection  der  Ge- 
raden s  zui*flckgefuhrt,  die  verlangten  Punkte  a  und  b  geben. 

Den  Durchstoßpunkt  D  und  den  Fluchtpunkt  V  der  Geraden 
ap  kann  man  finden,  wenn  man  auf  Grund  der  Aufgabe  74)  die  Yer« 
bindungslinie  der  auf  den  Trägern  dv  und  d^v^  liegenden  Punkte  p 
und  a  bestimmt. 

Hätte  man  die  Strecke  v^  h  nach  der  entgegengesetzten  Seite  von 
p  auf  der  Normalen  d\v\  aufgetragen,  so  würde  man  offenbar  einen 
zweiten  Punkt  o^ ,  also  auch  eine  zweite  Ebene  e'h  ef^  erhalten  haben, 
welche  zwei  weitere  Punkte  a,  und  \  auf  dem  Kreise  iT,  mithin  zwei 
andere  der  Aufgabe  entsprechende  Geraden  pa,  und  pb^  bestimmt 
haben  würde.  Hiernach  gelangen  wir  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  vor- 
liegende Aufgabe  vier  Lösungen  zulässt. 

Es  erübrigt  jetzt  noch,  die  Bedingung  festzustellen,  unter  welcher 
die  Aufgabe  reelle  Auflösungen  gestattet. 

Wir  nehmen  zum  Behufe  dieses  Nachweises  an,  dass  die  beiden 
Ebenen  E  und  E*  auf  der  Bildebene  (Zeichnungsfläche)  senkrecht 
stehen  und  der  Punkt  p  in  der  letzteren  liege.  Sei  nun  p  r  (Taf.  XVIII, 
Fig.  236  c)  die  eine  in  der  Bildebene  liegende  Kante  des  ersten  Kegels 
und  p  r^  die  eine  in  der  Bildebene  liegende  Kante  des  zweiten  Kegels, 
so  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  beiden  Kegel  nur  dann  reelle 
gemeinschaftliche  Erzeugenden  besitzen  werden,  wenn  pr^ 
zwischen  pr  und  po  fällt,  wenn  also 

-^  öjpr,  >  als  -^  o^po  —  opr 

oder,  da  -^ö,^rj  =  90  — /J;  ^OiPö  =  180 — o  und  -4oi)r=90 — a 
ist,  wobei  o  den  Neigungswinkel  der  beiden  Ebenen  E  und  J?,  be- 
deutet, wird: 

90  —  /3  >  180  —  o  —  90  +  a 

90  —  /S>90  4-a  —  a> 

oder  jS  +  «  <  oj« 

Die  vorstehende  Aufgabe  besitzt  also  bloß  dann  die  erwähnten 
vier  reellen  Auflösungen,  wenn  die  Summe  der  beiden  gegebenen 
Winkel  a  und  ß  kleiner  ist,  als  der  Neigungswinkel  der  beiden  gege- 
benen Ebenen.  In  jedem  anderen  Falle  gibt  es  keine  (reellen)  Ge- 
raden, welche  den  Bedingungen  der  Aufgabe  entsprechen  würden.  Ist 
endlich  die  Summe  ^4*/)  =  ^}  so  berühren  sich  die  vorgenannten 
Kegel  längs  der  in  eine  Gerade  zusammenfallenden  Erzeugenden  pr 
und  pr;  die  Aufgabe  lässt  somit  nur  eine  reelle  Auflösung  zu. 
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Im  Principe  mit  der  eben  gelösten  Aufgabe  vollkommen  über- 
einstimmend, bezüglich  der  graphischen  Durchführung  aber  bedeutende 
Vereinfachungen  zulassend,  ist  das  folgende  Problem. 

§.  267. 

97.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Gerade  zu  bestimmen,  welche  durch 
einen  gegebenen  Punkt  geht,  mit  der  Bildebene  den  Winkel  a 
und  mit  einer  zur  Bildebene  normalen  Ebene  den  Winkel  ß  ein- 
schließt 

Man  wird  diesfalls  von  dem  auf  dem  Träger  d  v  gegebenen  Punkte 
p  (Taf.  XVIII,  Fig.  237)  die  Normale  po  auf  die  Bildebene  fällen, 
deren  wahre  Größe  op^  bestimmen  und  hierauf  ein  rechtwinkliges 
Dreieck  p^or  zeichnen^  in  welchem  die  eine  Kathete  p^o  und  der  ihr 
gegenüberliegende  Winkel  cc  gleich  ist.  Beschreibt  man  nun  aus  dem 
Mittelpunkte  o  mit  der  zweiten  Kathete  or  einen  Kreis  K^  so  be- 
stimmt dieser  mit  dem  Punkte  p  als  Scheitel  einen  geraden  Kegel, 
dessen  Erzeugenden  sämmtlich  mit  der  Bildebene  den  Winkel  a  ein- 
schließen. Um  unter  den  Erzeugenden  dieses  Kegels  diejenigen  zu 
finden ,  welche  mit  der  zur  Bildebene  senkrecht  stehenden  Ebene  E% 
(die  durch  Angabe  ihrer  Bildflächtrace  E'i,  vollkommen  besimmt  ist), 
den  gegebenen  Winkel  ß  einschließt ,  haben  wir,  ebenso  wie  in  der 
vorhergehenden  Aufgabe,  ein  rechtwinkliges  Dreieck  derart  zu  bilden, 
dass  dessen  Hypotenuse  jener  2>o  r  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  i>o  o  r 
gleichkommt  und  der  eine  Winkel  desselben  dem  gegebenen  Winkel  ß 
gleich  wird. 

Die  dem  letzteren  Winkel  gegenüberliegende  Kathete  repräsen- 
tiert den  Abstand  der  zu  E'  parallelen  Ebene  e  vom  Punkte  p,  deren 
Bedeutung  aus  dem  Vorhergegangenen  bekannt  ist.  Da  die  Ebene  e 
parallel  zu  E\  also  senkrecht  zur  Bildebene  steht  und  dasselbe  von  der 
Geraden  po  gilt,  so  wird  die  Bildflächtrace  ei,  von  o  den  nämlichen 
Abstand  besitzen,  wie  die  Ebene  e  vom  Punkte  p. 

Aus  dieser  Betrachtung  ergibt  sich  folgende  einfache  Construction 
der  Trace  e».  Man  zieht  die  Gerade  or^  unter  dem  Winkel  ß  gegen 
E'h  und  macht  o  t;  =  ^^  r.  Die  Parallele  durch  v  zu  E^b  ist  sodann 
bereits  die  gesuchte  Bildflächtrace  et.  Dieselbe  schneidet  den  Kreis  K 
in  zwei  Punkten  D,  und  D^,  welche,  wie  wir  wissen,  den  gesuchten 
Eegelerzeagenden  angehören,  und  diesfalls  auch  die  Durchstoßpunkte 
zweier  der  Aufgabe  entsprechenden  Geraden  pD^  und  pD^  liefern, 
deren  Fluchtpunkte  V^  und  F,  mittelst  der  durch  dieselben  und  den 
Träger  dv  gelegten  Hilfsebenen  Aj  und  h^  leicht  darstellbar  sind. 
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§.  268. 

98.  Aufgabe.  Eine  Ebene  ist  zn  constrnieren ,  welche  mit  zwei 
gegebenen  Ebenen  E  und  E'  bestimmte  Winkel  a  nnd  ß  einschließt, 
nnd  dnrch  einen  gegebenen  Pnnkt  geht. 

Es  wurde  bereits  an  mehreren  Orten  dargethan,  dass,  wenn  eine 
Ebene  e  mit  einer  Ebene  E  den  Winkel  a  einschließt,  die  Normale 
zur  Ebene  e  mit  der  Ebene  E  den  Winkel  (90  —  a)  einschließen  müsse. 

Denken  wir  nns  daher  die  Ebene  e,  welche  mit  den  Ebenen  E 
nnd  E*  die  Winkel  cc  nnd  ß  einschließt ,  bereits  construiert  und  auf 
diese  Ebene  e  eine  beliebige  Normale  N  gefällt,  so  wird  dieselbe  mit 
der  Ebene  E  den  Winkel  a^  =  90  —  a  und  mit  der  Ebene  E*  den 
Winkel  /Jj  =  90  —  /J  bilden. 

Diese  Eigenschaft  erlaubt  uns,  die  oben  gestellte  Aufgabe  in  fol- 
gender Weise  zu  lösen : 

Wir  constmieren,  nach  Aufgabe  96),  eine  Gerade  N^  welche  mit 
den  Ebenen  E  und  E*  beziehungsweise  die  Winkel  a^  =  90  —  a 
und  j3j  =  90  —  ß  einschließt,  und  legen  durch  den  gegebenen  Punkt 
eine  zu  dieser  Geraden  senkrechte  Ebene.  Da  es  vier  Sichtungen  der 
Geraden  N  gibt,  so  existieren  auch  vier  Ebenen,  welche  der  ge- 
stellten Aufgabe  Genfige  leisten  werden. 


VII.  Capital. 

Afflnitäi  Parallel- Projection  (affine  Gebilde)  des  Kreises  und  der 

Kegelschnitte.  Aufgaben. 

§.  269. 

Bei  der  Umlegung  eines  durch  seine  Parallel-Projection  gegebenen 
ebenen  Gebildes  um  die  Bildfl&chtrace  seiner  Ebene  zeigt  sich  zwischen 
der  Projection  und  dem  umgelegten  Gebilde  folgende  Abhängigkeit: 

a)  Die  Yerbindungsgerade  eines  umgelegten  Punktes  %  und 
seiner  Projection  a  (Taf.  XVIII,  Fig.  238)  hat  eine  constante  Richtung, 
welche  zum  Theilstrahle  vv^  parallel  ist,  oder  mit  anderen  Worten: 
die  Verbindungslinien  der  umgelegten  Punkte  mit  ihren 
Projectionen  gehen  sämmtlich  durch  einen  und  denselben 
unendlich  fernen  Punkt. 

h)  Eine  umgelegte  Gerade  hat  mit  ihrer  Parallel-Projection  den 
Durchstoßpunkt  mit  der  Bildebene  gemein,  oder,  da  der  letztgenannte 
Punkt  in  der  Bildfl&chtrace  Eh  der  Ebene  E  des  umgelegten  Gebildes 
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liegen  mnss,  lässt  sich  behaupten :  Die  umgelegten  Geraden  und 
deren  Parallelprojectionen  schneiden  sich  stets  in  Punk- 
ten der  Bildflächtrace. 

c)  Die  Parallel-Projection  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden einer  umzulegenden  Ebene  liegt  selbst  in  unend- 
licher Entfernung;  dieselbe  erscheint  somit  durch  die  unendlich 
ferne  Gerade  der  Bildebene  repräsentiert. 

Denkt  man  sich  demgemäß  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene 
E  um  Eb  umgel^ ,  so  coindiciert  dieselbe  mit  der  unendlich  fernen 
Geraden  der  Bildebene,  wobei  jedoch  zu  bemerken  ist,  dass  der  um- 
gelegte unendlich  ferne  Punkt  mit  seiner  unendlich  fernen  Projection 
nicht  zur  Deckung  gelangt. 

Durch  Abstraction  von  dem  Ursprünge  dieser  Eigenschaften  sind 
wir  nun  in  der  Lage,  eine  geometrische  Verwandtschaft  zweier 
in  einer  und  derselben  Ebene  liegenden  Gebilde  abzu- 
leiten. 

Nennen  wir  solche  Punkte-  und  Geradenpaare,  welche  bei  den 
bisherigen  Betrachtungen  als  „Projection^  und  „ümlegung^  zu  ein- 
ander in  Beziehung  standen,  „entsprechende^  Punkte,  Gerade 
etc.,  so  lassen  sich  die  vorher  aufgestellten  Eigenschaften  in  der  fol- 
genden Teränderten  Form  wiedergeben. 

a^)  Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
beider  Gebilde  gehen  durch  einen  und  denselben  unend- 
lich fernen  Punkt. 

b^)  Entsprechende  Gerade  beider  Gebilde  schneiden 
sich  in  Punkten  einer  fixen  Geraden. 

C|)  Der  unendlich  fernen  Geraden  des  einen  Gebildes 
entspricht  auch  im  anderen  Gebilde  die  unendlich  ferne 
Gerade,  so  dass  die  unendlich  fernen  Geraden  der  beiden 
Gebilde  mit  einander  und  mit  den  ihnen  entsprechenden 
Geraden  zusammenfallen. 

Aus  diesen  einfachen  Betrachtungen  ist  zu  ersehen,  dass  die  eben 
erörterte  Beziehung  einen  b  e  s  o  u  d  e  r  e  n  F  a  1 1  der  bereits  besprochenen 
„Collineation^  bildet,  und  zwar  jenen,  in  welchem  das  Gollinea- 
tionscentrum  in  unendliche  Ferne  rückt.  Wir  haben  somit 
eine  Collineation  mit  unendlich  fernem  CoUineationscentrum  und 
unendlich  fernen  zusammenfallenden  Gegenachsen. 

Wir  bezeichnen  diese  Verwandtschaft  als  „Affinität^,  nennen 
ferner  die  Parallelstrahlen,  welche  entsprechende  Punkte  verbinden, 
„Affinitätsstrahlen^  und  die  feste  Gerade^  welche  den  Ort  der 
Schnittpunkte  sich  entsprechender  Geraden  darstellt,  die  „Affi- 
nitätsachse**  *®). 
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£bene  Gebilde,  welche  einander  in  der  vorbezeichneten  Weise 
entsprechen,  heißen  wir  ^affine^  Gebilde. 

Aus  dem  umstände ,  dass  jeder  Punkt  des  einen  Systemes  mit 
seinem  affinen  Punkte  durch  einen  Affinitätsstrahl  verbunden  ist,  folgt, 
dass  jedem  Punkte  m  eines  Affinitätsstrables  s  (Taf.  XVIII,  Fig.  238) 
ein  anderer  Punkt  desselben  Strahles  entsprechen  müsse,  dass  also 
jeder  Affinitätsstrahl  eine  Gerade  des  einen  Systems  repräsentiere, 
welche  mit  der  ihr  entsprechenden  Geraden  solcherweise  zusammen- 
fällt, dass  nicht  auch  gleichzeitig  entsprechende  Punkte  der  bezeich* 
neten  Geraden  zur  Deckung  gelangen. 

Die  Affinitätsstrahlen  sind  daher  ebenso  sich  selbstent- 
sprechende Geraden,  wie  dieses  von  den  Collineationsstrahlen  be- 
hauptet wurde. 

§.  270. 

Eine  weitere  wesentliche  Übereinstimmung  der  Affinität  mit 
der  Colli neation  besteht  darin,  dass  die  Affinität  eine  rein  pro- 
j  ecti  vische  Beziehung  ist.  Sind  nämlich  l  und  l^  (Taf. XVIII, Fig.  239) 
die  Träger  zweier  sich  affin  entsprechenden  Punktreihen,  a,  ft,  c,  df. .. 
^01  K^  ^0»  ^o-*«»  so  folgt,  da  die  entsprechenden  Punkte  a,  a^;  6,  b^;  c,  Cq; 
d,dQ...  sich  als  Schnitte  der  beiden  Träger  l  und  Iq  mit  dem  Pa- 
rallelbüschel der  Affinitätsstrahlen  Sj,  s^^  S3...  ergeben,  dass  die 
beiden  einander  affin  entsprechenden  Punktreihen  gleichzeitig  ^ähnlich 
perspectivisch^  sind,  indem  einerseits  die  unendlich  fernen  Punkte 
u  und  Uq  einander  entsprechen,  und  andererseits  der  in  der  Affinitäts- 
achse liegende  Schnittpunkt  d  der  beiden  Träger  sich  selbst  entspricht. 

§.  271. 

Setzen  wir  weiters  voraus  Ciaßys)  und  C^,  («o /J^  7/^  s)  (Taf.  XVIII, 
Fig.  240)  wären  zwei  einander  affin  entsprechende  Strahlen- 
büschel, der  Scheitel  CundOo  als  entsprechende  Punkte,  auf  einem 
und  demselben  Affinitätsstrahle  s  liegen. 

Nachdem  affin  entsprechende  Strahlen  a,  cc^]  ß,  j?^,;  y,  ^o--- 
sich  in  Punkten  d^,  d^,  ä,. . .  der  Affinitätsachse  A  schneiden  müssen, 
folgt,  dass  die  ai^nen  Strahlenbüschel  C  und  Cq  perspectivisch 
sind,  wobei  die  Affinitätsachse  den  perspectivischen  Durch- 
schnitt und  der  Affinitätsstrahl  s  die  vereinigten  ent- 
sprechenden Strahlen  der  beiden  Büschel  vorstellt. 

§.  272. 

Zwei  affine  Gebilde  sind  vollkommen  bestimmt,  wenn  man 
im  Stande  ist,  zu  jedem  Punkte  des  einen  Gebildes  denent- 
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sprechenden  Punkt  des  anderen  festzustellen.    Dieser  Be- 
dingung wird  entsprochen: 

a)  Durch  die  Angabe  der  Affinitätsachse  und  eines 
Paares  entsprechender  Punkte  a  und  a"  (Taf.  XVIII,  Fig.  238.) 

Um  zu  einem  Punkte  b  den  entsprechenden  Punkt  h^  zu  finden, 
wird  man  einfach  die  Gerade  ah  ziehen  und  deren  entsprechende  Gerade 
a^&o,  welche  sich  als  Verbindungslinie  des  Punktes  a^  mit  dem  Schnitt- 
punkte d  von  ab  und  der  Affinitätsachse  Ä  ergibt,  aufsuchen.  Zieht 
man  sodann  den  Affinitätsstrahl  bs^  parallel  zu  aa^  oder  s,  so  ergibt 
sich  im  Schnitte  Ton  bs^  mit  da^  oder  l^  der  gesuchte  Punkt  b^. 

b)  Durch  zwei  Paare  entsprechender  Geraden  l^l^und 
K  K  (Taf.  XVIII,  Fig.  238.) 

Die  Affinitätsachse  A  ist  die  Verbindungslinie  der  beiden 
Schnittpunkte  d  und  d,  der  einander  entsprechenden  Geradenpaare  7,  l^ 
und  X,  }P. 

Im  Schnitte  &,  b^  von  l  und  A^  respective  Z^  und  X^  erhält  man 
bereits  zwei  entsprechende  Punkte,  wodurch  die  Bestimmung  auf  die 
unter  a)  gegebene  zurückgeführt  erscheint. 

c)  Durch  drei  Paare  entsprechender  Punkte  a,  a^ ;  b,  b^  und  c,  c„, 
welche  selbstverständlich  so  liegen  müssen,  dass  die  Verbindungs- 
geraden aa^,  bb^  und  cc^  zu  einander  parallel  sind.  Durch  ab\  a^b^ 
und  bc\  b^Cf^  erhalten  wir  sodann  zwei  Paare  entsprechender  Geraden 
fixiert,  welche  nach  dem  unter  b)  Gesagten,  die  affinen  Systeme  voll- 
ständig bestimmen. 

§.  273. 

Setzen  wir  endlich  voraus,  es  wären  a  und  a^  (Taf.  XVIII,  Fig.  238) 
zwei  entsprechende  affine  Punkte  und  d  der  Schnittpunkt  ihres  Affini- 
tätsstrahles s  mit  der  Affinitätsachse  Ä,  Nehmen  wir  ein  zweites 
beliebiges  Paar  entsprechender  Punkte  b  und  b^  an,  deren  Affinitäts- 
strahl die  Achse  A  in  ö^  schneiden  möge,  so  schneiden  sich  ab  und 
a^io  ^  einem  Punkte  d  der  Achse  Ä,  Da  nun  daa^  und  d^bb^^ 
Schnitte  des  Dreistrahles  dA,  dl  und  dl^  mit  den  beiden  parallelen 
Affinitätsstrahlen  aa^  und  bb^  vorstellen,  so  verhält  sich 

da  :  da^  =  d^fc  :  *j6p 

und  da  das  Paar  bb^  beliebig  angenommen  wurde,  so  folgt  ganz  all- 
gemein, dass 

— —  =  C  (constant)  sei. 
öa^ 
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Das  Theilyerhältüis  der  Abstände  zweier  affiner  Punkte 
von  dem  Schnittpunkte  ihres  Affinitätsstrahles  mit  der  Affinitätsachse 
Ä  ist  somit  constant. 

Dieses  constante  Theilverhältnis  nennen  wir  die  ^Cha- 
rakteristik" der  Affinität  »•). 

§.  274. 
Parallel-Projection  (affine  Gebilde)  des  Kreises  nnd  der  Kegelschnitte. 

Denken  wir  uns  einen  beliebigen  in  einer  Ebene  liegenden  Kegel- 
schnitt oder  Kreis  auf  die  Bildebene  durch  parallele  Projectionsstrahlen 
projicierty  so  wird  diese  Projection  durch  eine  Curve  dargestellt 
werden y  welche  mit  jeder  Geraden  der  Bildebene  zwei  Punkte,  und 
zwar  die  Projection  jener  Punkte  gemein  hat,  in  welchen  die  ent- 
sprechende Gerade  in  der  Ebene  des  Kegelschnittes  oder  Kreises  den 
letzteren  schneidet. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Parallel-Projection ,  oder  mit 
anderen  Worten,  die  Affinverwandte  eines  Kegelschnittes  oder  eines 
Kreises  wieder  ein  Kegelschnitt  sein  müsse. 

Jene  Eigenschaften  der  Kegelschnitte,  welche  durch  die  CoUineation 
mit  einem  Kreise  abgeleitet  wurden,  können  an  dieser  Stelle  frucht- 
bringend verwertet  werden. 

So  wissen  wir  beispielsweise,  dass  die  Kegelschnitte  erzeugt 
werden  können  als  geometrische  Orte  der  Schnittpunkte  entspre- 
chender Strahlen  zweier  projectivischen  Büschel  oder  auch  als  Enye- 
loppen  der  Yerbindungsgeraden  entsprechender  Punkte  zweier  pro- 
jectivischer  Punktreihen. 

Soll  nun  die  schiefe  Projection  oder  die  Affinfigur  eines  Kegel- 
schnittes K  bestimmt  werden,  so  kann  man  diesen  Kegelschnitt  K 
allenfalls  als  das  Erzeugnis  zweier  projectivischen  Punktreihen  be- 
trachten. 

Die  Projection  desselben  wird  sodann  das  projectivische  Erzeugnis 
der  Projectionen  dieser  Punktreihen  sein,  und  da  diese  mit  den  Origi- 
nalen, wie  vorher  nachgewiesen  wurde,  „ähnlich  perspectivisch^, 
untereinander,  also  „projectivisch^  sein  müssen,  so  folgt  hier- 
aus wieder,  dass  die  Parallel-Projection  eines  Kegelschnittes  wieder  ein 
Kegelschnitt  sei. 

Da  die  schiefe  Projection  eines  unendlich  fernen  Punktes  wieder 
in  unendlicher  Entfernung  liegt,  so  wird  die  Parallel-Projection  eines 
Kegelschnittes  nur  dann  unendlich  ferne  Punkte  besitzen  können,  wenn 
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dieser  letztere  selbst  solche  besitzt;  es  wird  sonach  die  Parallel- 
Projection  einer  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  ioimer  wieder  eine 
Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  sein,  oder  mit  anderen  Worten:  Ein 
Kegelschnitt  und  s  ei  n  e  Parallel-Projection  (Affinver- 
wandte)  sind  immer  Kegelschnitte  derselben  Gattung. 

Wir  wissen  ferner,  dass  jeder  Affinitätsstrahl  eine  sich  selbst  ent- 
sprechende Gerade  ist. 

Zieht  man  daher  an  einen  Kegelschnitt,  parallel  zum  Affinitäts- 
strahle, Tangenten,  so  müssen  dieselben  auch  den  affinen  Kegelschnitt 
berühren.  Daher  der  Satz: 

105.  ^Ein  Paar  gemeinschaftlicher  Tangenten  gweier  affinen 
Kegelschnitte  ist  immer  zum  zugehörigen  Äffinitätsstrahle  parailel.^ 

%.  275. 

Infolge^  der  durchaus  projectivischen  Natur  der  affinen  Bezie- 
hung zweier  Systeme  wird  einem  Punkte  und  seiner  Polaren  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  wieder  der  Pol  und  die  Polare  in  Bezug  auf 
den,  dem  ersteren  affinen  Kegelschnitt  entsprechen.  Da  ferner  die 
anendlich  fernen  Geraden  zweier  affinen  Systeme  entsprechende  Gerade 
sind,  so  gilt  dies  auch  von  deren  Polen  in  Bezug  auf  zwei  affine 
Eegetecfanitte,  d.  i.  von  den  Mittelpunkten  der  letzteren. 

Es  ergibt  sich  also  der  Satz: 

106.  j^Die  JUHtdpunJcte  zweier  affinen  Kegelschnitte  sind  affin 
entsprechende  Punkte.^ 

Endlich  ist  auch  leicht  enmaehen,  dass  einem  involutori- 
schen  Büschel  conjugierter  Polar^a  wieder  ein  involutorisches 
Büschel  conjugierter  Polaren  in  Bezug  auf  den  affiaen  Kegelschnitt 
entspricht,  dass  sich  also  speciell  auch  die  Durchmesser-Involotioaen 
zweier  affinen  Kegelschnitte  entsprechen. 

Diese  kurzgefassten  Eigenschaften  und  Ergebnisse  wollen  wir 
nnn  in  ihrer  Anwendung  an  einigen  Beispielen  erläutern. 

§.  276. 

99.  Aufgabcm  Eine  ^Ellipse  ist  durch  zwei  conjugierte  Durch- 
messer gegeben;  man  soll  ihre  Schnittpunkte  mit  einer  gegebenen 
Geraden  constructiv  ermitteln. 

Seien  ab  und  cd  (Ta£,  XVIII,  Fig.  241)  die  beiden  conjugierten 
Durchmesser  und  l  die  gegebene  Gerade. 
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Wir  betrachten  die  Ellipse.als  Affinfigur  eiaes  Kreises  und  wählen 
den  einen  Durchmesser  ab  als  Affinitätsachse. 

Dies  vorausgesetzt,  muss  ah  gleichzeitig  einen  Durchmesser  des 
affinen  Kreises  K^  vorstellen.  Da  weiters  conj  agierten  Durchmessern 
der  Ellipse  conjugierte  (rechtwinklige)  Durchmesser  des  Kreises  K^  ent- 
sprechen, so  erhalten  wir  in  dem  zu  aJ  senkrechten  Kreidurchmesser 
c^d^  den  dem  gegebenen  Durchmesser  cd  entsprechenden,  und  in  cc^ 
die  Richtung  der  Affinitätsstrahlen.  Dem  Schnittpunkte  x 
von  l  und  cd  entspricht  affin  der  Punkt  x^,  welcher  vermittelst  des 
zu  cCq  parallelen  Affinitätsstrahles  xx^  auf  c^d^  erhalten  wird. 

Verbindet  man  weiters  x^  mit  jenem  Punkte  d,  in  welchem  l 
die  Affinitätsachse  ab  schneidet,  so  erhält  man  die  der  Geraden  l 
entsprechende  Gerade  l^  im  Systeme  des  Kreises  K^ .  Die  letztgenannte 
Gerade  l^  schneidet  den  Kreis  Kq  in  den  zwei  Punkten  p\  und  p\, 
welchen  affin  die  Schnittpunkte  p^  und  p,^  von  l  mit  der  Ellipse  ent- 
sprechen. Diese  Punkte  p^  und  p^  werden  selbstverständlich  mittetet 
der  zu  cc^  parallelen  Affinitätsstrahlen  jpji)°j  und  p^P^  erhalten- 

§.  277. 

100.  Aufgabe.  Eine  Ellipse  ist  durch  die  Lage  zweier  conju- 
gierter  Durohmesser  und  durch  zwei  ihrer  Punkte  gegeben;  es  sind 
die  Längen  dieser  Durchmesser  zu  constrnieren. 

Setzen  wir  voraus,  es  wären  x  und  y  (Taf.  XVIII,  Fig.  242)  die 
beiden  conjugierten  Durchmesser  ihrer  Lage  nach,  während  p  und  q 
die  zwei  gegebenen  Punkte  der  Ellipse  seien. 

Nehmen  wir  wieder  die  Ellipse  als  affin  mit  einem  Kreise  K^ 
an  und  wählen  wir  den  einen,  seiner  Lage  nach  gegebenen  Durch- 
messer, etwa  X,  als  Affinitätsachse,  so  muss  der  Mittelpunkt  o  der 
Ellipse,  da  er  in  der  Affinitätsachse  liegt^  mit  seinem  affin  entspre- 
chenden Puukte,  d.  i.  mit  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  K^  zusam- 
menfallen, und  da  ferner  x  und  y  Sichtungen  c^njugierter  Durch- 
messer der  Ellipse  darstellen,  wird  dem  Durchmesser  y  der  zu  x  senk- 
rechte Kreisdurchmesser  y^  entsprechen. 

Dem  Halbierungspunkte  m  der  Ellipsensehne  p  q  wird  der  Hal- 
bierungspunkt m^  der  affinen  Kreissehne  Pq  q^  entsprechen.  Zieht  man 
daher  durch  m  eine  Parallele  mcc  zu  y,  und  durch  lieren  Schnittpunkt 
a  mit  der  Affinitätsachse  eine  Parallele  m^  a  zu  y^ ,  so  sind  diese 
beiden  Geraden  affin ;  es  muss  demnach  auf  der  durch  a  zu  y^  parallel 
geführten  Geraden  der  dem  Punkte  th  entsprechende  Punkt  m^ 
liegen. 
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Verbindet  man  ferner  m  mit  o,  so  stellt  diese  Gerade  den  zur  Sehne 
p  q  conjugierten  Ellipsendurchmesser  dar.  Der  demselben  entsprechende 
Ereisdurchmesser  o  m^  ist  sodann  der  Kreissehne  p^  q^  ebenfalls  con- 
jugiert  und  muss  als  solcher  auf  dieser  senkrecht  stehen. 

Hieraus  folgt,  dass  m^  in  dem  über  o  d  als  Durchmesser  beschrie- 
benen  Halbkreise  k,  also  im  Schnitte  des  letzteren  mit  der  Geraden 
am^  liegen  müsse. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  in  mm^  die  Richtung  der  Af- 
finitätsstrahlen und  in  ömQ  die  der  Sehne  pq  entsprechende 
Ereissehne,  deren  Endpunkte  p^  und  q^  mittelst  der  zu  niMf^  parallelen 
Affinitätsstrahlen  pp^  und  qq^  bestimmt  erscheinen. 

Der  mit  dem  Badius  op^  =  oq^  aus  o  beschriebene  Kreis  K^^ 
ist  somit  der  Ellipse  affin.  Derselbe  bestimmt  auf  der  Affinitätsachse 
X  die  Endpunkte  a  und  b  des  einen  Ellipsendurchmessers,  während 
die  Endpunkte  c  und  d  des  anderen,  sich  als  die  affin  entsprechenden 
Punkte  zu  den  Endpunkten  Cq  und  d^^  des  Kreisdurchmessers  y^^ 
ergeben. 

§.  278. 

101.  Aufgäbe.  Eine  Ellipse  ist  durch  ihren  Mittelpunkt,  durch 
eine  Tangente  und  zwei  Punkte  gegeben;  es  soll  ein  Paar  conju- 
gierter  Durchmesser  der  Curve  construiert  werden. 

Es  seien  o  (Taf.  XVIII,  Fig.  243)  der  gegebene  Mittelpunkt,  t  die 
Tangente  und  p  und  q  die  beiden  Punkte  der  Ellipse. 

Zieht  man  durch  o  eine  Parallele  oOq  zur  Tangente  t  und  führt 
man  weiters  symmetrisch  zu  oo^,  als  Symmetrieachse,  eine  Gerade  i\ 
so  stellt  diese  Gerade  t^  gleichfalls  eine  Ellipsentangente  Tor.  Die 
Bichtung  der  beiden  Tangenten  t  und  t^  wählen  wir  als  Affinitäts- 
strahlen und  betrachten  die  Ellipse  als  Affinverwandte  eines 
Kreises  K^,  weicher  den  beiden  Tangenten  t  und  t'  an  beliebiger 
Stelle  eingeschrieben  wird« 

Vermittelst  der  durch  p  und  q  gezogenen  Affinitätsstrahlen  pp^^ 
und  qq^  bestimmt  man  auf  dem  Kreise  K^  die  den  genannten  Punkten 
p  und  q  entsprechenden  Punkte  p^^  und  g^.  Selbstverständlich  kann 
man,  da  jeder  der  beiden  Affinitätsstrahlen  den  Kreis  K^  in  zwei 
Punkten  schneidet,  diese  Punkte  zu  zweien  in  vierfacher  Weise  com- 
binieren,  wodurch  zwei  verschiedene  affine  Beziehungen  zwischen  der 
Ellipse  und  dem  Kreise  erhalten  werden  können. 

Da  sich  ferner  die  Mittelpunkte  o  und  Oq  entsprechen,  so  erhalten 
wir  in  op,  o^^Pq  und  og,  o^q^  zwei  Paare  entsprechender  Geraden.  Die 
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Schoittpunkte   a  und  ß  dieser   Paare   bestimmen   die   Affinitäts- 
achse A. 

Nachdem  bekannt  ist^  dass  conjugierten  Durchmessern  der  Ellipse, 
conjugierte,  also  rechtwinklige  Ereisdurchmesser  affin  entsprechen,  so 
wird  maU;  um  den  Bedingungen  der  Aufgabe  zu  genügen,  zwei  be- 
liebige aufeinander  senkrecht  stehende  Ereismesser  a^  b^  und  Cq  d^  an- 
nehmen und  die  conjugierten  Ellipsendurchmesser  ah  und  cd,  die  den 
ersteren  affin  entsprechen,  aufsuchen.  Die  letzteren  ergeben  sich  als 
die  geraden  Verbindungslinien  des  Mittelpunktes  o  mit  den  Schnitt- 
punkten dj  und  ö^,  von  a^\  und  c^d^  mit  der  Affinitätsachse  A 

Die  Endpunkte  a^h,  c  und  d  der  besagten  Durchmesser  leitet 
man  aus  a^j  2>^,  c^  und  d^  mittelst  der  zugehörigen  Affinitäts- 
strahlen ab. 

§.  279. 

102.  Aufgabe.  Eine  Ellipse  ist  durch  einen  Durchmesser  und 
zwei  Punkte  gegeben;  es  soll  der  diesem  Durchmesser  conjugierte 
Durchmesser  bestimmt  werden. 

Es  seien  ab  (Taf.  XVIII,  Fig.  244)  der  gegebene  Durchmesser, 
p  und  q  die  beiden  gegebenen  Punkte.  Den  Durchmesser  ah  wählen 
wir  als  Affinitätsachse  und  betrachten  die  Ellipse  als  affin  mit  dem 
über  ah  als  Durchmesser  beschriebeneu  Ereise  K^. 

Da  die  vier  Punkte  a,  6,  p^  $  auf  der  Ellipse  liegen,  so  ist  es 
leicht,  die  Polare  n  des  Schnittpunktes  i  von  ab  und  pq  zm  finden. 
Die  bezeichnete  Polare  ergibt  sich  bekanntlieh  als  Verbindungsgerade 
jener  Punkte  a  und  j3,  in  welchen  sich  die  Geradenpaare  ah  und  pq] 
aq  und  bp  schneiden. 

Die  Polare  n:^  des  Punktes  d  in  Bezug  auf  den  Ereis  K^  ist  zu 
der  eben  gefundenen  Polare  x  affin,  da  der  Punkt  S  sich  selbst  ent- 
spricht; dieselbe  muss  daher  durch  den  Punkt  r,  in  welchem  tc  die 
Affinitätsachse  schneidet,  gehen  und  zu  dem  Durchmesser  des  Poles, 
d.  i.  zur  Affinitätsachse  od  senkrecht  stehen. 

Hiernach  erhalten  wir  zwei  affine  Gerade  x  und  «g,  deren  eine, 
dem  Systeme  des  Ereises  angehörend,  zur  Affinitätsachse  senkrecht 
steht.  Führen  wir  nun  durch  den  Mittelpunkt  o  der  Ellipse  sowohl  eine 
Parallele  y  zu  x,  als  auch  eine  Parallele  y^^  zu  ^r^,  so  erhalten  wir 
die  beiden  einander  affin  entsprechenden  Durchmesser  der  Ellipse  E 
und  des  Ereises  Kq. 

Aus  dem  Umstände,  dass  der  Durchmesser  y^  des  Ereises  Kq 
auf  dem  Ereismesser  ah  senkrecht  steht,    folgt,   dass  der  ihm  affine 
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Ellipsendurchmesser  y  zum  Durchmesser  ab  conjugiert  ist.  Um  die 
Durchmesser  -  Endpunkte  zu  bestimmen,  müssen  wir  die  Sichtung 
des  Affinitätsstrahles  kennen. 

Diese  Bichtung  lässt  sich  folgendermaßen  ermitteln.  Ziehen  wir 
durch  den  einen  der  gegebenen  Punkte  der  Ellipse,  etwa  durch  q,  eine 
Parallele  qy.zw  y,  so  entspricht  derselben  affin  die  zu  y^  parallele 
Gerade  q^y;  die  letztere  schneidet  sodann  den  EreisJ^o  in  dem,  dem 
Punkte  q  affin  entsprechenden  Punkte  q^,  so  dass  wir  durch  qq^  die 
Bichtung  der  Affinitätsstrahlen  repräsentiert  erhalten. 

Führen  wir  schließlich  durch  die  Endpunkte  o^  und  d^  des  Ereis- 
durchmessers  y^  die  Affinitätsstrahlen  c^c  und  äßd,  so  ergeben  die- 
selben im  Schnitte  mit  y  die  Endpunkte  c  und  d  des  verlangten  El- 
lipsendurchmessers cd. 

§.  280. 

102.  Aufgäbe.  Eine  |Ellipse  ist  durch  ein  Paar  conjugierter 
Durchmesser  gegeben;  es  sollen  die  Achsen  derselben  construiert 
werden. 

Die  gegebenen coDJugierten  Durchmesser  seien  ab  und  cd  (Taf.  XVIII, 
Fig.  245).  Bestimmen  wir  vor  allem  die  Tangente  x  im  Endpunkte  d 
des  einen  Durchmessers,  indem  wir  durch  d  eine  Gerade  parallel  zu 
dem  gegebenen  zweiten  Durchmesser  ab  ziehen  und  wählen  diese 
Gerade  x  als  Affinitätsachse  A. 

Da  die  Ellipse  die  Affinitätsachse  A  in  d  berührt,  so  muss  das 
gleiche  auch  in  Bezug  auf  den  zu  ihr  affinen  Ereis  K^  gelten. 

Der  Mittelpunkt  o^  des  Ereises  K^  muss  daher  in  der  zur  Affi- 
nitätsachse A  senkrechten  Geraden  do^  liegen.  Der  dem  Durchmesser 
ah  affine  Ereisdurchmesser  ist  zu  diesem  parallel,  da  a&  die  Affini- 
tätsachse erst  in  unendlicher  Entfernung  schneidet,  was  auch  von  dem 
affinen  Ereisdurchmesser  a^bg  gilt.  Welches  nun  auch  immer  die  Bich- 
tung der  Affinitätsstrahlen  sein  mag,  der  Durchmesser  a^b^  muss  dies- 
falls immer  dem  Durchmesser  ab  gleich  sein  und  aba^b^^  als  Parallelo- 
gramm erscheinen. 

Der  Badius  a^^o^^  des  Ereises  K^  ist  daher  gleich  der  Strecke 
ao  =  bo.  Der  zur  Ellipse  affine  Ereis  K^  ist  folglich  derjenige, 
welcher  die  Achse  Ain  d  berührt  und  dessen  Halbmesser  gleich  o  a  ist. 

Um  die  Achsen  der  Ellipse  zu  finden ,  zeichnen  wir  nunmehr 
einen  Ereis  k\  dessen  Mittelpunkt  in  der  Affinitätsachse  A  liegt ,  und 
durch  die  Punkte  o  und  o^  geht.  Dieser  Ereis  k*  schneidet  die  Affi- 
nitätsachse A  in  den  Punkten  d^  und  dz ,    welche ,    mit  o^  verbunden. 
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die  Geraden  d^o^  and  S^o^  liefern,  die  zwei  rechtwinklige  Ereis- 
durchmesser  bestimmen.  Die  denselben  entsprechenden  Geraden  d^o 
und  dg^o  sind  somit  conjugierte  Durchmesser  der  Ellipse,  und  nach- 
dem der  Punkt  o  gleichfalls  im  Halbkreise  A;^  der  über  d^d^  be- 
schrieben wurde,  liegt,  stehen  dieselben  auf  einander  wechselseitig 
senkrecht,  bestimmen  sonach  die  Achsen  der  Ellipse*  Die  End- 
punkte J.,  J?,  C,  D  derselben  leitet  man  mittelst  der  zu  oo^  paral- 
lelen Af&nitätsstrahlen  aus  den  Endpunkten  Ä^,  B^,  C^  und  D^  der 
affinen  Kreisdurchmesser  ab'®). 


Dritter  Abschnitt. 

Darstellimgsmethoden  vermittelst  zweier 

Projectionen. 

§.  281. 
Einleitende  Bemerkungen. 

£s  wurde  bereits  nachgewiesen,  dass  ein  Punkt  weder  central- 
projectivisch  noch  parallel-projectivisch  durch  die  bloße  Angabe  einer 
Projection  desselben  vollkommen  bestimmt  sei,  und  begründeten  wir 
diesen  Nachweis  damit,  dass  alle  Punkte  des  durch  diese  Projection 
gehenden  Projectionsstrahles  der  nämlichen  Projection  entsprechen. 

Ebenso  gelangten  wir  zu  der  Überzeugung,  dass  eine  unbegrenzte 
Gerade  in  der  Bildebene  als  die  Projection  air  jener  Geraden  angesehen 
werden  könne,  welche  in  einer  durch  dieselbe  und  durch  das  Projec- 
tionscentrum  oder  beziehungsweise  durch  die  besagte  Gerade  parallel 
zum  Projectionsstrahle  geführten  Ebene  liegen,  und  dass  in  dem  einen 
wie  in  dem  anderen  Falle  außer  der  gegebenen  einen  Projection 
noch  ein  anderweitiges  Bestimmungsstüok  zur  unzweideutigen  Fixirung 
des  Punktes  u.  dgl.  nothwendiges  Erfordernis  sei.  - 

Aus  diesem  Grnnde  mussten,  wie  aus  den  bisherigen  Betrach- 
tangen erhellte,  zum  Behufe  der  Bestimmung  räumlicher  Gebilde  durch 
ihre  Projectionen  gewisse  weitere,  jeder  der  verschiedenen  ProjectionS" 
arten  eigenthümliche  Bestimmungsstücke  hinzugefügt  werden.  So  wurde 
beispielsweise  der  Projection  einer  Geraden  noch  deren  Durchstoß-  und 
Fluchtpunkt;  der  Projection  eines  Punktes  dagegen  ein  Träger  des- 
selben zum  Zwecke  unzweideutiger  Bestimmung  beigegeben.^ Der  Punkt 
im  Baume  ergab  sich  sodann  als  Schnittpunkt  des  durch  seine  Pro- 
jection gehenden  Projectionsstrahles  mit  der,  der  Trägerprojection 
räumlich  entsprechenden  Geraden. 

Nehmen  wir  nun  die  Eigenschaft,  dass  ein  Punkt  im  Räume 
als   Schnitt   zweier    durch   denselben  gehenden  Geraden^ 

Peschka,  Darstellende  n.  projectiye  Geometrie.  18 
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dereQ  räumliche  Lage  auf  irgend  eine  Weise  festgestellt  ist,  unzwei- 
deutig bestimmt  sei,  als  Ausgangspunkt  für  weitere  Darstellungs- 
methoden an.  Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  zwei  beliebige  gegen 
einander  geneigte  Ebenen  P  und  Q  (Taf.  XVIII,  Fig.  246),  welche 
sich  in  einer  Geraden  X  schneiden  mögen. 

Ist  A  irgend  ein  Punkt  im  Baume,  dessen  Projection  a  in 
Bezug  auf  die  Ebene  P  mittelst  eines  Projectionsstrahles  s  und  dessen 
Projection  a'  in  Bezug  auf  die  Ebene  Q  vermittelst  eines  Projections- 
strahles S|  bestimmt  worden  sei ,  so  ist  leicht  einzusehen ,  dass  die 
beiden  Projectionen  a  und  a'  des  Punktes  A  die  Lage  dieses  letzteren 
im  Baume  vollkommen  bestimmen ,  wenn  nur  einerseits  die  Lage 
der  beiden  Projectionsebenen  P  und  Q  gegen  einander  und  andererseits 
die  Bichtung  der  Projectionsstrahlen  gegen  diese  Ebenen  als  vollständig 
bekannt  vorliegen.    So  weit  im  Baume. 

Nachdem  wir  jedoch  nicht  in  zwei  verschiedenen  Ebenen  zu  con- 
struieren  vermögen,  uns  vielmehr  immer  nur  eine  Ebene,  die  Zeich- 
nungsfläche, zu  Gebote  steht,  so  wird  es  sich  vor  allem  darum  handeln, 
die  beiden  Ebenen  P  und  Q  sammt  den  in  ihnen  liegenden  Projectionen 
in  eine  einzige  Ebene,  d.  i.  in  die  vorgegebene  Constructions-  oder 
Zeichnungsfläche  zu  bringen. 

Diese  Anforderung  kann,  ohne  dass  der  Zusammenhang  der  bei- 
den Projectionsebenen  in  irgend  einer  Weise  beeinträchtigt  oder  ge- 
stört wird,  einfach  dadurch  erreicht  werden,  dass  mau  die  eine  der- 
selben, etwa  P,  mit  der  Zeichnungsebene  zusammenfallen  lässt^  wäh- 
rend man  die  andere,  Q,  um  ihren  Schnitt  X  mit  P  sammt  allen  in 
ihr  liegenden  Projectionen  in  die  Zeichnungsebene  umlegt.  Selbstver- 
ständlich muss  diesfalls  die  Größe  des  Drehnngs winkeis  a  bekannt  sein. 

Sind  die  beiden  Projectionen  des  Punktes  A  in  a  und  {af) 
gegeben,  so  hat  man  behufs  Bestimmung  des  Punktes  A  im  Baume 
nur  wieder  die  Ebene  (Q)  mit  Einschluss  des  Punktes  (a')  um  die 
Schnittgerade  X  (um  den  Winkel  a)  in  den  Baum  gedreht  zu  denken, 
und  sodann  durch  den  gedrehten  Punkt  a'  den  seiner  Li^e  und  Bich- 
tung nach  bekannten  Projectionsstrahl  s,  und  durch  a  den  gleichfalls 
bestimmten  Projectionsstrahl  s  zu  führen,  um  im  Schnitte  von  s  und 
^1  den  Punkt  A  im  Baume  zu  erhalten. 

Aus  dieser  Operation  ersieht  man  sofort,  dass  nicht  jedes  beliebige 
Paar  von  Punkten  a  und  (a')  die  Projectionen  eines  Punktes  A  im 
Baume  vorstellen  können.  Denn  wären  die  Punkte  a  und  (a*)  beliebig 
gewählt  und  dächte  man  sich  durch  a  sowie  durch  den  in  den  Baum, 
resp.  in  die  Ebene  Q  nach  a*  zurückgedrehten  Punkt  (a*)  die  Pro- 
jectionsstrahlen gezogen,    so  würden  sich  diese  im  allgemeinen  nicht 
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mehr  schneiden  und  daher   auch  keinen  den  Punkten  a  und  (a')  als 
Projectionen  entsprechenden  Punkt  A  im  Räume  geben  können. 

Zwischen  den  beiden  Projectionen  a  und  (a')  muss  daher  ein 
gewisser  Zusammenhang  bestehen,  welchen  wir  durch  folgende 
einfache  Betrachtung  festzustellen  vermögen. 

Die  Projectionsstrahlen  s  und  s^  des  Punktes  Ä  liegen  offenbar 
in  einer  und  derselben  Ebene  E.  Setzen  wir  voraus,  diese  Ebene  E 
schneide  die  Ebenen  P  und  Q  in  den  Geraden  p  und  q^  welch  letztere 
sich  nothwendig  in  einem  Punkte  m  von  X  schneiden  müssen.  Die 
Gerade  p  enthält  die  Projection  a  und  die  Gerade  q  die  Projection  a'. 
Die  Verbindungslinie  CC,  der  Projectionsceniren  C  und  Cj  schneidet 
die  Projectionsebenen  P  und  Q  in  zwei  Punkten  r  und  t^  welche  na- 
turgemäß auch  beziehungsweise  in  den  Geraden  p  und  q  liegen  müssen. 
Diese  beiden  letztgenannten  Punkte  r  und  t  sind  fix,  welche  Lage  auch 
der  zu  projicierende  Punkt  Ä  haben  mag. 

Die  Bedingung,  dass  zwei  Punkte  a  und  a'  Projectionen  desselben 
Punktes  Ä  seien,  besteht  demnach  darin,  dass  die  Verbindungslinien 
p  und  q  dieser  Punkte  a  und  a'   mit  den  fixen  Punkten  r  und  t  in 
einem  Punkte  m  von  X  convergieren. 

Setzt  man  Parallelprojectionen  voraus^  liegen  also  die 
Projectionscentren  C  und  C,  in  unendlicher  Entfernung,  so  rücken  auch 
die  Punkte  r  und  t  in  unendliche  Ferne;  es  werden  somit  sämmt- 
liche  Geraden  p,  sowie  auch  sämmtliche  Geraden  q  untereinander 
parallel  sein,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Geraden  p  und  q  haben 
constante  Richtungen. 

Die  obige  Bedingung  modificiert  sich  also  dahin,  dass  die  bezie- 
hungsweise durch  a  und  a'  gezogenen  Geraden  p  und  q,  welche  be- 
stimmte constante  Richtungen  besitzen,  in  dem  nämlichen  Punkte  m 
Ton  X  convergieren. 

Was  bezüglich  der  Punkte  m,  a',  t  und  der  Geraden  q  gesagt 
wurde,  gilt  natürlich  auch  von  der  ümlegung  dieser  Elemente  nach 
^^  («Ot  (*)  ^^d  (q)^  da  durch  die  Drehung  um  X  deren  relative 
gegenseitige  Lage  nicht  geändert  wird« 

Es  müssen  daher  auch  nach  vollbrachter  Drehung  die  Punkte  a 
und  (a')y  falls  diese  die  Projectionen  eines  und  desselben  Punktes  Ä 
im  Räume  darstellen  sollen,  durch  die  Bedingung  verknüpft  sein,  dass 
die  Verbindungslinien  ar  und  (a')(t)  in  einem  Punkte  m  von  X  zu- 
sammentreffen und  muss  dasselbe  auch  für  den  Fall  seine  Richtigkeit 
beibehalten,  wenn  r  und  (t)  in  unendlicher  Entfernung  liegen. 
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VIII.  Capitel. 
Monge's  Orthogonal-Projection^^). 

§.  282. 

Das  soeben  aufgestellte  Princip  ist  jenes,  welches  Monge  der 
von  ihm  herrQhrenden  einfachsten  und  fruchtbarsten  Form  der  Dar- 
stellung räumlicher  Gebilde  zugrunde  legte. 

Monge  wählt  die  beiden  Projectionsebenen  P  und  Q  (Taf.  XIX^ 
Fig.  247)  so,  dass  sie  aufeinander  wechselseitig  senkrecht  stehen  und 
projiciert  auf  beide  dieser  Ebenen  orthogonal,  nimmt  also  die  Projec- 
tionsstrahlen  s  sämmtlich  senkrecht  zu  der  Ebene  P  und  die  Projec- 
tionsstrahlen  s*  sämmtlich  senkrecht  zu  der  Ebene  Q  an. 

Der  getroffenen  Annahme  entsprechend,  steht  die  Ebene  der  bei- 
den Projectionsstrahlen  irgend  eines  Punktes  A  auf  den  Ebenen  P  und 
Q,  also  auch  auf  deren  Schnittlinie  X  selbst  senkrecht,  und  schneidet 
demnach  die  Ebenen  P  und  Q  beziehungsweise  in  den  Geraden  ma 
und  ma'y  welche  in  einem  Punkte  m  von  X  zusammentreffen,  gleich- 
zeitig aber  auch  auf  X  senkrecht  stehen. 

Nach  der  Drehung  von  Q  um  X  wird  demgemäß  die  Gerade 
m{a')  die  Verlängerung  von  ma  bilden  und  somit  die  Bedingung 
gefolgert  werden  können,  dass: 

107.  j^  Sollen  zwei  Punkte  a  und  (a')  der  Ebenen  P  und  (Q*) 
die  orthogonalen  Projectionen  eines  und  desselben  Punktes  im  Baume 
darstellen^  so  muss  deren  Verbindungsgerade  auf  der  Sehnittlinie  der 
Ebenen  P  und  Q  senkrecht  stehen.^ 

In  der  Folge  werden  wir,  der  Einfachheit  halber,  die  Klammern 
bei  jenen  Buchstaben,  welche  die  in  die  Zeichnungsfläche  umgel^ten 
Projectionen  bezeichnen,  weglassen,  so  dass  ein  accentuierter  Buch- 
stabe an  und  flQr  sich  schon  die  in  die  Zeichnungsfläche  gedrehte  Pro- 
jection  des  betreffenden  Punktes  im  Räume  darstellt. 

Die  beiden  Ebenen  P  und  Q  werden  die  ^Projectionsebenen^ 
und  zwar  P  die  „erste**  oder-die  „verticale  Projectionsebene'' 
und  Q  die  „zweite^  oder  „horizontale  Projectionsebene^ 
genannt. 

Letztere  Bezeichnung,  „?erticale  und  horizontale  Projectionsebene**, 
verdankt  ihren  Ursprung  der  gewöhnlichen  Lage,  die  man  diesen  Pro- 
jectionsebenen bei  Darstellung  technischer  Objecto  zu  geben  pflegt. 

Wir  werden  daher  in  der  Folge  die  erste  Projectionsebene  mit  J 
oder  V  und  die  letztere  als  die  horizontale  oder  zweite  Projections- 
ebene mit  II  oder  H  benennen. 
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Die  Schnittlinie  X  der  beiden  Frojectionsebenen  heißt  die 
„Grundlinie",  die  „Projectionsachse"  oder  auch  kurzweg  die 
„Achse". 

Weiters  werden  wir  consequent  die  „erste"  Projection  eines 
Punktes,  d.  i.  die  Projection  eines  Punktes  auf  die  Ebene  V  durch 
einen  einfachen  Buchstaben  a,  b,  c. . .  und  die  „zweite"  Projection 
desselben  Punktes  auf  die  Ebene  H  durch  den  nämlichen  Buchstaben, 
jedoch  mit  einem  Accent  oder  dem  Index  1  versehen,  also  mit  a',  b\ 
c',...  oder  auch  mit  a,,  6,,  c, ...  bezeichnen. 

Häufig  findet  man  Veranlassung,  von  einer  dritten  Projec- 
tionsebene  P  oder  K  (Taf.  XIX,  Fig.  248)  Gebrauch  zu  machen. 
Stellt  sich  besagte  Noth wendigkeit  heraus,  so  pflegt  man  die  letztere 
derart  zu  wählen,  dass  dieselbe  auf  V  und  H  gleichzeitig  senkrecht 
steht  und  diese  sodann  die  „dritte"  Projectionsebene,  die  „Profil-", 
die  „Kreuzriss-"  oder  auch  die  „Querrissebene"  zu  nennen. 

Dieselbe  schneidet  die  erste  oder  verticale  Projectionsebene  V  in 
einer  zur  Grundlinie  X  senkrechten  und  zwar  verticalen  Geraden  Z 
„der  sogenannten  Profilachse"  uud  die  zweite  Projectionsebene  H 
in  einer  gleichfalls  zur  Grundlinie  X  senkrechten,  horizontalen  Ge- 
raden Y.  Auch  diese  Ebene  P  resp.  K  denkt  man  sich,  behufs  Dar- 
stellung räumlicher  Gebilde  auf  einer  Ebene,  mit  allen  in  ihr  liegen- 
den Punkten  und  Geraden  um  die  Achse  Z  in  die  Ebene  F,  welche 
wir  als  Zeichnungsfläche  betrachten,  hineingedreht. 

Nach  der  Drehung  der  Ebenen  P  und  H  beziehungsweise  um  Z 
and  X  werden  die  beiden  Geraden  Z  und  F,  welche  man  beziehungs- 
weise die  „erste"  oder  „verticale"  und  die  „zweite"  oder  „hori- 
zontale Profilachse"  oder  „Kreuzrissachse"  nennt,  in  einer 
und  derselben  zur  Achse  X  senkrechten  Geraden  ZY^  (Taf.  XIX, 
Fig.  249  und  250)  vereinigt  erscheinen. 

§.  288. 

Betrachten  wir  nun  einen  beliebigen  Punkt  Ä  (Taf.  XIX,  Fig.  248) 
im  Baume  und  suchen  wir  den  Zusammenhang  seiner  Projectionen  a, 
a*  und  a"  in  Bezug  auf  die  Ebenen  F,  H  und  P. 

Die  Projectionsstrahlen  Aa  und  Aa'  bestimmen  eine  Ebene, 
welche  die  Ebenen  V  und  H  in  zwei  zur  Grundlinie  X  senkrechten 
Geraden  aa  und  a'a  schneiden.  Letztgenannte  Geraden  werden  nach 
der  Umlegung  von  H  in  die  Ebene  F,  in  eine  und  dieselbe  zur  Achse 
X  senkrechte    Gerade   aaa'   (Taf.    XIX,    Fig.  249)    zusammenfallen. 

Da  Aaaa*  ein  Rechteck  ist^  wird  Aa  =  a'a  und  Aa'  ==  aa, 
d.  h.  der  Abstand   der   ersten  oder  verticalen  (resp.  zweiten 
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oder  horizontalen)  Pröjection  eines  Punktes  von  der  Grund- 
linie X  gleich  dem  Abstände  dieses  Punktes  von  der 
zweiten  oder  horizontalen  (resp.  ersten  oder  verticalen)  Pro- 
jectionsebene. 

Die  durch  die  Projectionsstrahlen  Äa  und  Aa'*  bestimmte  Ebene 
Äa"ßcc  schneidet  die  Projectionsebenen  V  und  P  ebenfalls  in  zwei 
zur  ersten  Profilachse  Z  senkrechten  Geraden  aß  und  a"/S, 
welche,  nach  der  im  Vorhergehenden  angedeuteten  Umlegung  der  Ebene 
P,  in  eine  und  dieselbe  Gerade  aßa"  (Taf.  XIX,  Fig.  249)  fallen. 

Aus  dem  Bechtecke  Äaßa"  folgt,  dass 

Aa  =  a'*ß  und   Aa*'  =  aß, 
d.   h.:   Der   Abstand   eines   Baumpunktes   von    der   ersten 
(resp.    dritten)    Projectionsebene   ist    gleich    dem   Abstand 
seiner  dritten  (resp.  ersten)  Pröjection  von  der  ersten  Pro- 
filachse. 

Auf  ganz  gleichem  Wege  findet  man,  dass: 

J.a'  =  a*'y  und  Aa**z=a'y 
sei,  dass  also  die  Entfernung  eines  Baumpunktes  A  von  der 
zweiten  (resp.  dritten)  Projectionsebene  gleich  ist  dem  Ab- 
stände   seiner   dritten    (resp.   zweiten)    Pröjection   von    der 
zweiten  Profilachse. 

Da  die  Ebenen  H  und  P  um  zwei  verschiedene  Achsen  und 
zwar  beziehungsweise  um  X  und  Z  in  die  Yerticalebene  (Zeichnungs- 
fläche) umgelegt  werden,  so  ist  klar,  dass  die  Geraden  a'y  und  a"  y^ 
nach  der  Umlegung  nicht  zusammenfallen  können,  sondern  a'y  (Taf.  XIX, 
Fig.  249  und  250)  parallel  zu  X  und  a"y,  parallel  zu  Z  verbleibt. 

Die  drei  Strecken  Oa,  0/3,  Oy  werden  bekanntlich  die  „Coor- 
dinaten^  des  Punktes  A  genannt  und  pflegt  man  dieselben,  als  auf 
den  Achsen  X,  Y  und  Z  liegend,  beziehungsweise  mit  x^  y  und  e  zu 
bezeichnen. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  ein  Punkt  A  durch  die  Angabe 
der  drei  Coordinaten  Oa  =  a;,  Oß  =  z  und  Oy  =  y  vollkommen 
bestimmt  sei.  Bezeichneter  Punkt  ergibt  sich  nämlich  als  Schnitt- 
punkt derjenigen  drei  Ebenen,  deren  Abstände  von  den  Ebenen  F,  H 
und  P  den  Strecken  Oy  =  y]  Oß  -^  e  und  Oa  =  ic  gleich  sind. 

§.  284. 
Da  man  jedoch  die  Strecke  Oa:=x  auf  der  X-Achse  zu  beiden 
Seiten  von  0  auftragen  kann  und  das  Gleiche  auch  von  den  beiden 
anderen  Strecken  Oß  und  Oy  gilt,  so  zeigt  sich  bezüglich  der  Be- 
stimmung des  Punktes  A  eine  dreifache  Zweideutigkeit;  das  heisst 
es  gibt  2 . 2 . 2  =:  8  Punkte,  welche  drei  gegebenen  Coordinaten  a:,  y ,  e 
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entsprechen.  Wie  leicht  zu  ersehen,  fällt  je  einer  dieser  acht  Punkte 
in  einen  der  acht  verschiedenen  Räume,  welche  durch  die  drei  Pro- 
jectionsebenen  F,  H  und  P  bestimmt  werden. 

Um  diese  Unbestimmtheit  über  die  Lage  des  Punktes  zu  beheben, 
versieht  man  die  beiden  durch  den  Punkt  0  getrennten  unendlichen 
Strecken  der  Achsen  X,  F,  Z  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen. 

Nach  der  in  Taf.  XIX,  Fig.  248  angedeuteten  Bezeichnung  ge- 
langen die  horizontalen  Projectionen  jener  Punkte,  deren  y 
positiv  ist,  nach  der  ümlegung  der  Ebene  fi  um  X  unter  die  X-Achse 
und  jene,  welchen  infolge  ihrer  Lage  negative  y  zukommen,  über  die 
X-Achse. 

Die  Profilprojectionen  jener  Punkte,  welche  ein  positives 
(resp.  negatives)  y  besitzen,  liegen  nach  der  Drehung  rechts  (resp. 
links)  von  der  ersten  Profilachse  Z, 

Ferner  kommen  die  verticalen  Projectionen  jener  Punkte, 
welchen  beziehungsweise  ein  positives  oder  negatives  z  entspricht, 
nach  der  Umlegung  beziehungsweise  ober  oder  unter  die  X-Achse 
zu  liegen. 

Hiernach  bildet  sich  von  selbst  das  folgende  Schema  aus: 

X  =r  +  j  a  ober  X  und  links  von  Z 
1/  =  +  a'  unter  X  r?  n  t)  Z 
z  z=.  -\-\     a"  ober  X     d    rechts    n    Z 


a  unter  X  und  links  von  Z 


a"    7)       X     77   rechts    d 


Z 
Z 


X 

y 


-f-  I     a   ober   X  und  links  von  Z 

—  i     a*      71        X     n         77        n     Z 


z  =   + 


a 


II 


7? 
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z 
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y 

z 
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z 


4- 
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a  ober  X  und  rechts  von  Z 
a*  unter  X  7j  n  n  Z 
a"  ober  X    77         n       d    Z 


+  1     a  unter  X  und  links  von  Z 

—  \    a*  ober  X    77        n       Ji    Z 

—  I     a"  unter  X     n       77       77     ^ 


X 

y 
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—  I     a  unter  X  und  rechts  von  Z 
-f-/a'77      X77        77        ii    Z 
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X  =•  —  ]  a  ober  X  und  rechts  von  Z 
y  =-  —  la'j?  X77  w  V  Z 
^  =  +        a"    n      X    T)     links     r»    Z 


X  =  — 

y  =  — 

0  =  — 


a  unter  X  und  rechts  von  Z 
a'  ober  X  j^  r)  n  Z 
a**  unter  X    n     links     n    Z 


Nach  diesem  Schema  erkennt  man,  dass  ffir  den  in  Taf.  XIX, 
Fig.  249)  dargestellten  Punkt  A 

^  =  +;    y  =  +;    ^  =  + 

ist,  während  jenem  in  Taf.  XIX,  Fig.  250  dargestellten  Punkte  Ä,  die 

Coordinaten 

x  =  —;    y=+;     js  = — 
entsprechen. 

§.  285. 
Besondere  Lagen  eines  Panktes. 

Liegt  ein  Punkt  in  einer  der  Projectionsebenen ,  so  fallen  zwei 
seiner  Projectionen  in  jene  beiden  Coordinatenachsen ,  welche  diese 
Projectionsebene  enthält,  da  zwei  von  den  drei  durch  den  jeweiligen 
Punkt  zu  fahrenden  Projectionsstrahlen  ihrer  ganzen  Länge  nach  in 
der  genannten  Projectionsebene  liegen. 

Die  dritte  der  den  gegebenen  Punkt  bestimmenden  ProjectioQen, 
d.  i.  die  Projection  des  Punktes  auf  diejenige  Projectionsebene,  in 
welcher  der  Punkt  liegt,  W\t  mit  letzterem  selbst  zusammen. 

Liegt  also  beispielsweise  ein  Punkt  Ä  (Taf.  XIX,  Fig.  251)  in 
der  verticalen  Projectionsebene,  so  fällt  seine  verticale  Projection  a 
mit  Ä  zusammen,  die  horizontale  a^  dagegen  wird  in  der  X-Achse 
und  die  Profilprojection  a"  in  der  verticalen  Profilachse  Z  zu  suchen  sein. 

Ist  der  Punkt  Ä  (Taf.  XIX,  Fig.  252)  in  der  horizontalen 
Projectionsebene  gelegen,  so  stimmt  dessen  horizontale  Projection  a* 
mit  dem  gegebenen  Punkte  Ä  überein,  während  die  verticale  Projection 
a  desselben  in  die  X-Achse  und  die  Profilprojection  a''  in  die  horizon- 
tale Profilachse  Y  fällt. 

Wird  endlich  der  Punkt  A  (Taf.  XIX,  Fig.  253)  in  der  Kreuz- 
riss-  oder  Profil  ebene  angenommen^  so  fällt  dieser  mit  seiner  Profil- 
projection a^'  zusammen,  während  dessen  verticale,  respective  horizon- 
tale Projection  a  und  a'  beziehungsweise  in  die  verticale  und  hori- 
zontale Kreuzriss-  oder  Profilachse  Z  und  Y  zu  liegen  kommen. 

Befindet  sich  ein  Punkt  in  einer  der  drei  Coordinaten- 
achsen,    so  fallen  selbstverständlich   zwei  seiner  Projectionen,    und 
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zwar  die  Frojectionen  auf  jene  Ebenen  bezogen,  welche  die  betreffende 
Achse  enthalten,  mit  dem  Punkte  selbst  zusammen;  die  dritte  Pro- 
jection  ist  sodann  in  dem  Schnittpunkte  0  der  drei  Coordinatenachsen 
zu  suchen. 

In  dieser  Weise  sind  die  Punkte  Ä,  B  und  C  (Taf.  XIX,  Fig.  254), 
welche  beziehungsweise  in  den  Achsen  X,  Y  und  Z  liegen,  durch  ihre 
Projectionen  a,  a'  a";  6,  6',  6";  c,  c\  c**  dargestellt. 

Liegt  schließlich  der  darzustellende  Punkt  in  dem  Schnittpunkte 
0  der  drei  ProjectionsebeneU;  so  fallen  mit  diesem  alle  drei  Projec- 
tionen zusammen.  , 

§.  286. 

Nach  der  oben  eingeführten  Bezeichnung  können  die  Projectionen 
von  Punkten  auf  die  Ebenen  V  und  iL  (Taf.  XIX,  Fig«  248)  bezogen, 
nach  der  ümlegung  entweder  auf  die  nämliche  Seite  X  oder  auch  auf 
verschiedene  Seiten  der  X-Achse  fallen,  je  nachdem  den  Coordinaten 
ungleiche  oder  gleiche  Vorzeichen  zukommen. 

Sind  überdies  die  Coordinaten  e  =z  aa  und  y  =ia*  a  (Taf.  XIX, 
Fig. 255)  einander  gleich,  so  fallen,  nach  der  Umlegung,  die  beiden 
Projectionen  a  und  a*  entweder  zusammen  oder  sie  haben  eine  gegen 
die  X-Achse  symmetrische  Lage. 

Der  erstere  Fall  tritt  dann  ein,  wenn  aa  und  a'a  ungleiche 
Vorzeichen  besitzen,  der  letztere  (Taf.  XIX,  Fig.  256)  dagegen  dann, 
wenn  diesen  Abständen  gleiche  Vorzeichen  entsprechen. 

Da  nun  bekanntlich  die  Coordinaten  aa  und  a'a  immer  gleich 
den  Abständen  des  Punktes  A  von  den  Projectionsebenen  H  und  V 
sind,  so  folgt  aus  der  Gleichheit  der  ersteren  auch  die  Gleichheit  der 
letzteren.  Der  betreffende  Punkt  liegt  sodann  in  einer  der  beiden 
Ebenen,  welche  die  von  den  Projectionsebenen  V  und  H  einge- 
schlossenen rechten  Winkel  halbieren. 

Bezeichnet  man  diejenige  der  Winkelhalbierenden  Ebenen, 
deren  Coordinaten  ungleiche  Zeichen  haben,  als  die  „erste  Hal- 
bierebene" mit  Hy^  und  die  andere,  deren  Coordinaten  gleich  be- 
zeichnet sind,  als  „zweite  Halbierebene"  mit  H^^  so  folgt  der  Satz: 

108.  Die  VerticaU  und  Horuontalprojedion  eines  jeden  in  der 
ersten  Halbierebene  fl,  liegenden  Punktes  decken  sich  nach  der  £7m- 
legung]  die  VerticaU  und  Horizontalprojection  eines  jeden  in  der 
zweiten  Halbierebene  H^  liegenden  Punktes  sind  gegen  die  Grund- 
linie  X  symmetrisch  gelegen. 

Analoge  Beziehungen,  wie  die  soeben  in  betreff  von  F,  H,  H^ 
und  H^  erörterten,  gelten  selbstverständlich  auch  in  Bezug  der  Hai- 
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bierebenen  jener  Winkel,    welche   die  Ebenen    V  und  P,    resp.  die 
Ebenen  H  und  P  miteinander  einschließen. 

§.  287. 
DarBtelInng  der  Geraden. 

Da  eine  Gerade  durch  zwei  Punkte  bestimmt  ist,  wird  sie  auch 
räumlich  als  vollkommen  festgestellt  zu  betrachten  sein,  wenn  man 
die  Projectionen  a,  a*  und  6,  h'  (Taf.  XIX,  Fig.  257)  zweier  ihrer 
Punkte  kennt. 

Die  Orthogonal-Projectionen  der  Geraden  AB  im  Räume  auf  die 
Ebenen  V  und  H  sind  selbst  wieder  Gerade ,  welche  beziehungsweise 
durch  die  Punkte  a  und  h  resp.  durch  a'  und  6'  gehen  müssen.  Eine 
Gerade  wird  also  in  der  orthogonalen  Projection  durch  die  Ver- 
bindungslinien l  und  l*  der  Projectionen  zweier  ihrer 
Punkte  dargestellt. 

Dass  die  Projectionen  ab,  a'b* ,  a'*b"  einer  Geraden  AB  im 
fiaume  nur  wieder  Gerade  sein  können,  geht  übrigens  auch  aus  dem 
Umstände  hervor,  dass  eine  Ebene  eine  zweite  Ebene  nur  nach  einer 
Geraden  schneiden  könne.  Denkt  man  sich  nämlich  durch  AB  und 
durch  die  den  Punkt  A  zur  verticalen  Ebene  V  projicierende  Gerade 
Aa  oder  auch  durch  Aa  und  Bb  eine  Ebene  gelegt,  so  wird  diese 
„vertical  projicierende  Ebene"  die  Verticalebene  V  iu  einer 
Geraden  ab  schneiden,  welche  die  Projection  von  AB  darstellt.  Ganz  in 
gleicher  Weise  lässt  sich  durch  Vertauschung  von  ab  mit  a'b'  oder 
a"b"  und  durch  Verwechslung  von  V  mit  H  und  P  das  Gesagte  auch 
auf  die  horizontale  und  Profil-Projection  ausdehnen. 

Es  ist  ferner  klar,  dass  eine  Gerade  L  durch  ihre  Projec- 
tionen l  und  V  vollkommen  bestimmt  ist.  Denn  nimmt  man 
in  l  zwei  beliebige  Punkte  a  und  b  an,  welche  als  die  Verticalprojec- 
tionen  zweier  Punkte  A  und  P,  deren  Horizontalprojectionen  a'  und  6' 
in  V  liegen,  anzusehen  sind,  so  sind  hiedurch,  nach  Früherem,  zwei 
Punkte  A  und  B  im  Räume  und  folglich  auch  deren  Verbindungs- 
linie, welche  die  durch  l  und  l'  gegebene  Gerade  L  vorstellt,  voll- 
kommen unzweideutig  bestimmt.  Diese  Darstellungsweise  ist  für  alle 
Fälle  ohne  jedwede  Ausnahme  giltig. 

§.  288. 
DurGhstoßponkte  von  Greraden  mit  den  Projectionsebenen. 

Besonders  wichtig  sind  jene  Punkte  einer  Geraden,  in  welcher 
diese  die  Projectionsebenen  trifft. 

Um  den  Schnittpunkt  (vv')  einer  durch  ihre  Projectionen  (11) 
(Taf.  XIX,  Fig.  258)  dargestellten  Geraden  L  mit  der  ersten  (verti- 
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calen)  Frojectionsebene  zu  bestimmen,  hat  man  bloß  zu  berück- 
sichtigen, dass  die  horizontale  Projection  v'  dieses  Schnittpunktes,  als 
eines  (in  der  verticalen  Frojectionsebene  liegenden)  Punktes  in  der 
Grundlininie  X  liegen  müsse. 

Nachdem  aber  besagter  Schnittpunkt  mit  der  Yerticalebene,  so- 
wohl dieser  letzteren  als  auch  der  Oeraden  selbst  und  somit  dessen 
horizontale  Projection  auch  der  horizontalen  Projection  V  der  Geraden 
angehören  muss,  wird  man  diese  bloß  mit  der  Grundlinie  X  zum 
Schnitte  zu  bringen  haben,  um  in  v'  die  horizontale  Projection  des 
Schnittpunktes  der  Geraden  L  mit  der  verticalen  Frojectionsebene  zu 
erhalten. 

Die  Verticalprojection  v  des  besagten  Punktes  wird  selbstver- 
ständlich in  der  verticalen  Projection  Z  der  Geraden  und  in  der  im 
Pimkte  v'  zur  Grundlinie  errichteten  Senkrechten,  also  im  Schnitte  v 
von  l  mit  vv'  zu  suchen  sein. 

Den  so  bestimmten  Punkt  v  wollen  wir  den  ^verticalen 
Durchstoßpunkt"  oder  die  „erste  Spur"  der  Geraden  (MO  nennen. 

In  analoger  Weise,  durch  bloße  Verwechslung  der  Verticalebene 
mit  der  Horizontalebene  und  umgekehrt  findet  man  den  Punkt  h'  als 
den  Schnittpunkt  der  Geraden  mit  der  horizontalen  Frojectionsebene. 

Diesen  Punkt  /*',  welcher  sowohl  der  Geraden  {IV) y  als  auch  der 
Horizontalebene  IT  angehört,  pflegt  man  den  „horizontalen  Durch- 
stoßpunkt" oder  die  „zweite  Spur"  der  Geraden  {W)  zu 
heißen. 

Was  endlich  den  Schnittpunkt  der  Geraden  {II')  mit  der  Profil- 
ebene, den  „Profil-Durchstoßpunkt"  oder  die  „dritte  Spur"  der 
Geraden  anbelangt,  ist  zu  bemerken,  dass  die  verticale  Projection  k 
desselben  in  der  verticalen  Profilachse  Zy  die  horizontale  Projection  k' 
des  bezeichneten  Punktes  in  der  horizontalen  Profilacbse  Yzu  suchen 
sei  und  dass  somit  auch  dessen  Kreuzriss-Projection  in  k'*  unzweifelhaft 

bestimmt  ist. 

§.  289. 
Besondere  Lagen  von  Geraden. 

Bei  dieser  Art  von  orthogonaler  Projection  gibt  es  zahlreiche 
besondere  Lagen  einer  Geraden  gegen  die  Projections- 
ebenen,  die  wir  nun  mit  der  Bemerkung,  dass  in  diesem  Umstände 
auch  ein  eigenthümlicher  Vortheil  dieser  Methode  für  gewisse  Fälle 
liege,   in  aller  Kürze  skizzieren  wollen. 

Ist  eine  Gerade  L  (Taf.  XIX.  Fig.  258)  gegen  beide  Projections- 
ebenen  unter  beliebigen  Winkeln  geneigt,  so  gilt  dasselbe  auch  von 
deren  Projectionen  l  und  V  in  Bezug  auf  die  Grundlinie  oder  die 
Frojectionsachse. 
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Ist  die  Gerade  L  zu  der  einen  Projectionsebene,  etwa  zur  hori- 
zontalen Ebene  parallel,  so  haben  alle  ihre  Punkte  von  derselben 
einen  gleichen  Abstand;  es  wird  folglich  das  Gleiche  auch  von  den 
Abständen  ihrer  verticalen  Projectionen  von  der  Grundlinie  und  ihren 
Profilprojectionen  von  der  zweiten  (horizontalen)  Profilachse  Y  gelten. 

Die  verticale  Projection  l  (Taf.  XIX,  Fig,  259)  der  Geraden  L 
ist  somit  parallel  zur  Grundlinie  X,  die  Profilprojection  V*  ist  parallel 
zur  zweiten  Profilachse  Y  und  beide  Projectionen  finden  sich  in  glei- 
chen Abständen  von  den  betreffenden  Achsen  vor,  während  die  hori- 
zontale Projection  V  eine  gegen  die  Grundlinie  von  der  Neigung  der 
Geraden  gegen  die  Yerticalebene  abhängige  Lage  hat. 

Ist  die  Gerade  L  parallel  zur  verticalen  Projections- 
ebene,  so  besitzt  ihre  verticale  Projection  l  (Taf.  XIX,  Fig.  260) 
gegen  die  Grundlinie  X  eine  von  der  Neigung  der  Geraden  L  gegen 
die  horizontale  Projectionsebene,  abhängige  Lage;  die  horizontale  Pro- 
jection V  dagegen,  sowie  die  Profilprojection  V  erscheinen  in  gleichen 
Abständen  und  beziehungsweise  parallel  zur  Grundlinie  X  und  zur 
verticalen  Profilachse  Z. 

Ist  die  Gerade  L  parallel  zur  Profilebene,  so  hat  deren 
Profilprojection  V'  (Taf.  XIX,  Fig.  261)  gegen  die  Profilachsen  Z 
und  Y  eine  von  ihrer  Neigung  gegen  die  Projectionsebenen  Fund  R 
abhängige  Lage,  während  sich  deren  Yerticalprojection  l  und  deren 
Horizontalprojection  V  in  gleichen  Abständen,  beziehungsweise  parallel 
zur  ersten  und  zweiten  Profilachse  darstellen.  Die  beiden  letztgenannten 
Projectionen  fallen  sodann  in  eine  und  dieselbe  zur  Grundlinie  X 
senkrechte  Gerade. 

Unter  den  verschiedenen,  zu  einer  Projectionsebene  pa- 
rallelen Geraden  sind  besonders  jene  hervorzuheben,  die  gleich- 
zeitig auf  einer  anderen  Projectionsebene  senkrecht 
stehen. 

Diesfalls  ist  bereits  bekannt,  dass  die  orthogonalen  Projectionen 
aller  Punkte  einer  Geraden,  welche  zu  einer  Projectionsebene  senkrecht 
steht,  auf  dieser  Ebene  in  einem  und  demselben  Punkte,  welcher  so- 
dann auch  die  Projection  dieser  Geraden  vorstellt,  vereinigt  sind. 

Steht  nun  eine  Gerade  senkrecht  auf  der  horizontalen 
Projectionsebene,  so  reduciert  sich  ihre  Horizontalprojection  auf 
einen  Punkt  Z',  während  ihre  Yerticalprojection  J,  sowie  ihre  Kreuz- 
rissprojection  V*  (Taf.  XIX,  Fig.  262)  parallel  zur  verticalen  Profil- 
achse Z  ist. 

Die  Yerticalprojection  l  (Taf.  XIX,  Fig.  263)  einer  zur  Yertical- 
ebene   senkrechten    Geraden    ist   ein  Punkt;    die  Horizontal- 
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projection  l'  und  die  Profilprojection  Z"  sind  Gerade,  welche  zur  hori- 
zontalen Profilachse  Y  resp.  F,  parallel  sind. 

Wenn  endlich  eine  Gerade  zur  Ereuzrissebene  senkrecht 
steht,  so  ist  deren  Kreuzrissprojection  Z"  (Taf.  XIX,  Fig.  264)  ein 
Punkt;  die  Vertical projection  {,  sowie  die  Horizontalprojection  {'  sind 
parallel  zur  Grundlinie  X. 

Ist  eine  Gerade  zu  einer  Ebene  parallel ,  so  gilt  ohne  Ausnahme 
die  Regel,  dass  sie  zu  ihrer  Orthogonal-Projection  auf  diese  Ebene 
parallel  ist.  Denn  sind  A  und  B  (Taf.  XIX,  Fig.  265)  zwei  Punkte 
der  Geraden  Z,  a  und  b  deren  Projectionen  auf  die  Ebene  P,  so  ist, 
wenn  die  Gerade  L  zu  P  parallel  läuft,  offenbar  aÄ^-bB  und  mithin 
wie  aus  dem  Parallelogramme  abBA  zu  ersehen,  auch  ab  parallel 
zu  AB, 

Wenn  ein  Punkt  in  einer  der  Projeciionsebenen  liegt,  so  fällt, 
wie  bereits  nachgewiesen,  seine  Ortbogonalprojection  auf  dieser  Ebene 
mit  dem  Originale  zusammen.  Die  Projectionen  des  Punktes  auf  den 
beiden  anderen  Ebenen  liegen  sodann  in  jenen  Coordinatenachsen, 
welche  diese  Ebenen  mit  der  ersteren  Ebene  bestimmen. 

Liegt  nun  eine  Gerade  in  einer  der  Projectionsebenen 
so  gilt  das  Gleiche  von  allen  ihren  Punkten ;  die  Gerade  fällt  also  mit 
ihrer  Projection  auf  diese  Ebene  zusammen.  Die  beiden  anderen  Pro- 
jectionen liegen  in  jenen  Achsen,  in  welchen  die  genannte  Projections- 
ebene  von  den  beiden  anderen  geschnitten  wird.  Derartige  Geraden 
l\  l  und  V*f  welche  beziehungsweise  in  der  horizontalen,  verticalen  oder 
in  der  Kreuzrissebeue  liegen,  sind  in  Taf.  XIX,  Fig.  266,  267  und 
268  dargestellt. 

Schneidet  eine  Gerade  eine  der  Projectionsachsen, 
so  fällt  der  jeweilige  Schnittpunkt  mit  seinen  Projectionen  auf  jene 
Ebenen,  welche  diese  Achse  bestimmen,  zusammen;  es  werden  daher 
auch  die  Projectionen  der  Geraden  in  Bezug  auf  die  genannten  zwei 
Ebenen  in  diesem  Punkte  der  Achse  zusammentreffen.  Geraden,  welche 
beziehungsweise  die  Grundlinie  X,  die  verticale  Achse  Z  und  die  hori- 
zontale Projectionsachse  Y  treffen ,  erscheinen  in  Taf.  XIX,  Fig.  269, 
170  und  271  v  ersinnlicht. 

Weitere  besondere  Lagen  von  Geraden  gegen  die  Projections- 
ebenen werden  in  der  Folge  Berücksichtigung  finden. 

§.  290. 

Darstellung  einer  Ebene.  Besondere  Lagen  einer  Ebene  gegen  die 

Projectionsebenen. 

Eine  Ebene  im  Saume  ist  durch  zwei  in  ihr  liegende  Geraden 
Yollkommen  bestimmt. 
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Es  würde  daher  auf  Grund  dessen  genügen,  die  Projectionen  von 
irgend  zwei  der  Ebene  angehörenden  Geraden,  welche  sich  in  einem 
Punkte  schneiden  oder  auch  zu  einander  parallel  sind,  anzugeben; 
es  ist  jedoch  selbst7erständlich,  dass  man,  einige  AusnahmsföUe  ab- 
gerechnet, behufs  der  projecti tischen  Darstellung  der  Ebene  nicht  zwei 
ganz  beliebige  Geraden  derselben  benützen ,  sondern  vielmehr  unter 
allen  den  verschiedenen  in  der  Ebene  liegenden  Geraden  zwei  derartige 
Geraden  wählen  wird,  welche  vermöge  ihrer  besonderen  Bezie- 
hung zu  den  Projectionsebenen  die  vorzunehmenden  Construc- 
tionen  möglichst  vereinfachen  helfen. 

Zwei  Geraden  der  Ebene,  welche  der  vorstehenden  Anforderung 
entsprechen,  sind,  wie  die  Folge  lehren  wird,  die  Schnittlinien  der  jeweilig 
darzustellenden  Ebene  mit  den  betreffenden  Projectionsebenen.  Diese 
Geraden,  welche  sowohl  der  gegebenen  Ebene,  als  auch  den  Projections- 
ebenen eigen  sind,  nennen  wir  die  „Traoen**  oder  „Spuren''  der 
darzustellenden  Ebene.  Die  Schnittlinie  der  Ebene  mit  der  verticalen 
Projectionsebene  heißen  wir  überdies  die  „verticale  Trace"  oder 
die  „Verticalspur**,  und  jene  der  horizontalen  Projectionsebene 
mit  der  darzustellenden  Ebene  die  „horizontale  Trace^  oder  die 
„Horizontalspur^  der  letzteren.  Ebenso  wird  auch  die  Profilebene 
von  der  gegebenen  Ebene  in  einer  Geraden  geschnitten,  welche  man 
die  „Kreuzrisstrace**  oder  die  „Profilspur"  der  Ebene  nennt. 

Durch  irgend  zwei  von  diesen  Tracen  wird  die  Ebene 
räumlich  vollständig  bestimmt. 

Da  die  genannten  drei  Tracen  sämmtlich  in  der  darzustellenden 
E  bene  liegen  ,  so  müssen  sich  je  zwei  derselben  in  einem  Punkte 
schneiden. 

Ist  also  E  (Taf.  XIX,  Fig.  272)  irgend  eine  beliebige  Ebene, 
welche  die  Projectionsebenen  F,  H  und  P  beziehungsweise  in  den 
Geraden  £« ,  Eu  und  Ek  schneidet,  so  ist  klar,  dass  sich  die  Geraden 
Ep  uod  Eh  in  einem  Punkte  x  treffen  müssen,  welcher  gleichzeitig  auch 
den  beiden  Ebenen  V  und  U  angehört,  also  in  der  Schnittlinie  dieser 
beiden  Ebenen,  d.  i.  in  der  Grundlinie  X  liegen  muss. 

Auf  gleiche  Weise  lässt  sich  darthun  uod  aus  dem  Gesagten 
folgern,  dass  sich  die  Tracen  E,  und  Ek  in  einem  Punkte  js  der  ver- 
ticalen Protilachse  Z  und  die  Tracen  Ek  und  Ek  in  einem  Punkte  y 
der  horizontalen  Profilachse  Y  schneiden  müssen. 

Diese  Thatsache  gibt  gleichzeitig  die  Mittel  an  die  Hand,  wie 
man  ohneweiters  aus  zwei  gegebenen  Tracen  die  dritte  Trace  con- 
structiv  abzuleiten  vermag. 
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Setzen  wir  beispielsweise  voraus,  es  sei  E,  (Taf.  XIX,  Fig.  273) 
die  yerticale  und  Eh  die  horizontale  Trace  einer  Ebene  E,  und  es 
sollte  die  (umgelegte)  Profiltrace  Et  ermittelt  werden. 

Der  Punkt  ^,  in  welchem  die  Verticaltrace  E^  die  verticale  Pro- 
filachse Z  schneidet,  gehört  nach  dem  Vorhergehenden  sowohl  der 
Trace  Ev  als  auch  der  zu  suchenden  Profiltrace  Ek  an,  und  da 
dieser  Punkt  bei  ümlegung  der  Kreuzrissebene  um  Z  in  die  Zeich- 
Dungsfläche  ungeäudert  bleibt,  auch  der  umgelegten  Ereuzrisstrace. 
Ebenso  trifi't  die  horizoutale  Trace  Eh  die  horizontale  Profilachse  Y 
in  einem  Punkte  y^  welcher  so  wie  z  ebenfalls  der  Ereuzrisstrace  Ek 
angehört.  Dieser  Punkt  y  gelangt  nach  der  Umlegung  der  Ereuzriss- 
ebene  um  Z,  wobei  y  einen  Ereisbogen  vom  Badius  Oy  =-  Oy^  durch- 
läuft, in  die  umgelegte  horizontale  Profilachse  Y^^  welche  bekanntlich 
mit  der  Grundlinie  X  in  eine  Gerade  fallt.  Die  umgelegte  Profiltrace 
Eit  erhält  man  sodann  als  Verbindungslinie  der  Punkte  z  und  y^. 

Es  bedarf  wohl  keiner  besonderen  Ausführung,  dass  eine  bloße 
Umkehrung  der  Operationen  zur  Bestimmung  von  E^^  aus  Eh  und  Eu 
oder  zur  Bestimmung  von  Eh  aus  J?«  und  E^  führt. 

§.  291. 
Specielle  Lagen  von  Ebenen. 

Eine  Ebene  von  allgemeiner  Lage,  d.  h.  eine  Ebene,  welche 
mit  den  drei  Projectionsebenen  irgend  welche  Winkel  einschließt,  be- 
sitzt Tracen,  welche  ebenfalls  unter  irgend  welchen,  jedoch  von  der 
Lage  der  Ebene  gegen  die  Projectionsebenen  abhängigen  Winkeln  gegen 
die  Achsen  geneigt  sind. 

Die  speciellen  Lagen  einer  Ebene  gegen  die  Projections- 
ebenen hingegen  zeichnen  sich  durch  Tracen  aus^  welche,  so  wie  die 
Ebenen,  besondere  Lagen  gegen  die  Projectionsachse  besitzen. 

Eine  E&ene  JE,  Eh  (Taf.  XIX,  Fig.  274),,  welche  zur  Ver- 
ticalebene  senkrecht  steht,  besitzt  eine  Verticalspur  JE^v,  welche 
selbstverständlich,  je  nach  der  Lage  der  Ebene,  irgend  eine  Neigung 
gegen  die  Grundlinie  X  annehmen  wird.  Die  Horizontaltrace  Eh  hin- 
gegen muss  auf  der  Grundlinie  X  senkrecht  stehen. 

Die  Bichtigkeit  dieser  Behauptung  geht  aus  der  folgenden  ein- 
fachen Betrachtung  hervor.  Die  Ebene  E  und  die  Horizontalebene  H 
stehen  auf  der  Verticalebene  V  senkrecht;  ihr  Schnitt  Eht  das  ist  die 
Horizontaltrace  der  Ebene  E^  muss  demnach  auf  der  Verticalebene, 
imd  mithin  auf  allen  in  dieser  Ebene  durch  den  Schnittpunkt  x  von  Eh 
mit  der  Verticalebene  gezogenen  Geraden,  zu  welchen  naturgemäß  auch 
die  Grundlinie  X  gehört,  senkrecht  stehen. 
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In  gleicher  Weise  kann  auch  nachgewiesen  werden,  dass  die 
Prötiltrace  Em  dieser  Ebene  E  auf  der  verticalen  Profilachse  Z  senk- 
recht steht. 

Dies  ergibt  sich  übrigens  auch  auf  constructivem  Wege,  wenn 
man  unmittelbar  aus  Ev  und  Eh  die  Profiltrace  Et  ableitet.  Man 
hat  zu  diesem  Zwecke  den  unendlich  fernen  Schnittpunkt  y°^  von  Y 
und  Ek  in  die  umgelegte  Achse  Yq  zu  übertragen.  Der  gedrehte 
Punkt  y"^  ist  dann  ebenfalls  unendlich  weit  entfernt ,  woraus  direct 
folgt,  dass  Ek  parallel  zu  Yf^,  d.  h.  senkrecht  zu  Z  sei. 

Ist  eine  Ebene  E^Eh  senkrecht  zur  horizontalen  Pro- 
jectionsebene,  so  ist  ihre  horizontale  Trace  Eh  beliebig  gegen  die 
Grundlinie  geneigt,  während  die  verticale  Trace  E„  (Taf.  XIX,  Fig.  275) 
senkrecht  zur  Grundlinie  X  uod  die  Profiltrace  senkrecht  zur  horizon- 
talen Profilachse  F^  sein  wird.  Der  Nachweis  hiefar  ist  ein,  dem  im 
vorhergehenden  Falle  gelieferten,  analoger. 

Steht  endlich  eine  Ebene  auf  der  Kreuzrissebene  senk- 
recht, so  hat  ihre  Kreuzrisstrace  Ek  (Taf.  XIX,  Fig.  276)  eine  durch 
die  Lage  der  Ebene  E  gegen  die  Ebenen  V  und  H  bedingte  Lage, 
während  die  Verticaltrace  E^  und  die  Horizontaltrace  Eh  beziehungs* 
weise  zur  verticalen  und  horizontalen  Profilachse  senkrecht  stehen  oder, 
was  dasselbe  ist,  beide  uotereinander  und  zur  Grundlinie  X  pa- 
rallel sind. 

Ist  eine  Ebene  E  parallel  zu  einer  der  Projections- 
ebenen,  steht  also  die  Ebene  E  auf  zwei  Projectionsebenen  zugleich 
oder  auf  ihrem  gegenseitigen  Schnitte,  d.  i.  auf  einer  der  Projec- 
tionsachsen  senkrecht,  so  schneidet  die  Ebene  E  jene  Projee- 
tionsebene,  zu  welcher  sie  parallel  ist,  in  unendlicher  Ferne;  sie  besitzt 
also  auf  derselben  keine  eigentliche  Trace. 

Die  Tracen  der  Ebene  E  auf  den  beiden  anderen  Projections- 
ebenen sind  sodann  parallel  zu  den  bezüglichen  Projectionsachsen,  nach 
welchen  diese  Projectionsebenen  durch  die  erstgenannte  Projections- 
ebene  geschnitten  werden. 

Die  Richtigkeit  des  Gesagten  erhellt  aus  dem  Umstände,  dass 
parallele  Ebenen  von  einer  dritten  Ebene  stets  in  untereinander  pa- 
rallelen Geraden  getroffen  werden. 

So  sind  beispielsweise  in  Taf.  XIX,  Fig.  277,  278  und  279 
Ebenen  dargestellt,  welche  beziehungsweise  zur  horizontalen,  zur  ver- 
ticalen und  zur  Profilebene  parallel  laufen. 

Wenn  endlich  eine  Ebene  durch  eine  der  Coordinaten- 
achsen  selbst  geht,  so  vereinigt  diese  Achse  zwei  von  den  Tracen 
in  sich ,    und   zwar   die  Tracen   auf  jenen   beiden  Projectionsebenen, 


289 

welche  diese  Achsen  als  Schnitte  ergeben.  Die  Trace  auf  der  dritten 
Ebene  geht  sodann  offenbar  durch  den  Punkt  0,  in  welchem  sich  die 
Coordinatenachsen  schneiden. 

Ebenen,  welche  beziehungsweise  durch  die  Grundlinie  X,  durch 
die  verticale  Profillinie  Z  und  durch  die  horizontale  Profillinie  Y  hin- 
durchgehen, sind  in  Taf.  XIX,  Fig.  280,  281  und  282  vergegen- 
wärtigt. 

Geht  schließlich  die  Ebene  Tl  durch  den  Schnittpunkt  0  der 
drei  Coordinatenachsen  ,  so  gehen  alle  drei  Tracen  Eh,  E^  und  Ek 
durch  diesen  nämlichen  Punkt.  Die  Art  und  Weise,  wie  in  diesem  Falle 
aus  zwei  gegebenen  Tracen  die  dritte  Trace  abgeleitet  wird ,  behalten 
wir  einer  späteren  Betrachtung  vor. 

A.  Projectivische  Beziehungen  zwischen  Punict,  Gerade  und  Ebene. 

§.  292. 

Wir  betrachten  in  diesem  Theile,  ebenso  wie  bei  den  bereits  be- 
sprochenen Projectionsarten ,  zunächst  jene  Beziehungen ,  welche  bloß 
die  gegenseitige  Lage  von  Punkt,  Gerade  und  Ebene  zum  Gegen- 
stände haben,  ohne  auf  die  dabei  auftretenden  Winkel-  und  Längen- 
größen Rücksicht  zu  nehmen.  Ausnahmsweise  ziehen  wir  jedoch  hier 
auch  die  im  Vorhergehenden  bereits  behandelten  speciellen  Lagen  von 
Geraden  und  Ebenen,  sowie  auch  die  ümlegung  der  Profilebene  um 
die  verticale  Profilachse  in  das  Bereich  unserer  derzeitigen  Betrach- 
tungen. 

Da  die  Projectionen  fiiner  Geraden  die  Projectionen  aller  Punkte 
dieser  Geraden  enthalten,  so  ergibt  sich  unmittelbar  das  Kriterium 
für  die  Incidenz  von  Punkt  und  Gerade. 

Ein  orthogonal  dargestellter  Punkt  wird  nämlich  in  einer  ortho- 
gonal dargestellten  Geraden  liegen,  wenn  dessen  Projectionen  in  den 
gleichnamigen  Projectionen  der  Geraden  sich  vorfinden. 

Zwei  Geraden,  welche  sich  schneiden,  haben  einen  Punkt, 
„den  Schnittpunkt",  gemeinschaftlich.  Die  Projectionen  dieses 
Punktes  müssen  nach  dem  Vorhergehenden  in  den  Projectionen  der 
beiden  Geraden,  also  im  Schnittpunkte  der  gleichnamigen  Projectionen 
dieser  Geraden  liegen. 

Die  durch  ihre  Projectionen  dargestellten  Geraden  (i,  V)  und  (Z,  V) 
(Taf.  XX,  Fig.  283),  werden  sich  demnach  nur  dann  schneiden, 
wenn  die  Schnittpunkte  a  und  a'  der  gleichnamigen  Projectionen  /, 
A  und   l\  V  als  Projectionen   eines  und    desselben  Punktes    betrachtet 
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werden  können,  wenn  also  deren  Verbindungslinie  aa*  zur  Grundlinie  X 
senkrecht  steht. 

Wird  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  ist  (wie  in  Taf.  XX, 
Fig.  284),  die  Yerbindungsgerade  ah  der  Schnittpunkte  der  Projectionen 
nicht  senkrecht  zu  der  betreffenden  Projectionsachse,  so  haben  die 
Geraden  (AAO  und  Q^V)  keinen  gemeinschaftlichen  Punkt;  die  Geraden 
(AX')  und  Q^V)  sind  somit,  trotzdem  sich  deren  Projectionen  X  und  Z, 
If  und  V  beziehungsweise  in  a  und  h  treffen,  nicht  sich  schnei- 
dende, sondern  bloß  „kreuzende'^  Geraden. 

Als  besonderer  Fall  sich  schneidender  Geraden  sind  parallele 
Geraden  anzusehen,  d.  h.  Geraden  (AA'),  (H')  (Taf.  XX,  Fig.  285), 
deren  Schnittpunkt  in  unendliche  Entfernung  fällt.  Die  orthogonalen 
Projectionen  dieses  unendlich  fernen  Punktes  liegen  somit  selbst  im 
Unendlichen  oder  mit  anderen  Worten  die  gleichnamigen  Pro- 
jectionen zweier  parallelen  Geraden  sind  gleichfalls  unter- 
einander parallel. 

§.  293. 

Liegt  eine  Gerade  L  in  einer  Ebene  E  und  man  schneidet  beide 
durch  eine  zweite  Ebene  e,  so  wissen  wir,  dass  der  Schnittpunkt  der 
Geraden  L  mit  der  Ebene  6  in  der  Schnittlinie  der  Ebene  e  mit  der 
erstgenannten  Ebene  J?  liegen  müsse. 

Wenden  wir  dieses  bereits  festgestellte  fiesultat  auf  die  ortho- 
gonale Projection  an,  so  heißt  dies  nichts  anderes,  als  dass  der  Ver- 
ticaldurchstoßpunkt  einer  in  einer  Ebene  liegenden  Geraden  in  der 
Verticaltrace  dieser  Ebene,  der  horizontale  Durchstoßpunkt  hingegen 
in  der  horizontalen  Trace  und  der  Profildurchstoßpunkt  in  der  Profil- 
trace  der  Ebene  liegen  muss. 

Hieraus  folgt  auch,  dass,  wenn  eine  Ebene  durch  zwei  Tracen 
J5„  und  Eh  (Taf.  XX,  Fig.  286)  gegeben  vorliegt,  nur  die  eine 
Projection  der  in  dieser  Ebene  liegenden  Geraden  willkürlich  an- 
genommen werden  kann,  die  andere  Projection  hingegen  durch  die 
erstere  bereits  bedingt  und  bestimmt  erscheint. 

Wählen  wir  beispielsweise  die  beliebige  Gerade  l  als  Vertical- 
projection  einer  in  der  Ebene  E^E^,  liegenden  Geraden  i,  so  wird 
diese  Gerade  l  die  Verticaltrace  E^  in  einem  Punkte  v  treffen,  welcher, 
der  vorhergehenden  Bedingung  zufolge,  den  verticalenDurchstoß- 
punkt  der  Geraden  darstellen  wird.  Die  horizontale  Projection  v' 
dieses  in  der  Verticalebene  liegenden  Punktes  v  ist  demgemäß  in  der 
Grundlinie  zu  suchen.  Ferner  repräsentiert  der  Punkt  ä,  in  welchem  l  die 
Grundlinie  X  trifft,  gleichzeitig  die  verticale  Projection  des  hori- 
zontalen Durchstoß  Punktes   der  Geraden,  dessen  horizontale 
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ProjectioD  h*  den  horizontalen  Durchstoßpunkt  der  Geraden  L 
darstellend,  in  der  Horizontaltrace  Eh  liegen  muss,  da  die  Gerade  L 
in  der  Ebene  E  liegt  und  diese  die  Projectionsebenen  Fund  jETnur  dort 
treffen  kann,  wo  die  Schnittlinien  E„  und  Eh  der  Ebene  E  mit  V  und  H 
von  der  Geraden  L  geschnitten  werden. 

Wir  erhalten  auf  diese  Weise  zwei  Punkte  v'  und  h'  der  hori- 
zontalen Projection  V  der  Geraden  L,  welche  mitsammen  verbunden 
die  horizontale  Projection  v'h'  der  in  der  Ebene  JE^  liegenden  Geraden 
[U')  bestimmen. 

Ein  ähnlicher  Vorgang  würde  zu  beobachten  sein,  wenn  Ehy  Ep  und 
die  horizontale  Projection  V  der  Graden  L  gegeben  wäre,  und  man  die 
verticale  Projection  {  der  Geraden  L  so  zu  bestimmen  hätte,  dass  diese 
io  der  Ebene  E  liege. 

Nimmt  man  die  eine  Projection,  etwa  die  verticale  Projection  l 
(Taf.  XX,  Fig.  287)  parallel  zur  Grundlinie  an,  und  soll  die 
horizontale  Projection  l^  der  Geraden  L  an  die  Bedingung  geknüpft, 
dass  die  Gerade  L  in  der  Ebene  E  liege,  festgestellt  werden,  so  wird 
aach  diesfalls  unsere  Schlussfolge  dieselbe  bleiben  und  die  Bestimmungs- 
weise von  l  keine  wesentliche  Änderung  erfahren. 

Der  verticale  Durchstoßpunkt  (t;,  v^)  wird  in  der  nämlichen 
Weise,  wie  vorher,  erhalten. 

Was  den  horizontalen  Durchstoßpunkt  betrifft,  so  ist 
bloß  zu  berücksichtigen,  dass  infolge  der  zur  Grundlinie  X  parallelen 
Verticalprojection  Z,  die  Gerade  L  selbst  zur  Horizontalebene  H  parallel 
ist,  ihr  horizontaler  Durchstoßpunkt  (%,  h^  also  in  unendlicher  Ferne 
liegen  wird.  Da  dieser  Durchstoßpunkt  aber  gleichzeitig  in  der  hori- 
zontalen Trace  Eh  liegen  muss,  wird  derselbe  durch  den  unendlich 
fernen  Punkt  ä'«  der  Trace  Eh  röpräsentiert,  und  die  Horizontal- 
projection  l'  der  gesuchten  Geraden  Z,  durch  die  Parallele  aus  dem 
Punkte   v'  zur  Geraden  Eh  dargestellt. 

Das  umgekehrte  Verhältnis  wird  eintreten,  wenn  die  Horizontal- 
projection  A'  der  Geraden  parallel  zur  Grundlinie  gewählt  worden 
wäre.  Unter  dieser  Voraussetzung  wird  selbstverständlich  die  Vertical- 
projection X  durch  h  parallel  zur  Verticaltrace  Et,  zu  führen  sein. 
Hiernach  ergibt  sich  der  Satz: 

109.  y^Ist  die  eine  Projection  einer  in  einer  Ebene  liegenden 
Geraden  parallel  zur  Grundlinie,  so  ist  die  zweite  Projection  parallel 
zur  gleichnamigen  Trace.^ 

§.  294. 

In  einer  Ebene  einen  Punkt  zu  bestimmen,  dessen 
eine  Projection,  etwa  a',  gegeben  ist,  ist  eine  Aufgabe,   welche 
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mittelst  der  eben  entwickelten  und  vollführten   Constructiouen  leicht 
zu  lösen  ist. 

Wir  denken  uns  nämlich  in  der  gegebenen  Ebene  E„  Ek  durch 
den  Punkt  eine  Gerade  {IV)  (Taf.  XX,  Fig.  288)  gezogen,  welche 
allenfalls  zur  yerticalen  Projectionsebene  parallel  läuft.  Unter  dieser 
Voraussetzung  geht  die  horizontale  Projection  V  durch  a^  parallel  zur 
Grundlinie  und  die  verticale  Projection  {  durch  h  parallel  zur  Yertical- 
trace  -Bp.  Im  Schnitte  a'  von  l  und  der  durch  a'  zur  Grundlinie  senk- 
rechten Geraden  aa'  ergibt  sich  bereits  die  verticale  Projection  a  des 
gesuchten  Punktes. 

Zu  gleichem  Besultate  gelangt  man  selbstverständlich  auch,  wenn 
man  durch  den  Punkt  eine  in  der  Ebene  E  liegende  Gerade  parallel 
zur  horizontalen  Projectionsebene  führt  und  auf  dieser  Geraden  den 
bloß  durch  seine  Horizontalprojection  a'  gegebenen  Punkt  so  bestimmt^ 
dass  er  in  der  Ebene  E  liegt. 

Die  horizontale  Projection  X'  dieser  Hilfsgeraden  geht  sodann 
durch  a'  parallel  zur  Trace  Eh,  während  die  verticale  Projection  l 
durch  deren  Durchstoßpunkt  v  parallel  zur  Grundlinie  zu  führen  ist. 
Im  Schnitte  von  k  mit  der  aus  a'  zu  X  Senkrechten  aa'  ergibt  sieb 
die  gesuchte  Verticalprojection  a  des  in  E  liegenden  Punktes. 

Es  braucht  wohl  kaum  besonders  hervorgehoben  zu  werden,  dass 
die  beiden  letztangeführten  Constructionen ;  ihrer  Einfachheit  wegen^ 
den  Vorzug  vor  der  allgemeineren  Lösung  verdienen.  Letztere  besteht 
nämlich  darin,  dass  man  durch  die  gegebene  Projection  des  Punktes 
eine  ganz  beliebige  Gerade  führt,  und  diese,  auf  Grund  der  voraus- 
geschickten Erörterungen,  so  bestimmt,  dass  sie  in  der  Ebene  liegt  und 
durch  den  gegebenen  Punkt  geht. 

§.  295. 

104.  Aufgabe.  Eine  Ebene  E  ist  gegeben  durch  zwei  sich 
in  einem  Punkte  (mm')  schneidende  Geraden  {IV)  und  {XI')  sowie 
die  Verticalprojection  a  eines  in  dieser  Ebene  liegenden  Punktes: 
es  ist  die  Horizontalprojection  a'  dieses  Punktes  zu  bestünmen. 

Denken  wir  uns  durch  a  (Taf.  XX,  Fig.  289)  irgend  eine  Gerade  s 
gezogen,  und  betrachten  wir  dieselbe  als  die  Verticalprojection  einer 
in  der  Ebene  E  durch  den  Punkt  {aa')  gezogenen  Geraden.  In  dieser 
Eigenschaft  muss  die  Gerade  s  die  beiden  Geraden  l  und  X  in  je  einem 
Punkte  a  und  ß  schneiden,  deren  Horizontalprojectionen  a'  und  /5' 
selbstverständlich,  beziehungsweise  in  l'  und  A',  vermittelst  der  zur 
Grundlinie  X  durch  a  und  ß  geführten  senkrechten  Geraden  erhalten 
werden.  Auf  diese  Weise  findet  man  in  a'ß^  die  Horizontalprojection  s' 
der  Hilfsgeraden,  und  in  deren  Schnittpunkt  a*  mit  der  durch  a 
gehenden,  zur  Grundlinie  X  Senkrechten  aa'  die  gesuchte  Horizontal- 
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projectioü  des  zu  bestimmenden  in  der  Ebene  der  beiden  Geraden  {X  A') 

{IV)  befindlichen  Punktes. 

§.  296. 

Ist  eine  Ebene  zu  einer  der  Projectionsebenen  senk- 
recht, so  enthält  dieselbe  offenbar  die  sämmtlichen  Projectionstrahlen 
aller  ihrer  Punkte  in  Bezug  auf  die  betreffende  Projectionsebene. 

Eine  natürliche  Folge  hie  von  ist,  dass  die  Projectionen 
aller  Punkte  dieser  Ebene  in  ihrer  Trace  auf  der  diesbezüg- 
lichen Projectionsebene  liegen  werden. 

So  liegen  beispielsweise  die  Horizontalprojectionen  aller  in  einer 
zur  horizontalen  Projectionsebene  senkrechten  Ebene  Ef,Eh  (Taf.  XX, 
Fig.  290)  liegenden  Punkte  und  Geraden  in  der  Horizontaltrace  Eh 
dieser  Ebene. 

Eine  derartige  Ebene  wird,  infolge  dieser  Eigenschaft,  eine  „hori- 
zontalprojicirende''  Ebene  genannt. 

Ebenso  wird  eine  Ebene,  welche  zur  verticalen  oder  beziehungs- 
weise zur  Kreuzriss- Projectionsebene  senkrecht  steht,  im  gleichen 
Sinne  eine  ^verticalprojicierende"  oder  eine  ^kreuzrissproji- 
cierende^  Ebene  genannt. 

Für  einen  Punkt  in  der  horizontal-projicierenden  Ebene  E^Eh 
{Taf.  XX,  Fig.  290),  dessen  Verticalprojection  a  gegeben  ist,  findet 
man  demgemäß  unmittelbar  die  zugehörige  Horizontalprojection  a*  im 
Schnitte  der  Horizontaltrace  Eh  mit  der  durch  a  zur  Grundlinie  X 
senkrecht  gezogenen  Geraden  aa'. 

Ebenso  selbstverständlich  ist,  dass  *die  Horizontalprojection  l' 
einer  jeden  in  dieser  Ebene  E  liegenden  Geraden  {II')  mit  der  Hori- 
zontaltrace Eh  zusammenfallen  müsse. 

Steht  eine  Ebene -B„JBa  (Taf.  XX,  Fig.  291)  zur  Profilebene 
senkrecht,  sind  also  deren  TracenJ^v  uniEh  zur  Grundlinie  parallel,  so 
ist  die  Methode  (Taf.  XX,  Fig.  288),  welche  zur  Bestimmung  der  zweiten 
Projection  eines  durch  die  eine  Projection  gegebenen  Punktes  der 
Ebene  führte,  deshalb  nicht  mehr  anwendbar,  weil  diesfalls  die  Hilfs- 
gerade selbst  eine  zur  Grundlinie  parallele  Lage  annehmen  würde. 
Man  kann  daher  unter  solchem  Bewandtnis  entweder  die  Kreuzriss- 
projection  zu  Hilfe  nehmen,  oder  durch  eine  Gerade  ({ l*)  von  allgemeiner 
Lage  (Taf.  XX,  Fig.  286)  das  angestrebte  Ziel  anstandslos  erreichen. 

§•  297. 

Wie  aus  den  gepflogenen  Erörterungen  hervorgeht,  besteht  die 
einzige  Bedingung  für  eine  in  einer  durch  ihre  Tracen  E„f  Eh  gegebenen 
Ebene  E  liegende  Gerade  darin,  dass  deren  Durchstoßpunkte  v  und  h 
in  den  genannten  Tracen  der  Ebene  E  liegen. 
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Vermöge  dieser  Bedingung  unterliegt  es  nunmehr  auch  keiner 
Schwierigkeit,  durch  eine  Gerade  eine  Ebene  zu  legen. 

Ist  nämlich  {IV)  (Taf.  XX,  Fig.  292)  eine  durch  ihre  beiden  Pro- 
jectionen  l  und  V  dargestellte  Gerade  L,  deren  verticaler  Durchstoß- 
punkt (vv)  und  deren  horizontaler  Durchstoßpunkt  {hh')  ist,  so  wird 
jede  Ebene,  welche  die  vorgenannte  Gerade  ({{')  enthält,  dadurch 
charakterisiert  erscheinen,  dass  ihre  verticale  Trace  Ev  durch  v  und 
ihre  Horizontaltrace  Eh  durch  h  geht. 

Nachdem,  wie  bereits  nachgewiesen,  die  beiden  Tracen  E„  und 
Eh  in  einem  und  demselben  Punkte  m  der  Grundlinie  X  zusammen- 
treffen müssen,  so  wird  jede  beliebige  Ebene,  welche  durch  eine  ge- 
gebene Gerade  geht,  einfach  construiert,  wenn  man  die  eine  der 
Tracen,  allenfalls  E^  ganz  willkürlich  durch  v  zieht,  den  Schnittpunkt 
derselben  mit  der  Projectionsachse  X  aufsucht  und  die  Horizontaltrace  Eh 
als  Verbindungsgerade  des  Punktes  ä'  mit  dem  vorerwähnten  Schnitt- 
punkte in,  in  welchem  die  besagte  Projectionsachse  oder  Grundlinie  X 
von  JEt  getroffen  wird ,  bestimmt.  Ein  Gleiches  gilt  in  Bezug  auf  die 
Ebene  E'\  deren  Trace  E^^.E^h  sind. 

Lässt  man  die  Verticaltrace  E^^  mit  der  Verticalprojection  l 
zusammenfallen,  so  ist  die  Horizontaltrace  I?h  durch  die  zur  Grund- 
linie X  senkrechte  Gerade  ää'  repräsentiert;  die  Ebene  E^^E^h  ist 
sodann  selbst  zur  Verticalebene  senkrecht  und  stellt  folglich  die  v  e  r- 
tical-projicierende  Ebene  der  Geraden  (ii')  dar. 

In  gleicherweise  erhält  man  in E\E*h  die  horizontal-pro- 
jicierende  Ebene  der  Geraden  II'. 

Führt  man  beide  Tracen  £^  und  E\  parallel  zur  Grundlinie,  so 
ist  die  Ebene  E^  eine  kreuzriss-projicierende. 

Der  Fall,  in  welchem  die  beiden  Tracen  E\  und  E\  in  eine 
und  dieselbe  Gerade  vh'  zusammenfallen,  wird  in  der  Folge  eine  ein- 
gehendere Erklärung  finden. 

§.  298. 

115.  Aufgabe,  Durch  zwei  sich  schneidende  Gerade  {II')  und 
(AA')  ist  eine  Ebene  zu  legen. 

Die  vorstehende  Aufgabe  findet  einfach  dadurch  ihre  Lösung^ 
dass  man  die  Durchstoßpunkte  (vi/),  {hh')  und  (99')»  {vvO  (Taf.  XX, 
Fig.  293)  der  beiden  gegebenen  Geraden  bestimmt.  Die  geradlinige 
Verbindung  der  Punkte  v  und  9  gibt  die  Verticaltrace  Et,  der  ge- 
suchten Ebene,  während  durch  die  Verbindungsgerade  der  Punkte  h' 
und  ??'  die  horizontale  Trace  Eht  welche  sich,  nebenbei  bemerkt,  mit  E^  in 
einem  Punkte  n  der  Achse  X  schneiden  muss,  festgestellt  erscheint. 
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Soll  durch  drei  Punkte,  welche  durch  ihre  Projectionen  ge- 
geben sind,  eine  Ebene  gelegt  werden,  so  wird  man  zwei  Paare 
dieser  Punkte  durch  gerade  Linien  verbinden  und  hierauf  so  wie  im 
Torhergehenden  Falle  verfahren. 

In  vielen  Fällen  ist  die  Lage  der  beiden  sich  schneidenden  Ge- 
raden eine  solche,  dass  sich  ihre  Durchstoßpunkte  nicht  innerhalb 
der  Grenzen  der  Zeichnungsfläche  ergeben,  also  auch  die 
Tracen  der  durch  diese  Geraden  bestimmten  Ebene  nicht  auf  die  vor- 
angegebene  Weise  construiert  werden  können. 

Unter  so  be wandten  umständen  sc*haltet  man  verschiedene  Hilfs- 
constructionen  ein,  um  einzelne  Punkte  der  Tracen  oder  doch  die 
Bichtungen  derselben  bestimmt  zu  erhalten.  Diese  Hilfsconstructionen 
beruhen,  dem  Principe  nach,  sämmtlich  darauf,  Geraden  (und  deren 
Durchstoßpunkte  mit  den  Projectionsebenen)  zu  ermitteln,  welche  in 
der  zu  bestimmenden  Ebene  liegen. 

Derartige  Geraden  erhält  man  diesfalls  immer  als  Verbindungs- 
strahl zweier  auf  den  gegebenen  Geraden  willkürlich  gewählter  Punkte. 

Wird  insbesondere  die  eine  Projection  der  Hilfsgeraden  parallel 
zur  Grundlinie  gewählt,  so  gibt  ihre  zweite  Projection  die  Sichtung 
der  gleichnamigen  Trace  obiger  Ebene  an  u.  s.  w. 

§.  299 
Schnitt  zweier  Ebenen/ 

Seien  E^Eu  und  e„eh  (Taf.  XX,  Fig.  294)  die  zwei  gegebenen 
Ebeneu,  deren  Schnittlinie  durch  ihre  Projectionen  zu  bestimmen  ist. 

Diese  den  beiden  Ebenen  E  und  e  gemeinschaftliche  Gerade  wird 
bekannt  sein,  sobald  man  zwei  ihrer  Punkte  kennt  oder  doch  anzu- 
geben vermag.  Derartige  Punkte,  die  unmittelbar  als  gegeben  vor- 
liegen, sind  die  Schnittpunkte  der  gleichnamigen  Tracen.  Der 
Punkt  V,  in  welchem  sich  die  Verticaltracen  Eo  und  e»  schneiden, 
gehört  gleichzeitig  beiden  Ebenen,  also  auch  der  Schnittlinie  derselben 
an,  und  da  er  außerdem  in  der  verticalen  Projectionsebene  liegt,  stellt 
dieser  gegenseitige  Schnitt  der  Tracen  bereits  den  verticalen  Durch- 
stoßpunkt der  zu  suchenden  Schnittlinie  dar.  Als  Punkt  der  Yer- 
ticalebene  hat  derselbe  seine  horizontale  Projection  v'  in  der  Grundlinie. 

Desgleichen  erhalten  wir  in  dem  Schnittpunkte  ä'  der  horizontalen 
Tracen  Eh  und  eh  einen  der  Horizontalebene  angehörigen  Punkt  der 
Schnittlinie,  und  zwar  den  hör izontale n  Durchstoßpunkt  derselben. 
Die  verticale  Projection  h  dieses  Punktes  liegt  selbstverständlich  in  der 
Grundlinie.  Durch  diese  beiden  Punkte  {vv^  und  (hh')  ist  die  Schnitt- 
gerade  der  Ebenen  E  und  e  unzweideutig  bestimmt.  Die  Vertical- 
projection  s  des  Schnittes  ist  durch  die  Verbindungsgerade  der  Punkte 
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V  und  Ä,    die  Horizontalprojection  s'  dagegen  durch  jene  der  Punkte 
V*  und  Ä'  dargestellt. 

§.  300. 

Bezuglich  der  Construction  der  Schnittlinie  zweier  Ebenen  sind 
bei  specieller  Lage  der  einen  oder  der  anderen,  oder  auch 
der  beiden  Ebenen  nachstehende  Fälle  besonders  zu  erwähnen. 

Die  eine  der  Ebenen  e  (Taf.  XX,  Fig.  295)  sei  parallel 
zur  Grundebene,  oder  was  dasselbe  ist,  zur  horizontalen  Pro- 
jectionsebene. 

Die  Ebene  e  besitzt  sonach  bloß  eine  verticale  Trace  <;«,  welche 
zur  Grundlinie  parallel  ist,  und  enthält  dieselbe,  da  die  Ebene  e,  als 
zur  Grundebene  H  parallel,  zur  verticalen  Projectionsebene  senkrecht 
steht,  die  Verticalprojectionen  aller  in  ihr  liegenden  Punkte  und  Ge- 
raden. Die  Trace  e^  repräsentiert  also  gleichzeitig  auch  die  Vertical- 
projection  s  der  gesuchten  Schnittlinie,  deren  Horizontalprojection  so- 
mit, wie  im  Vorhergehenden  (Taf.  XX,  Fig.  287)  nachgewiesen,  als 
eine  zur  Trace  Eh  parallele  Gerade  s*  erhalten  wird. 

Der  analoge  Fall  tritt  ein,  wenn  die  eine  der  schneidenden 
Ebenen  zur  verticalen  Projectionsebene  parallel  ist. 

Setzen  wir  voraus,  die  beiden  gegebenen  Ebenen  hätten  eine  derartige 
gegenseitige  Lage,  dass  sich  das  eine  Paar  gleichnamiger  Tracen  inner- 
halb der  Grenzen  der  Zeichnungsfläche  nicht  mehr 
schneidet. 

Nehmen  wir  beispielsweise  an,  dass  zwar  ein  Schneiden  der 
Verticaltracen  Ev  und  e„  noch  statthabe,  dass  aber  die  Horizontal- 
tracen  Eh  und  en  (Taf.  XX,  Fig.  296)  zu  einander  parallel  sind. 

In  diesem  Falle  fällt  der  horizontale  Durchstoßpunkt  h%  als 
Schnittpunkt  der  beiden  parallelen  Horizontaltracen  Eh  und  en,  selbst- 
verständlich in  unendliche  Entfernung;  die  Schnittlinie  der  beiden 
Ebenen  E  und  e  hat  somit  eine  zur  Horizontalebene  parallele  Lage. 

Die  Verticalprojection  5  derselben  ist  demgemäß  die  durch  den 
Schnittpunkt  v  der  Verticaltracen  zur  Grundlinie  parallel  gezogene 
Gerade,  während  deren  Horizontalprojection  s'  durch  die  durch  v'  zu 
den  Tracen  Eh  und  e*  parallel  gezogene  Gerade  dargestellt  werden  wird. 

Sind  beide  Ebenen  gleichnamig  projicierend,  d.  h. 
stehen  beide  beziehungsweise  auf  der  verticalen  oder  beide  auf  der 
horizontalen  Projectionsebene  senkrecht,  so  gilt  ein  Gleiches  auch  von 
deren  Schnittlinie  in  Bezug  auf  die  nämliche  Projectionsebene.  Die 
jeweilige  Schnittgerade  projiciert  sich  daselbst  in  derjenigen  Projec- 
tionsebene, zu  welcher  die  betreffenden  Ebenen  E  und  e  (Taf.  XX, 
Fig.  297  und  298)  normal  stehen,  in  jenem  Punkte,  in  welchem  sich 
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die  beiden  Tracen  schneiden,  auf  der  anderen  Projectionsebene  dagegen 
als  eine  zu  den  Tracen  parallele  y  zu  der  Projectionsachse  daher  senk- 
rechte Gerade. 

Sind  die  beiden  Ebenen  E^Ek  und  e,eh  (Taf.  XX,  Fig.  299) 
ungleichnamig  projicierend,  d.  h.  steht  die  eine  auf  der  ver- 
ticalen^  die  andere  aber  auf  der  horizontalen  Projectionsebene  senk- 
recht, 80  stellen  deren  zur  Grundlinie  geneigten  Tracen  oder  die  Tracen 
der  Ebenen  in  jenen  Projectionsebenen,  in  Bezug  auf  welche  sie  pro- 
jicierend  sind,  die  Projectionen  der  Schnittlinie  dar. 

Um  den  Schnitt  irgend  einer  beliebigen  Ebene  E^Ek  mit 
einer  durch  die  Grundlinie  gehenden  Ebene,  welche  allen- 
falls durch  ihre  Ereuzrisstrace  eu  (Taf.  XX,  Fig.  300)  näher  bestimmt 
sei,  zu  construieren,  ist  zunächst  zu  berücksichtigen,  dass  der  Schnitt- 
punkt n  der  beiden  Tracen  Ev  und  Eh  als  Punkt  der  Grundlinie  so- 
wohl der  Ebene  E  als  auch  der  Ebene  e  angehört  und  somit  bereits 
einen  Punkt  ihres  gegenseitigen  Schnittes  repräsentiert.  Bestimmt  man 
weiters  auch  die  Profil trace  Ek  der  Ebene  E^  Eh,  so  trifft  diese  die 
gegebene  Profiltrace  ek  der  Ebene  e  in  einem  Punkte  h'^  welcher  gleich- 
falls den  beiden  gegebenen  Ebenen,  also  auch  dem  Schnitte  derselben 
angehört;  die  Verticalprojection  k  und  die  Horizontalprojection  h* 
des  letztgenannten  Punktes  werden  durch  Zurückführung  oder,  was 
dasselbe  ist,  durch  Ableitung  aus  k"  auf  bekannte  Weise  construiert. 
Man  erhält  demnach  die  Schnittlinie  {ss*)  durch  ihre  Verticalprojection 
nh  und  ihre  Horizontalprojection  nk*  dargestellt. 

Sind  beidePaare  gleichnamigerTracen  zweier 
Ebenen  parallel,  wie  beispielsweise  E^  und  e« ,  Ek  und  Ch 
(Taf.  XX,  Fig.  301),  so  f&llt  sowohl  der  verticale  als  auch  der  hori- 
zontale Durchstoßpunkt  ihrer  Schnittlinie  in  unendliche  Entfernung. 
Die  Schnittlinie  besitzt  daher  in  diesem  Falle  zwei  unendlich  ferne 
Punkte,  d.  h.  sie  liegt  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  im  UnendlicheD, 
oder  mit  anderen  Worten:  die  Ebenen  E  und  e  selbst  sind  zu 
einander  parallel. 

Letzteres  folgt  übrigens  schon  aus  dem  Umstände,  dass  die 
Schnitte  zweier  parallelen  Ebenen  mit  irgend  einer  dritten  Ebene  (dies- 
falls mit  der  verticalen ,  resp.  horizontalen  Projectionsebene)  stets 
wieder  parallele  Gerade  sind. 

Eine  Ausnahme  von  der  Begel,  dass  parallelen  Tracen  parallele 
Ebenen  entsprechen,  bilden  jene  Ebenen,  welche,  wie  beispielsweise 
E^Ek  und  6b  Ch  (Taf.  XX,  Fig.  302)  zur  Profilebene  senkrecht 
stehen,  deren  Vertical-  und  Horizontaltracen  demnach 
parallel,  und  zwar  sämmtlich  parallel  zur  Grundlinie  X  sind. 
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Um  den  Schnitt  derartiger  Ebenen  zu  bestimmen,  welcher  selbst- 
verständlich ebenfalls  zur  Profilebene  senkrecht  stehen  muss,  con- 
struieren  wir  zunächst  die  beiden  Profiltracen  Et  und  Ck  der  gegebenen 
zur  Grundlinie  X  parallelen  Ebenen  U  xmd  e.  Die  genannten 
Tracen  Ei  und  ek  schneiden  sich  im  allgemeinen  in  einem  Punkte  s*% 
welcher  bereits  die  Profilprojection  s"  des  gesuchten  Schnittes  darstellt. 
Aus  dieser  Projection  der  Schnittgeraden  lässt  sich  nun  anstandslos  die 
Verticalprojection  s  und  die  Horizontalprojection  s',  welche  zu  den  be- 
treffenden Tracen  parallel  laufen,  auf  bekanntem  Wege  ableiten. 

Man  kann  jedoch  in  diesem  Falle  auch  mittelst  einer  allgemei- 
neren Methode,  wovon  die  eben  entwickelte  Construction  nur  einen  beson- 
deren Fall  bildet,  zum  Ziele  gelangen. 

Wir  wissen  nämlich,  dass  die  Schnittlinie  {ss')  der  beideu 
kreuzriss-projicierenden  Ebenen  J?  und  e  zur  Profilebene  gleich- 
falls senkrecht  steht;  die  betreffenden  Projectionen  s  und  s'  mithin 
zur  Grundlinie  x  parallel  sein  müssen. 

Es  wird  demnach  genügen,  einen  einzigen  Punkt  der  gesuchten 
Schnittlinie  zu  ermitteln;  um  letztere  vollkommen  bestimmt  zu  erhalten. 

Das  Princip  zur  Aufsuchung  des  verlangten  Punktes  ist  dabei 
folgendes:  Schneidet  man  zwei  Ebenen  E  und  e  durch  eine  dritte 
Ebene  H ,  so  treffen  sich  die  Schnittlinien  der  Ebenenpaare  (JP,  H) 
und  (e,  H)  in  einem  Punkte,  welcher  allen  drei  Ebenen  E,  e  und  H, 
also  auch   der  Schnittlinie  von  E  und  e  angehört. 

Wir  wählen  demnach  eine  beliebige  Ebene  (Hilfsebene)  If^jB^b 
und  bestimmen  deren  Schnitte  (vä,  t?'Ä')  und  (yiy,  <p' v')  ™*'  ^^^ 
Ebenen  E^  Eh  und  e^,  eh.  Diese  Schnittlinien  treffen  sich,  da  sie  in  der 
nämlichen  Ebene  Hj,  Hh  liegen,  in  einem  Punkte  (a,  a'),  welcher  gleich- 
zeitig auch  der  Schnittlinie  der  Ebenen  E^  Eh  und  e^  eh  angehört.  Die 
Projectionen  s  und  s'  der  Schnittgeraden  sind  die  beziehungsweise  durch 
a  und  a*  zur  Grundlinie  parallel  geführten  Geraden. 

Derartige  Hilfsconstructionen  wendet  man  auch  dann  an,  wenn 
der  Schnitt  zweier  Ebenen  bestimmt  werden  soll,  von 
welchen    sich   entweder    ein    Paar  oder    auch   die    beiden 

_  4 

Paare  gleichnamiger  Tracen  erst  außerhalb  der  Grenzen 
der  zu  Gebote  stehenden  Zeichnungs-  oder  Constructionsebene 
schneiden. 

Nehmen  wir  beispielsweise  an,  es  wäre  der  Schnitt  zweier  Ebenen 
£«  Eh  und  et  eh  zu  bestimmen,  deren  Horizontaltracen  einen  erreich- 
baren Schnittpunkt  A'  ergeben,  während  sich  die  Verticaltracen  E^  und 
i  e^,  erst  außerhalb  der  Constructionsfläche  treffen. 
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Diesfalls  erhalten  wir  in  (AA')  (Taf.  XX,  Fig.  303)  einen  Punkt 
der  Schnittlinie;  ein  zweiter  Punkt  kann  mit  Zuhilfenahme  einer 
„Hilfsebene"  bestimmt  werden. 

Als  Hilfsebene  wählen  wir  am  einfachsten  entweder  eine  zur 
vertiealen  oder  eine  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallele  Ebene. 
Nehmen  wir  also  beispielsweise  die  vertical  projicierende  Ebene  H^ 
an  und  bestimmen  wir  die  Schnitte  {py^\)  und  {a^^*^  dieser  Ebene 
H  mit  den  beiden  gegebenen  Ebenen  E  und  e.  Die  erhaltenen  Schnitt- 
geraden  {6^&^)  und  (^2<y'2)  schneiden  sich  in  einem  Punkte  {aa')^ 
welcher  den  beiden  Ebenen  E^  Eh  und  e^  eu  gleichzeitig  angehört,  also 
einen  Punkt  ihrer  Schnittlinie  repräsentiert.  Die  Projectionen  s  und  5' 
der  letzteren  werden  somit  unmittelbar  durch  die  Verbindungsgeraden 
ha  und  A'a'  dargestellt. 

Würden  sich  außer  den  vertiealen  Tracen  auch  die  horizon- 
talen Tracen  Eh  und  en  nicht  schneiden,  so  könnte  man  in 
gleicher  Weise  wie  vorher  die  Ebene  H  noch  eine  zweite  Hilfsebene  be- 
hufs Bestimmung  eines  zweiten  Punktes  des  Schnittes  benutzen. 

Wenn  ein  Punkt  der  Schnittlinie  direct  gefunden  werden  kann, 
d.  h.  wenn  ein  Paar  gleichnamiger  Tracen  einen  erreichbaren  Schnitt- 
punkt ergibt,  so  kann  auch  folgende  naturgemäße  Hilfsconstruction 
mit  Vortheil  angewendet  werden. 

Seien  also  beispielsweise  JE,  Eh  und  e^en  (Taf.  XX,  Fig.  304) 
wieder  zwei  Ebenen ,  deren  Horizontaltracen  Eh  und  Ch  sich  in  h* 
schneiden,  während  sich  ein  Schnitt  der  Yerticalebenen  E^  und  e^ 
innerhalb  der  Zeichnungs&äche  nicht  ergibt. 

Denken  wir  uns  nämlich  eine  zu  e^Cn  parallele  Ebene  e\e'h  derart 
gelegt,  dass  sich  sowohl  die  Tracen  E„  und  e\  als  auch  die  Tracen 
Eh  und  e*k  innerhalb  der  Grenzen  der  Zeichnungsfläche  schneiden,  nnd 
bestimmen  wir  den  Schnitt  (s,  s',)  der  beiden  Ebenen  E  und  e'  auf 
die  herkömmliche  Weise.  Nachdem  zwei  parallele  Ebenen  von  einer 
und  derselben  dritten  Ebene  in  parallelen  Geraden  geschnitten  werden, 
so  folgt,  dass  die  gesuchte  Schnittlinie  {ss')  der  Ebenen  E^Eh  und 
e^Ch  zu  der  bereits  festgestellten  Schnittlinie  {s^s\)  der  Ebenen  E^Eh 
und  &9  e*h  parallel  sein  müsse. 

Da  weiters  der  Punkt  Ä'.  in  welchem  sich  die  horizontalen  Tracen 
der  beiden  gegebenen  Ebenen  E  und  e  schneiden,  einen  Punkt  Qih') 
ihrer  Schnittlinie  ergibt  und  endlich  parallele  Gerade  auf  die  näm- 
liche Ebene  bezogen,  parallele  gleichnamige  Projectionen 
besitzen,  so  genügt  es,  durch  den  Punkt  h  eine  Parallele  s  zu  s, 
und  durch  h'  eine  Parallele  s*  zu  s\  zu  ziehen,  um  in  s  und  s*  die 
Projectionen  des  gesuchten  Schnittes  zu  erhalten. 
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§.  301. 
Schnitt  einer  Geraden  mit  einer  Ebene. 

Um  den  Schnittpunkt  einer  Ebene  E„  Eh  (Taf.  XX,  Fig.  305) 
mit  einer  Geraden  {gg*)  zu  ermitteln,  werden  wir  von  demselben  Principe 
Gebrauch  machen,  welches  wir  bereits  gelegenblich  der  Lösung  dieser 
nämlichen  Aufgabe  in  den  vorher  behandelten  Projectionsarten  zur 
Geltung  brachten.  Wir  werden  also  auch  hier  so  wie  dort  durch  die 
Gerade  {gg')  eine  beliebige  Hilfsebene  legen  und  diese  überdies, 
der  Einfachheit  wegen,  entweder  vertical-projicierend  oder  (wie  in  Taf.  XX, 
Fig.  305)  horizontal-projicierend  annehmen,  und  deren  Schnitt  (ss')  mit 
der  gegebenen  Ebene  E^  Eh  bestimmen. 

Die  Geraden  {gg*)  und  {ss')  schneiden  sich  sodann,  da  sie  in 
einerlei  Ebene  e^Ch  liegen,  in  einem  Punkte  (dd'),  welcher  sowohl  der 
Geraden  {gg')  als  auch  der  Ebene  jE^jEa  angehört  und  mithin  den 
gesuchten  Schnittpunkt  der  Geraden  {gg')  mit  der  Ebene  J5  darstellt. 

Dieser  Vorgang,  welcher  sich  eigentlich  darauf  beschränkt,  eine 
Gerade  (ss')  zu  bestimmen,  welche  in  der  gegebenen  Ebene  E  liegt 
und  mit  der  gegebenen  Geraden  (jgg*)  eine  gemeinschaftliche  horizon- 
tale oder  verticale  Projection  besitzt,  kann  für  alle  Fälle,  mit  Aus- 
nahme desjenigen  Falles,  in  welchem  die  gegebene  Gerade  gg'  zur 
Ereuzrissebene  parallel  ist,  angewendet  werden. 

Ist  die  Gerade  zur  Profilebene  parallel,  so  fallen  be- 
kanntlich deren  Projectionen  g  und  g*  in  eine  und  dieselbe  zur 
Grundlinie  X  senkrechte  Gerade;  es  wird  daher  diesfalls  vor- 
theilhafter  sein ,  die  Kreuzrissebene  als  Hilfsebene  zu  benutzen  und 
diese  direct  durch  die  Gerade  selbst  zu  führen,  indem  sich  sodann  der 
verlangte  Schnittpunkt  durch  Bestimmung  der  Kreuzrissprojection  un- 
mittelbar im  Schnitte  der  Geraden  {gg*)  mit  der  Kreuzrisstrace  Ek  der 
gegebenen  Ebene  E  ergibt. 

Die  vorher  augedeutete  Construction  des  Schnittpunktes  ist  auch 
dann  mit  Bequemlichkeit  anzuwenden,  wenn  die  Ebene  nicht  di- 
rect durch  ihre  Tracen,  sondern  allenfalls  durch  zwei 
sich  schneidende  Geraden  QV)  und  (AA')  (Taf.  XX,  Fig.  306) 
gegeben  wäre. 

Denkt  man  sich  nämlich  durch  die  gegebene  Gerade  {gg*)  allenfalls 
eine  horizontal-projicierende  Ebene  e*  gelegt,  so  schneidet  diese  die 
Geraden  (IV)  und  {XX*)  in  zwei  leicht  zu  bestimmenden  Punkten  {aa') 
und  (ftiOi  deren  Verbindungslinie  {ah,  a*h*)  offenbar  die  Schnittlinie  {ss*) 
der  beiden  Ebenen  eh  und  (?,A)  darstellt.  Besagte  Schnittgerade  ißa') 
trifft  demzufolge  die  Gerade  {gg')  in  dem  gesuchten  Durchschnitts- 
punkte {dd'). 
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Diese  Methode  für  die  Bestimmung  des  Schnittpunktes  einer 
Ebene  mit  einer  Geraden  wird  auch  dann  beibehalten  werden  können, 
wenn  die  Projectionen  g  und  ^'  (Taf.  XX,  Fig.  307)  der  gege- 
benen Geraden  mit  der  Grundlinie  sehr  spitze  Winkel 
einschließen,  was  zur  Folge  hat,  dass  die  zur  Grundlinie  senk- 
rechte Trace  der  durch  {gg')  gelegten  horizontal  oder  vertical  proji- 
cierenden  Ebene  außerhalb  der  Zeichnungsfläche  fällt  und  daher  die 
Schnittlinie  {ss')  nicht  mehr  direct  bestimmt  werden  kann. 

In  diesem  Falle  können  wir,  um  einfach  zu  Werke  zu  gehen, 
die  Ebene  E„Eh  durch  die  eine  Trace,  etwa  durch  E^  und  eine  in 
ihr  angenommene  Gerade  (11*)  bestimmt  denken  und  sodann  mittelst 
dieser  beiden  Geraden  E^  und  (W)  den  Schnitt  der  Ebene  E^Eh  mit 
der  Geraden  (gg*)  nach  der  soeben  besprochenen,  in  Taf.  XX,  Fig.  306 
entwickelten  Methode  anstandslos  construieren. 

Wir  denken  uns  zu  diesem  Zwecke  durch  (gg')  eine  vertical- 
projicierende  Ebene  e,  deren  Yerticaltrace  e„  mit  g  zusammenfällt,  ge- 
legt (die  Horizontaltrace  wird  als  überflüssig  nicht  in  Betracht  gezogen) ; 
so  wird  die  Ebene  e^  die  Geraden  E,  und  ({{')  beziehungsweise  in  den 
Punkten  (v't;')  und  (aa'),  die  Ebene  EvEk  demnach  in  der  Geraden 
va,  a'v'  schneiden.  Letztbezeichnete  Gerade  schneidet  ihrerseits  die 
ebenfalls  in  der  Ebene  e«  liegende  Gerade  (gg*)  unmittelbar  in  dem 
gesuchten  Punkte  {dd%  welcher  sowohl  der  Ebene  E^Eu  als  auch  der 
gegebenen  Geraden  {gg*)  angehört. 

Es  ist  wohl  selbstverständlich,  braucht  daher  kaum  besonders 
bemerkt  zu  werden,  dass  die  angegebene  Construction  auch  ihre  volle 
Giltigkeit  beibehält,  wenn  die  Gerade  {gg')  zur  Profilebene 
senkrecht  steht,  ihre  Projectionen  also  geradezu  parallel  zur 
Grundlinie  sind. 

Eine  Gerade  {gg')  (Taf.  XX,  Fig.  308)  kann  gegen  eine  Ebene 
EjfEh  offenbar  auch  eine  derartige  besondere  Lage  haben,  dass  deren 
gemeinschaftlicher  Punkt  in  unendliche  Entfernung 
fällt,  dass  also  die  Gerade  zur  Ebene  parallel  ist. 

Für  diese  Lage  gibt  es  in  der  orthogonalen  Projectionsmethode 
kein  derartig  directes  Kriterium,  wie  dieses  etwa  in  der  Centralpro- 
jection  (lucidenz  von  Fluchtpunkt  und  Fluchttrace)  festgestellt  wurde. 

Von  dem  Eintreten  eines  solchen  Falles  wie  der  genannte  über- 
zeugt man  sich  im  allgemeinen  dadurch,  dass  man  untersucht,  ob  sich 
in  der  Ebene  E„Eh  eine  Gerade  {IV)  construieren  lässt,  welche  zur 
Geraden  (gg*)  parallel  ist,  oder  ob  sich  durch  {gg')  eine  Ebene  i\J&'A 
legen  lässt,  v;elche  zu  E^Eh  parallel  läuft. 
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§.  302. 


Eigenschaften  der  beiden  Winkelhalbierebenen  der  verticalen  and  hori- 
zontalen Projectionsebene ''). 

Denken  wir  uns  die  beiden  rechten  Winkel,  welche  die  verticale 
und  die  horizontale  Projectionsebene  mit  einander  einschließen,  durch 
die  Ebene  J3,  und  H^  (Taf.  XX,  Fig.  309)  halbiert,  und  nennen  wir 
die  Ebenen,  durch  welche  jdas  Verlangte  bewirkt  wird,  die  „Halbier- 
ebenen". 

Diejenige  Ebene  /Z^  welche  jenen  Winkelraum  halbiert,  dessen 
Funkten  entgegengesetzt  bezeichnete  Coordinaten  (d.  h.  :r  =  —  und 
y  =  +  oder  a;  =  -j-  und  y  =  — )  entsprechen,  wollen  wir  überdies 
als  die  „erste  Halbierebene"  und  die  Ebene  H^y  welche  den  an- 
deren Winkelraum  halbiert,  dessen  Funkten  gleichbezeichnete  Coordi- 
naten (a?  =  +;  y  =  -J-  oder  a?  =  —  und  y  =  — )  zukommen,  als 
die  „zweite  Halbierebene"  bezeichnen. 

Jeder  Funkt  dieser  Halbierebenen  H^  und  H^  hat  die  Eigenschaft, 
von  den  beiden  Frojectionsebenen  V  und  H  gleiche  Entfernungen 
zu  besitzen. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  auch  den  Frojectionen  eines 
jeden  solchen  Funktes  gleiche  Abstände  von  der  Grundlinie  zu- 
kommen. 

Erwähnt  mag  an  dieser  Stelle  auch  werden,  dass  das  Gesagte 
auch  dann  gilt,  wenn  man  anstatt  zweier  zu  einander  senkrechter 
Frojectionsebenen  V  und  H  zwei  Frojectionsebenen  voraussetzt,  welche 
eine  ganz  beliebige  Neigung  gegeneinander  besitzen  und  die  Funkte 
des  Baumes  auf  diese  beiden  Ebenen  orthogonal  proj leiert  werden. 

Die  beiden  Halbierebenen  werden  selbstverständlich  auch  unter 
dieser  Voraussetzung  aufeinander  senkrecht  stehen,  und  ihre 
Funkte  werden  auch  diesfalls  die  oben  angeführte  Eigenschaft  bei- 
behalten. 

Nachdem  im  Nachstehenden  alle  Folgerungen  aus  dieser  einzigen 
Eigenschaft  entwickelt  werden,  so  sei  hervorgehoben,  dass  die  nach- 
stehenden Resultate  allgemein  für  die  orthogonalen  Frojectionen  auf 
zwei  Frojectionsebenen,  gleichgiltig ,  ob  letztere  aufeinander  senk- 
recht stehen  oder  nicht,  gelten. 

Wir  trennen  die  Untersuchungen,  jenachdem  dieselben  die  erste 
oder  die  zweite  Halbierebene  betreffen,  in  zwei  Theile. 
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§.  303. 
a)  Eigenschaften  der  ersten  Halbierebene  JET,. 

Die  Pr ojectionen  eines  Punktes,  dessen  Coordinaten  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  besitzen,  eines  Punktes  also^  welcher  mit  der  ersten 
Halbierebene  H^  in  demselben  Winkelraume  der  Projectionsebene 
liegt,  befinden  sich  nach  der  ümklappung  der  horizontalen  Projections- 
ebene auf  der  nämlichen  Seite  der  Grundlinie,  d.  h.  beide  oberhalb 
oder  beide  unterhalb  der  letzteren. 

Betrachten  wir  nun  insbesondere  einen  Punkt  Ä  oder  B  welcher 
in  der  Halbierebene  H^  selbst  liegt. 

Ein  derartiger  Punkt  ist  von  beiden  Projectionsebenen  gleich 
weit  entfernt;  seine  Projectioneu  a  und  a',  b  und  b'  (Taf.  XX, 
Fig.  310)  haben  mithin  von  der  Grundlinie  einen  gleichen  Abstand 
und  da  sie  nach  der  ümklappung  auf  einerlei  Seite  der  Grundlinie 
liegen,  so  folgt  nothwei;^dig,  dass  sich  dieselben  decken.  Daher  der  Satz : 

110.  j^Liegt  ein  Funkt  in  der  ersten  Halbierebene^  so  decken 
sich  seine  Projedionen  und  umgekehrt,^ 

Die  ümkehrung  des  Satzes  bedarf  keines  besonderen  Beweises. 
Wir    wollen   die  beiden   vereinigten  Projectioneu  eines  Punktes 
der  ersten  Halbierebene  als  ^Doppelprojecti^on"  bezeichnen. 

§.  304. 

Es  sei  eine  Gerade  X,  durch  ihre  Projectioneu  l  und  V  (Taf.  XX, 
Fig.  311)  dargestellt,  gegeben;  es  soll  der  Durchschnittspunkt  dieser 
Geraden  mit  der  ersten  Halbierebene  H^  bestimmt  werden. 

Die  Projectioneu  dieses  Punktes  müssen  einerseits  in  den  Pro- 
jectioneu l  und  l*  der  Geraden  liegen,  andererseits  aber  auf  Grund  des 
Vorausgeschickten,  sich  decken.  Diesen  beiden  Bedingungen  wird 
offenbar  der  Schnittpunkt  von  l  und  V  genügen;  derselbe  wird  dem- 
gemäß die  Doppelprojection  (dd*)  des  fraglichen  Punktes  dar- 
stellen. 

Bezeichneten  Schnittpunkt  wollen  wir  die  „Haupt spur"  der 
Geraden  nennen. 

Steht  eine  Gerade  zu  einer  Projectionsebene  senkrecht, 
80  redttciert  sich  deren  Projection,  in  Bezug  auf  diese  Ebene,  auf  ein  en 
Punkt,  welcher  sodann  die  Projection  aller  Punkte  der  Geraden,  also 
auch  ihrer  Hauptspur  vorstellt. 

Sind  die  beiden  Projectioneu  l  und  V  (Taf.  XX,  Fig.  312) 
einer  Geraden  nach  der  Umklappung  untereinander  pa- 
rallel, so  liegt  die  Hauptspur  (dd')  in  unendlicher  Entfernung,  woraus 
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folgt;  dass  die  Gerade  (IV)  die  erste  Halbierebene    in  unend- 
licher Entfernung  schneidet,  also  zu  ihr  parallel  ist. 

Fallen  die  Projectionen  l  und  V  (Taf.  XX,  Fig.  313)  einer 
Geraden  L  nach  der  ümklappung  zusammen,  so  gilt  ein  Gleiches  auch 
von  den  Projectionen  aller  Punkte  (aa*)^  (bb).,,  dieser  Geraden, 
d.  h.  alle  Punkte  der  Geraden  (H')  liegen  in  der  Halbierebene  7/^. 
Mithin  der  Satz: 

111.  j^Liegt  eine  Gerade  in  der  ersten  Halbierehene ,  so  decken 
sich  deren  Projectionen  und  umgekehrt.^ 

§.  305. 

Eine  scheinbare  Ausnahme  hie  von  macht  eine  Gerade,  welche  zur 
Profilebene  parallel  ist,  indem  die  (zur  Grundlinie  senkrecht  stehenden) 
Projectionen  jeder  solchen  Geraden  sich  decken,  ohne  dass  es  geradezu 
nöthig  ist,  dass  die  Gerade  in  der  Halbierebene  liege. 

Diese  Ausnahme  ist  jedoch  eine  bloß  scheinbare,  da  nicht  gleich- 
zeitig auch  die  Projectionen  eines  jeden  einzelnen  Punktes  einer 
solchen  Geraden  zur  Deckung  gelangen,  was  bei  unseren  derzeitigen 
Betrachtungen  von  Wesenheit  ist. 

Die  eben  angedeutete  besondere  Lage  einer  Geraden  mit  Bäck- 
sicht auf  ihre  Beziehungen  zu  der  ersten,  respective  zweiten  Halbier- 
ebene, wollen  wir  in  der  Folge  einer  speciellen  Untersuchung  unter- 
ziehen. 

Die  vereinigten  Projectionen  einer  Geraden,  welch© 
in  der  ersten  Halbierebene  liegt,  wollen  wir  als  „Doppelpro- 
jection"  dieser  Geraden  bezeichnen. 

Schneidet  eine  Gerade  des  Baumes  eine  zweite  in  der  Halbier- 
ebeue  //,  liegende  Gerade  in  einem  Punkte,  so  muss,  da  letzterer  selbst 
in  der  Halbierebene  liegt,  die  Hauptspur  der  ersten  Geraden 
in  der  Doppelprojection  der  zweiten  Geraden  liegen. 

§.  306. 

Die  Schnittlinie  (SS')  einer  Ebene  E,Eh  (Taf.  XX, 
Fig.  314)  mit  der  ersten  Halbierebene  //,  ist  eine  Gerade, 
deren  Projectionen  sich  nach  dem  Früheren  decken  müssen,  und  welche 
durch  den  in  der  Grundlinie  liegenden  Schnittpunkt  n  der  Tracen  £» 
und  Eh,  da  dieser  Punkt  sowohl  der  Ebene  E^Ehy  als  auch  der 
Halbierebene  H^  angehört,  gehen  muss. 

Wir  nennen  diese  Gerade  {SS')  die  „H  a  u  p  t  s  p  u  r"  der 
Ebene  E^Eu* 
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Alle  Geraden,  welche  in  der  Ebene  E^Ek  liegen,  schneiden  die 
genannte  Schnittlinie  von  EvEh  nnd  H^;  es  mfissen  mithin  deren 
Haaptspnren  in  der  Hanptspor  der  Ebene  E  liegen. 

Diese  Eigenschaft  erlaubt  eine  einfache  Construction  der  Haupt- 
spar einer  Ebene  E^Ek. 

Zeichnen  wir  nämlich  eine  beliebige,  in  der  Ebene  E^Ek  liegende 
Gerade  {11^^  deren  Projectionen  sich  in  der  Hauptspur  (dd^)  dieser 
Geraden  treffen,  so  ist  nach  dem  Gesagten  klar,  dass  {dd*)  der  Dop- 
pelprojection  {88^  der- Hauptspur  von  E^Ek,  die  sich  demnach  als 
Verbindungslinie  der  Punkte  n  und  (dd^  darstellt ,    angehören  muss. 

Ist  eine  Ebene  senkrecht  zu  einer  der  Projections- 
ebenen,  so  vereinigt  ihre  Trace  auf  der  letzteren  die  Projectionen  aller 
in  ihr  liegenden  Geraden  auf  dieser  Projectionsebene  in  sich,  reprä- 
sentiert mithin  auch  die  Hauptspur  dieser  Ebene. 

§.  307. 
b}  Bigensehaften  der  sweiten  Halbierebene  H^. 

Liegt  ein  Punkt  in  demselben  Winkelraume  der  Projections- 
ebenen,  in  welchem  sich  die  zweite  Halbierebene  H^  befindet,  haben 
al0O  dessen  Coordinaten  gleiche  Vorzeichen,  so  liegen  die  Pro- 
jectionen desselben  nach  der  ümklappung  der  horizontalen  Projections- 
ebene, zu  verschiedenen  Seiten  der  Grundlinie,  die  eine  demnach 
oberhalb,  die  andere  unterhalb  der  letzteren. 

Liegt  der  Punkt  in  der  Halbierebene  fi, ,  so  besitzt  derselbe 
gleiche  Abstände  von  den  Projectionsebenen,  dessen  Projectionen  haben 
folglich  gleiche  Abstände  von  der  Grundlinie,  und  da  sie  auf  ver- 
schiedenen Seiten  der  letztgenannten  Geraden  liegen,  so  ergibt  sich 
nachstehender  Satz: 

112.  jJAegt  ein  Punkt  in  der  zweiten  Halbierebene  -Hi ,  so  liegen 
dessen  Projectionen^  in  Bezty  auf  die  Grundlinie  als  Symmetrieachse, 
symmetrisch  und  umgekehrt.^ 

§.  308. 

Ist  eine  Gerade  L  durch  ihre  Projectionen  l  und  V  (Taf.  XX, 
Fig.  315)  gegeben  und  soll  deren  Schnittpunkt  mit  der  zweiten  Hal- 
bierebene H^  bestimmt  werden,  so  hat  man  bloß  zu  erwägen,  dass  die 
Projectionen  dieses  Punktes  einerseits  in  den  Projectionen  der  Geraden 
sieh  befinden  müssen  und  andererseits  symmetrisch  gegen  die  Grund«- 
linie  liegen« 

F  •  ■  eh  k  » ,  DArateUand«  n.  proJectfTe  Geometrie.  20 
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Um  den  Punkt  selbst  zu  construieren,  zeichnen  wir  eine  Gerade 
ly  welche  mit  l  symmetrisch  gegen  die  Grundlinie  liegt,  d.  i.  eine 
Gerade,  welche  mit  der  Grundlinie  X  denselben  Winkel  q>t  wie  die 
Gerade  l  einschließt,  und  durch  den  Schnittpunkt  v  von  l  mit  der 
Grundlinie  geht.  Diese  Gerade  X  stellt  sodann  den  geometrischen 
Ort,  der  zu  den  Punkten  von  l  symmetrischen  Punkte  bezüglich  der 
Grundlinie  vor. 

Zieht  man  demnach  durch  den  Schnittpunkt  m'  dieser  Geraden 
X  mit  der  zweiten  Projection  V  eine  Senkrechte  zur  Grundlinie,  so 
schneidet  dieselbe  die  Projection  l  in  einem  Punkte  m,  welcher  mit 
m^  symmetrisch  gegen  die  Grundlinie  liegt,  woraus  unmittelbar  folgt, 
dass  (mm')  der  gesuchte  Schnittpunkt  ist. 

Ist  die  Gerade  X  (Taf.  XX,  Fig.  316)  zur  Projection  l' 
parallel,  schließen  also  die  Projectionen  l  und  l'  mit  der  Grund- 
linie gleiche  Winkel  g>  ein,  ohne  jedoch  parallel  zu  sein,  so  fallen  die 
Projectionen  m  und  m'  des  Schnittpunktes  dieser  Geraden  mit  der 
zweiten  Halbierebene  und  daher  dieser  selbst  in  nnendliche  Entfernung. 
Die  Gerade  (l,  V)  ist  somit  zur  Halbierebene  H^  parallel.  Mithin 
der  Satz: 

113.  jfSind  die  Projectionen  einer  Geraden^  ohne  untereincmder 
parallel  zu  sein^  gegen  die  Grundlinie  gleich  geneigt^  so  ist  die  Gerade 
jsur  zweiten  Haibierebene  H^  parallel  und  umgekehrL^ 

.  §.  309. 

Liegt  eine  Gerade  in  der  zweiten  Halbierebene,  so 
kommt  jedem  ihrer  Punkte  die  Eigenschaft  zu,  dass  dessen 
Projectionen  (mm')  {m^m\)...  (Taf.  XX,  Fig.  317)  zur  Grund- 
linie symmetrisch  liegen.  Es  müssen  sich  daher  die  beiden  Pro* 
jectionen  l  und  V  dieser  Geraden  selbst  in  einer  zur  Grundlinie  sym- 
metrischen Lage  befinden,  müssen  also  in  einem  Punkte  der  Grund- 
linie zusammentreffen  und  gleiche  Winkel  mit  derselben  einschließen. 
Hiernach  folgt  der  Satz: 

114.  jjSind  die  Projectionen  einer  Geraden  symmetrisch  gegen 
die  Grundlinie  als  Symmetrieachse,  so  liegt  die  Gerade  in  der  zweiten 
Haibierebene  und  umgekehrt,^ 

§.  310. 

Die  Schnittlinie  (2727')  (Taf.  XXI,  Fig.  318)  irgend  einer 
Ebene  E^Ek  mit  der  zweiten  Halbierebene  muss  der  im 
vorigen  Satze  ausgesprochenen  Bedingung  genügen,  d.  h.  ihre  Pro- 
jectionen müssen  symmetrisch  gegen  die  Grundlinie  liegen. 
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Derjenige  Punkt  n  der  Grundlinie,  in  welchem  sich  die  beiden 
Projectionen  U  und  27^  schneiden ,  kann  daher  kein  anderer  als  der 
Schnittpunkt  der  beiden  Tracen  Ef,  und  J^a  sein;  denn  dieser  Punkt 
gehört  sowohl  der  Ebene  EgEk,  als  auch  der  Halbierebene  H2  an,  ist 
somit  ein  Punkt  der  Schnittlinie  {2]2')  dieser  Ebenen. 

Jede  Gerade  (II')  in  der  Ebene  E,Eh  muss  die  Gerade  (2727') 
in  irgend  einem  Punkte  schneiden.  Dieser  Punkt,  welcher  der  Halbier- 
ebene H^  angehört,  besitzt  die  Projectionen  m  und  m^,  welche,  wie 
wir  bereits  wissen,  zur  Grundlinie  symmetrisch  liegen.  Andererseits 
müssen  sich  selbstYerständlich  die  Projectionen  m  und  m'  dieses 
Punktes  auch  in  den  Projectionen  Z  und  U*  vorfinden. 

Hiernach  wird  sich  die  Construction  der  Geraden  (272?')  fflr  eine 
gegebene  Ebene  EgEk  höchst  einfach  gestalten. 

Man  zeichnet  eine  Gerade  {W)  in  dieser  Ebene,  am  einfachsten 
eine  solche,  welche  zu  der  einen  oder  der  anderen  Projectionsebene 
(beispielsweise  zur  horizontalen)  parallel  ist,  und  bestimmt  in  der  früher 
angegebenen  Weise  deren  Schnittpunkt  {mm')  mit  der  zweiten  Hal- 
bierebene H^ ,  indem  man  eine  zu  l  in  Bezug  auf  die  Grundlinie  sym- 
metrische Gerade  A  mit  l'  zum  Schnitte  bringt,  wodurch  der  Punkt 
m^  sofort  erhalten  wird. 

Dieser  Punkt  (mm^,  sowie  der  Schnittpunkt  n  der  beiden  Tracen 
£9  und  Eh  gehört  der  zu  suchenden  Geraden  (2] 2]")  an;  die  Projec- 
tionen derselben  werden  somit  als  die  Verbindungslinien  der  Punkte 
n  und  m,  resp,  n'  und  m'  vollkommen  bestimmt  sein. 

§.  311. 

Wie  schon  gelegentlich  der  Entwicklung  der  Eigenschaften 
der  ersten  Halbierungsebene  H^  nachgewiesen  wurde,  dass  die 
Geraden,  welche  in  Ebenen  liegen,  die  zur  Grundlinie  senkrecht  stehen, 
d.  i  dass  die  (geraden,  welche  zur  Profilebene  parallel  sind,  eine  schein- 
bare Ausnahme  von  der  allgemeinen  Begel  bilden,  ebenso  verhalten 
sich  dieselben  auch  bezüglich  der  zweiten  Halbierebene. 

Wir  wollen  an  dieser  Stelle  deren  Beziehungen  zu  den  Hal- 
bierebenen näher  untersuchen. 

Sei  (IV)  (Taf.  XXI,  Fig.  319)  eine  zur  Profilebene  parallele 
Gerade,  deren  Projectionen  bekauntlich  in  eine  und  dieselbe  zur  Grund- 
linie senkrechte  Gerade  fallen,  und  nehmen  wir  an,  es  seien  (aa')\ 
{bh'),  (fic^)...  die  Projectionen  von  Punkten  -4,  J?,  0...,  welche  in 
der  Geraden  L  liegen. 

Für  drei  Pankte  einer  Geraden  und  deren  Parallel-Projectionen 
auf  irgend  eine  Ebene  gUt  allgemein  die  Relation : 

20* 
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ab:ÄB  z=zbe   :  SC, 
und  ebenso: 

a'b';ÄB  =  h'c':liC, 
und  daher: 

ab  :  a'V  :=  be  :  b' c'  =  etc. . . . 

Wenn  umgekehrt  die  Frojectionen  irgend  einer  Anzahl  von 
Punkten  in  zwei  Geraden  liegen,  und  es  besteht  die  Relation: 

ab  :  a'6'  =  bc  :  6'c'  =  etc.. . ., 

so  liegen  auch  die  durch  die  Frojectionen  {aa%  {bb'),  (ccO...  gege- 
benen Punkte  in  einer  und  derselben  Geraden  im  Baume. 

Setzen  wir  nun  voraus,  es  sei  {abe,..^  a'6'c',..)  (Taf.  XXI, 
Fig.  319  und  320)  eine  Gerade,  welche  einerseits  zur  Profilebene  P 
und  andererseits  auch  zur  ersten  Haibierebene  H^  parallel  läuft. 

Bezeichnete  Gerade  wird  sodann  offenbar  mit  beiden  Projections- 
ebenen  gleiche  Winkel  einschließen  und  überdies  folgende  Eigenschaften 
besitzen : 

a)  Die  Frojectionen  ab  und  a'6'  (Taf  XXI,  Fig.  320)  irgend 
einer  Strecke  auf  derselben  haben  gleiche  Längen;  denn  es  ist: 

ab  =  AB  .  cos  46  und  a'b'  =  AB. cos  45®,  und  folglich  ab  =  a'6'. 

b)  Folgen  die  horizontalen  Frojectionen  a'b'c'...  und  die  verti- 
calen  Frojectionen  a,  &,  c. . .  (Taf.  XXI,  Fig.  319)  in  dem  nämlichen 
Sinne  aufeinander. 

c)  Der  yerticale  und  der  horizontale  Durchstoßpunkt  (v  und  h'} 
liegen  (nach  der  Umklappung)  symmetrisch  gegen  die  Grundlinie. 

Die  angefahrten  Eigenschaften  bestehen  natürlich  auch  in  dem 
Falle,  wenn  die  Gerade  (abc...  a'b'c'...)  direct  in  der  Halbier- 
ebene H^  liegt 

Da  die  Frojectionen  der  einzelnen  Punkte  dieser  Geraden  bekanntlich 
zusammenfallen,  wird  die  Eigenschaft  b)  diesfalls  noch  dahin  speeiali- 
siert,  dass  entsprechende  Funkte  a,  a';  &,  V;  c,  c';  ...  (Taf.  XXI, 
Fig.  821)  zur  Deckung  gelangen. 

§.  312. 

Liegt  eine  Gerade  L  (Taf.  XXI,  Fig.  322  und  323)  in  einer 
zur  Grundlinie  senkrechten  Ebene  und  ist  dieselbe  parallel 
zu  der  zweiten  Halbierebene  J?,,  d.  h.  schließt  dieselbe  mit  den 
Projectionsebenen  die  Winkel  von  45^  ein,  so  besitzt  dieselbe  folgende 
Eigenschaften : 

a)  Sind  die  Frojectionen  eines  und  desselben  Abschnittes  AB 
(Taf.  XXI,  Fig  322  a)  dieser  Geraden  einander  gleich,  da 
a6  =  AB  .  cos  45®    und  a'fe*  s=  AB  .  cos  46®,   also  ab  =  a'b'  ist. 
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ß)  Folgen  die  Horizontalprojectionen  a',  6',  c', ,  .  .  (Taf.  XXI, 
Fig.  322 &),  im  Vergleich  zu  den  Verticalprojectionen  a,  &,  c. . .,  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  aufeinander. 

y)  Vertauscht  man  die  Bezeichnung  zweier  zusammengehörender 
Projectionen ,  wie  beispielsweise  a  und  a*  mit  a\  und  a^,  so  stellt 
(«tt  «'i)  (Taf.  XXI,  Fig.  322a)  einen  weiteren  Punkt  der  obbezeichneten 
Geraden  vor. 

d)  Decken  sich  nach  der  Umklappung  die  Verticalspur  v  und 
die  Horizontalspur  h'  der  Geraden;  da,  wie  aus  dem  rechtwinklig- 
gleichschenkligen Dreieck  vah'  folgt,  i;a  =  h'a  ist. 

Übrigens  sei  nebenbei  bemerkt,  dass  die  Eigenschaft  S)  eine 
unmittelbare  Folge  der  unter  y)  angegebenen  Vertauschbarkeit  der 
Projectionen  sei. 

Diese  Eigenschaften  gelten  auch  in  dem  Falle^  wenn  die  betrachtete 
Gerade  direct  in  der  Halbierebene  H,  liegt. 

Unter  der  letzteren  Voraussetzung  gesellt  sich  jedoch  noch  die 
Eigenschaft  hinzu,  dass  entsprechende  Projectionen  von  Punkten  gegen 
die  Grundlinie  symmetrisch  liegen. 

§.  313. 

Liegt  eine  Gerade  L  (Taf.  XXI,  Fig.  324)  in  einer  Ebene,  welche 
zur  Grundlinie  %  senkrecht  steht,  und  ist  diese  Gerade  außerdem  noch 
zur  Halbierebene  Hi  parallel,  so  entnehmen  wir  der  Eigenschaft  c), 
dass  deren  DurchstoOpunkte  v  und  h'  mit  den  Projectionsebenen, 
gegen  die  Grundlinie  symmetrisch  liegen. 

Die  Tracen  irgend  einer  durch  diese  Gerade  (2  V)  gelegten  Ebene 
U9  Ek  werden  demnach  ebenfalls  symmetrisch  gegen  die  Grundlinie 
liegen  müssen,  werden  also  mit  dieser  gleiche  Winkel  einschließen, 
ohne  jedoch  in  eine  und  dieselbe  Gerade  zusammenzufallen.  Hienach 
ergibt  sich  der  Satz: 

115,  ^Die  Trcbcen  einer  Ebene^  welche  durch  eine  Gerade  gelegt 
wird,  die  zur  ersten  Halbierä>ene  parallel  ist  und  in  einer  zur 
Grundlinie  senkrechten  Ebene  liegt,  sind  sjfmmetrisch  gegen  die  Gründe 
linie  und  umgekehrt.^ 

Ist  dagegen  {IV)  (Taf.  XXI,  Fig.  325)  eine  Gerade^  welche  zur 
Halbierebene  H^  parallel  läuft  und  in  einer  zur  Grundlinie  senkrechten 
Ebene  liegt,  so  fallen^  auf  Grund  der  unter  d)  angefahrten  Eigenschaft, 
nach  der  Umklappung  die  beiden  Durchstoßpunkte  v  und  h'  mit  den 
Projectionsebenen  in  einen  und  denselben  Punkt  zusammen. 

Denkt  man  sich  nun  durch  eine  derartige  Gerade  (IV)  |eine  be- 
liebige Ebene  E  gelegt,  so  werden  die  Tracen  E,  und  Ek   derselben, 
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da  sie  einerseits  durch  die  zusammenfallenden  Durchstoßpunkte  v 
und  h'  und  andererseits  durch  einen  und  denselben  Punkt  n  der  Grund- 
linie gehen  müssen,  nach  der  ümlegung  in  eine  und  dieselbe  Gerade 
fallen.    Daher  der  Satz: 

116.  „Die  Tracen  einer  Ebene,  welche  durch  eine  Gerade  geht, 
die  zur  eweiten  Hälbierebene  H^  parallel  ist  und  in  einer  sur  Grund- 
linie  senkrechten  Ebene  liegt,  fallen  nach  der  Umlegung  der  hori- 
zontalen Projectionsebene  in  eine  und  dieselbe  Gerade  und  um- 
gekehrt.^ 

Man  findet  unmittelbar,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  Gerade 
(ZJ')j  s-lso  auch  jede  durch  dieselbe  geführte  Ebene  zur  ersten  Hal- 
bierebene flj  normal  sei. 

B.  Metrische  Beziehung  bei  orthogonaler  Projection  in  Bezug  auf 

zwei  Projectioneebenen. 

§.  314. 

Bestimmung  der  wahren  Grösse  einer  durch  ihre  Projection  dargestellten 

Strecke. 

Seien  (a  i,  a' 6')  (Taf.  XXI,  Fig.  326)  die  gegebenen  Projectionen 
einer  geradlinigen  Strecke,  deren  wahre  Größe  construiert  wer* 
den  soll. 

Bezeichnen  wir  für  einen  Augenblick  die  Punkte,  welchen  als 
Projectionen  die  Punktepaare  {aa')  und  (bb*)  entsprechen^  mit  ^  und 
B.  Der  Punkt  A  liegt  räumlich  in  der  Senkrechten,  welche  wir  auf 
die  horizontale  Projectionsebene  im  Punkt  a'  errichten  und  zwar  in 
einer  Entfernung  von  dem  letzteren,  welche  der  Strecke  aa,  d.  i.  dem 
Abstand  seiner  yerticaleu  Projection  von  der  Grundlinie  gleichkommt. 
Desgleichen  liegt  der  Punkt  B  in  der  im  Punkte  b'  zur  horizontalen 
Projectionsebene  gezogenen  Normalen  in  einer  Entfernung  von  b% 
welche  dem  Abstände  bß  seiner  Yerticalprojection  b  von  der  Grund- 
linie gleich  ist.  Die  Strecke  AB  stellt  daher  eine  der  nicht  parallelen 
Seiten  eines  Trapezes  vor,  in  welchem  die  der  Strecke  A  B  gegenüber 
liegende  Seite  der  Projection  a^b'  gleich  kömmt,  während  die  zu  a*b^ 
senkrecht  stehenden  untereinander  parallelen  Seiten  beziehungsweise 
gleich  acc  und  bß  sind. 

Denken  wir  uns  dieses  Trapez  ABa'V  um  die  Seite  a*b^  in  die 
horizontale  Projectionsebene  nach  a'b'a^b^  umgelegt,  wobei  selbstrer* 
ständlich  a'a^  und  b'b^^  die  zu  a'b*  senkrechte  Lage  beibehalten  und 
ihre  bezäglichen  Längen  aa  und  bß  nicht  ändern,  so  wird  die  Seite  a^  b^ 
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des  Trapezes  bereits  die  wahre  Größe  der  Strecke  von  (ab,  a'b') 
oder  AB  darstellen. 

Es  ist  von  selbst  einleuchtend,  dass  man  die  wahre  Grösse  von 
(ab,  a*b')  in  genau  derselben  Weise,  wie  eben  angedeutet,  auch  mit 
Zugrundelegung  der  verticalen  Projection  ab  dadurch  finden  könne, 
dass  man  ein  Trapez  aba'^V^  bildet,  in  welchem  die  eine  der  nicht 
parallelen  Seiten  ab  ist,  während  die  beiden  parallelen  Seiten  aa*^  und 
bb*Q  2LVif  ab  senkrecht  stehen  und  beziehungsweise  den  Strecken  a' a 
UBd  b'ß  gleich  sind.  Die  Seite  a'o&'o  würde  sodann  die  wahre  Größe 
der  Strecke  [ab,  a'b*)  repräsentieren,  die  nothwendigerweise  gleich  a^b^ 
sein  muss. 

Da  man  die  wahre  Größe  ebener  Gebilde  erhält,  wenn 
man  dieselben  entweder  in  die  Bildebene  (Zeicbnungs- 
fläche)  umlegt,  oder  sie  in  eine  zur  Bildebene  parallele 
Lage  bringt,  so  kann  die  wahre  Größe  einer  durch  ihrePro- 
jectionen  dargestellten  Strecke  auch  auf  folgende  Weise  er- 
mittelt werden. 

Seien  (a,  a')  und  (6,  b)  die  durch  ihre  Projectionen  dargestellten 
Endpunkte  einer  Strecke  auf  der  Geraden  (?,  V)  (Taf.  XXI,  Fig.  327), 
so  denken  wir  uns  durch  den  einen  der  Endpunkte,  etwa  durch  (a,  a') 
eine  horizontal-projicierende  Gerade  {g,  g')  gezogen,  und  um  diese  die 
Gerade  (?,  V)  so  lange  gedreht,  bis  sie  zur  verticalen  Projectionsebene 
parallel  wird. 

Bei  dieser  Drehung  beschreibt  die  Gerade  (Z,  V)  einen  geraden 
Kreiskegel,  dessen  Achse  (gr,  g')  ist.  Die  horizontale  Projection  bildet 
hiebei  einen  Strahlenbüschel  mit  g'  als  Mittelpunkt  und  jeder  Punkt 
der  Geraden  (/,  i'),  also  auch  (6,  60>  durchläuft  einen  Kreis  (K,  Z"'), 
welcher  in  einer  zur  horizontalen  Projectious-Ebene  parallelen  Ebene 
Cp  liegt,  dessen  horizontale  Projection,  mithin  ein  dem  ersteren  con- 
gruenter  Kreis  sein  wird,  welcher  a*  zum  Mittelpunkte  hat  und  durch 
b*  geht. 

Wird  durch  die  angedeutete  Drehung  die  Gerade  (Z,  V)  in  eine  zur 
verticalen  Projectionsebene  parallele  Lage  gebracht,  so  muss  gleich- 
zeitig ihre  horizontale  Projection  ^  welche  wir  in  dieser  Lage  mit  l\ 
bezeichnen  wollen,  parallel  zur  Grundlinie  X  sein.  Der  Endpunkt  (&,  b') 
gelangt  nach  vollbrachter  Drehung,  nach  b\  und  dessen  verticale  Pro- 
jection nach  \  (in  e«),  so  dass  a\  die  verticale  Projection  der  zur 
Verticalebene  parallel  gedrehten  Strecke  {ab,  h'b*)  darstellt.  Nachdem 
aber,  wie  bekannt,  die  Parallelprojection  einer  zur  Projectionsebene 
parallelen  Strecke,  eine  der  Strecke  im  Eaume  gleiche  Länge  besitzt, 


^  tolg(  ttttmittelbar,  dass  ab^  =  s  die  wahre  Länge  von  (ab,  a'b^ 

£in  Gleiches  hätten  wir  selbstyerständlich  erreicht,  wenn  wir 
$U(t  der  horizontal-projicierenden  Geraden  (gg')  eine  verticalprojicierende 
Uerade  (kX")  durch  den  einen  oder  den  andern  der  Endpunkte  (a\b') 
gesogen  und  um  diese,  die  gegebene  Strecke,  so  lange  gedreht  hätten, 
bis  dieselbe  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallel  geworden  wäre. 

§.  315. 
Bestimmong  der  wahren  Größe  eines  ebenen  Gebildes  durch  ümlegiing. 

Wie  bereits  bei  den  vorher  besprochenen  Projectionsmethoden 
gezeigt  wurde,  ist  eines  der  zweckmäßigsten  Mittel  zur  Ermittlung 
der  wahren  Größe  eines  ebenen,  durch  seine  Projectionen  gegebenen 
Gebildes,  die  „ümlegung^  desselben  in  eine  der  Frojectionsebenen 
um  die  Schnittlinie  der  letzteren  mit  der  Ebene  des  genannten 
ebenen  Gebildes. 

Liegt  also  ein  ebenes  Gebilde  durch  seine  orthogonalen  Projectionen 
gegeben  vor,  so  wird  man  die  wahre  Größe  desselben  entweder 
durch  ümlegung  um  die  Verticaltrace  seiner  Ebene  in  die  verticale 
Projectionsebene  oder  um  die  horizontale  Trace  in  die  horizontale  Pro- 
jectionsebene bestimmen. 

§.  316. 

Nehmen  wir  vor  allem  an,  es  sei  ein  in  einer  Ebene  E^Ep 
(Taf.  XXI,  Fig.  328)  liegender  Punkt  (aa')  beispielsweise 
um  die  verticale  Trace  E^  in  die  verticale  Projections- 
ebene umzulegen. 

Behufs  Durchführung  des  Geforderten  haben  wir  bloß  zu  erwägen, 
dass  der  Punkt  {a,  a*)  bei  seiner  Umlegung  um  E^  einen  Kreisbogen 
beschreiben  werde,  dessen  Ebene  auf  der  Drehungsachse  E^ 
senkrecht  steht,  dessen  Mittelpunkt  der  Schnittpunkt 
dieser  Ebene  mit  der  Drehungsachse  ist  und  dessen  Ba- 
dius  endlich  der  Abstand  des  Punktes  (o,  a')  im  Baume  von 
£vi  &lso  auch  von  dem  genannten  Schnittpunkte  ist. 

Zunächst  wird  es  sich  somit  darum  handeln,  die  Drehungs- 
ebene zu  ermitteln. 

Da  besagte  Ebene  zur  Drehungsachse  E^  senkrecht  steht,  muss 
dieselbe  auch  zu  jeder  durch  E^  gehenden  Ebene,  mithin  auch  zur 
verticalen  Projectionsebene  normal  stehen,  und  wird  deren  verticale 
Trace  e«  —  da  alle  in  der  Ebene  e  liegenden  Geraden,  welche  E^  schnei- 
den, zu  E^  senkrecht  sind  •—  auf  der  Trace  Ev  senkrecht  stehen  mfissen. 
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Die  Drehungsebene  ist  demnach  diesfalls  eine  vertical- 
proji Gierende  Ebene,  deren  Yerticaltrace  e,  zu  E^,  normal  steht, 
ondy  nachdem  die  Ebene  e  durch  den  gegebenen  Punkt  (a,  a')  zu  führen 
ist,  durch  a  gehen  muss. 

Diese  Drehungsebene  e  schneidet  die  Drehachse  E^  in  dem  Dre- 
hungsmittelpunkte a.  Der  Drebungsradius  endlich  ergibt 
sich  als  die  Hypotenuse  aa'^  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  aaa'o, 
in  welchem  die  eine  Kathete  aa  gleich  dem  Abstände  der  Yertical- 
projection  des  zu  drehenden  Punktes  {aa^  von  der  Drehungsachse  und 
die  zweite  Kathete  aaf^  die  Entfernung  des  zu  drehenden  Punktes 
von  der  yerticalen  Projectionsebene,  also  gleich  der  Strecke  a'  a'  (Ab- 
stand der  horizontalen  Projection  a*  von  der  Grundlinie)  ist. 

Nach  der  ümlegung  der  Ebene  E  um  E^  wird  der  Drehungs- 
radius, ebenso  wie  jede  andere  in  der  Ebene  E^  Eh  liegende  Gerade,  in 
wahrer  Größe  erscheinen. 

Man  erhält  sonach  den  umgelegten  Drehungsradius  q  in 

und  den  umgelegten  Punkt  a  in'  a^  dargestellt. 

Berücksichtigt  man,  dass  der  Punkt  (a,  a*)  bei  seiner  ümlegung 

einen  Kreisbogen  o^^  beschreibt,  welchem  der  Centriwinkel  9  =  %*ccaQ 
entspricht ,  so  wird  man  gleichzeitig  auch '  unschwer  entnehmen ,  dass 
dieser  Winkel  q>  den  Neigungswinkel  der  Ebene  E^Eu  mit  der 
verticalen  Projectionsebene  repräsentiert ,  indem  der  Neigungs- 
winkel zweierEbenen  auch  als  der  Centriwinkel  jenes  Kreisbogens 
definiert  werden  kann,  welchen  ein  beliebiger  Punkt  der  einen  Ebene 
bei  seiner  Drehung  beschreibt,  um  in  die  zweite  Ebene  zu  gelangen. 
Eine  unmittelbare  Folge  des  Gesagten  ist  die,  dass  die  Form 
des  rechtwinkligen  Dreieckes  aaa'^  von  der  Lage  des  in  der 
Ebene  E  liegenden  Punktes  {a,a^)  unabhängig  ist,  die  Größe  des- 
selben jedoch ,  bei  sich  gleichbleibendem  Neigungswinkel  9  von  der 
Enfernung  des  Punktes  a  von  der  Drehachse,  oder  von  der  Größe  des 
Drebungsradius  bedingt  ist.  Hieraus  ergibt  sich,  dass 

—  =  — —  =  COS  q>  =  const. 

für  alle  in  derselben  Ebene  E^Eh  liegenden  Punkte  sei,  und  dass  so- 
mit der  Satz  gilt: 

117.  jiDas  Verhältnis  zwischen  den  Abständen  der  Projection 
eines  Punktes  und  dem  umgelegten  Punkte  von  der  verticalen  Trace 
der  Ebene  dieses  Punktes  (der  Drehungsachse)  ist  constant,  und  zwar 
gleich  dem  cosinus  des  Neiguv^smnkels  dieser  Ebene  gegen  die  Ver^ 
iicaiebene. 
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Das  eben  Besprochene  wird  auch  in  dem  Falle  seine  volle  Rich- 
tigkeit beibehalten,  wenn  ein  ebenes  Grebilde  statt  wie  hier  um  die 
verticale  Trace  Ev  nm  die  Horizontaltrace  Eh  seiner  Ebene 
E  in  die  horizontale  Projectionsebene  umgelegt  wird.  Es 
wird  einfach  bei  Umstellung  des  vorstehenden  Satzes  für  den  vorlie- 
genden Fall  der  Ausdruck  „vertical"  mit  „horizontal  zu  ver- 
tauschen sein. 

§.  317. 

Mit  Beachtung  der  soeben  erörterten  Eigenschaften  lässt  sich  die 
Operation  des  „ümlegens"  für  irgend  ein  ebenes  Gebilde  be- 
deutend vereinfachen. 

•Es  wird  die  bloße  Angabe  der  einen  Projection  des  Gebildes 
und  jene  der  Tracen  seiner  Ebene  vollkommen  hinreichen,  um  die 
„Umlegung"  zu  bewirken. 

Sei  beispielsweise  die  Ebene  E„Ea  (Taf.  XXI,  Fig.  329)  eines 
Dreieckes  und  letzteres  durch  seine  Horizontalprojection  a^b'C  gegeben; 
es  ist  dieses  Dreieck  um  die  horizontale  Trace  Eh  umzulegen  und  in 
seiner  wahren  Größe  zu  bestimmen. 

Legen  wir  zunächst  irgend  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene 
Ev  Ekn  am  einfachsten  einen  Punkt  (v,  v')  der  verticalen  Trace  J5«,  mit- 
telst des  Hilfsdreieckes  v*q)V*^  nach  v^  um,  so  haben  wir  bei  dem  wei- 
teren Vorgänge  bloß  zu  berücksichtigen,  dass  die  sämmtlichen  Hilfs- 
dreiecke für  alle  übrigen  umzulegenden  Punkte  einander  ähnlich  sind. 

Um  also  etwa  den  Punkt  a^  umzulegen,  wird  man  durch  den- 
selben eine  Senkrechte  a[  a  zu  Eh  ziehen ,  durch  deren  Schnittpunkt 
a  mit  Eh  eine  Parallele  aa\^  zu  q)v'Q  und  durch  a'  eine  Parallele 
a'a*Q  zu  v'v'o  oder  zu  Eh  führen.  Im  Schnitte  a'^  der  letzteren  mit 
aa'^  ergibt  sich  der  dritte  Eckpunkt  des  dem  Punkte  (a,  a')  entspre- 
chenden Umlegungsdreieckes  cca'a*^;  in  «a'^  demnach  die  wahre  Größe 
des  Drehungsradius  und  in  a^  (wobei  %a  =  a\ a  ist)  der  umgelegte 
Punkt  %, 

Auf  die  gleiche  Weise  könnte  man  nunmehr  jeden  anderen  Punkt 
umlegen,  ohne  vorher  die  verticale  Projection  desselben  zu  bestimmen, 
doch  werden  sich  unschwer  noch  weitere  Vereinfachungen  in  der  Con- 
struction  ergeben. 

Wollten  wir  beispielsweise  die  in  der  Ebene  E  liegende  Gerade 
a'h*  in  die  Horizontalebene  umlegen,  so  wird  der  bereits  nach  a^  um- 
gelegte Punkt  a'  benützt  und  ferner  berücksichtigt  werden  können, 
dass  der  Punkt  8,  in  welchem  a'h*  die  Drehungsachse  schneidet,  bei 
der  Umlegung  seine  Lage  nicht  ändert,  dass  also  die  umgelegte 
Gerade  a^\  ebenfalls  durch  8  gehen  müsse. 
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Es  ist  hiemit  eiD  Mittel  an  die  Hand  gegeben,  mit  Bequemlich- 
keit beliebig  viele  Punkte  einer  Ebene  umzulegen,  wenn  nur  einer 
derselben  umgelegt  ist. 

Wäre  nämlich  allenfalls  der  Punkt  6'  umzulegen,  so  wissen  wir, 
dass  Iq  zunächst  in  der  durch  b'  senkrecht  zur  Drehungsachse  E^  ge- 
zogenen Geraden  liegen  müsse  und  dass,  wenn  wir  den  bereits  um- 
gelegten Punkt  %  mit  dem  Punkte  d,  in  welchem  die  Projection  a'b* 
die  Drehachse  trifft,  verbinden,  wir  die  dieser  Geraden  a'6'  entspre- 
chende Umlegung  erhalten.  Im  Schnitte  von  h'ß  mit  3%  ergibt  sich 
sodann  der  umgelegte  Punkt  6^,,  resp.  die  umgelegte  Gerade  ^b^. 
Vorstehendes  Ergebnis  kann  anstandslos  auf  &'  c'   ausgedehnt  werden. 

Die  Umlegung  eines  ebenen  Gebildes  um  die  verticale 
öder  beziehungsweise  horizontale  Trace  seiner  Ebene  ist  somit  affin 
zur  verticalen,  resp.  horizontalen  Projection  dieses  Gebildes; 
denn  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  der  „Umlegung'' 
und  der  „Projection"  sind  einerseits  senkrecht  zur  betreffenden  Trace 
(Drehungsachse),  also  untereinander  parallel,  und  andererseits  schneiden 
sich  entsprechende  Geraden  der  Umlegung  und  der  Projection  in  Punkten 
dieser  Drehungsachse,  woraus  weiter  folgt,  dass  dieselbe  als  Affini- 
tätsachse zu  betrachten  sei. 

Was  die  „Charakteristik"  dieser  Affinität  anbelangt,  so 
ist  bereits  früher  gezeigt  worden ,  dass  dieselbe  dem  cosinus  des 
Neigungswinkels  «a  der  Ebene  E^Eh  gegen  die  betreffende  Pro- 
jectionsebene  gleich  ist. 

Man  gelangt  hiernach  zu  dem  Satze: 

118.  yyDie  ümlegung  eines  in  orthogonaler  Projection  darge^ 
stellten  ebenen  Gebildes  ist  affin  zur  verticalen^  resp.  horizontalen 
Projection^  je  nachdem  die  ümlegung  um  die  verticale,  resp.  horison^' 
tale  Trace  der  Ebene  betverkstelligt  wurde.  Die  Affinitätsachse  ist  die 
beireffende  Trace  (Drehungsachse);  die  Affinitätsstrahlen  sind  zu  der* 
selben  normal^  und  die  y^Charakteristik^  der  Affiniiät  ist  ausgedrückt 
durch  den  Cosinus  des  Neigungswinkels  der  Ebene  (des  Gebüdes)  gegen 
jene  Projectionsebene ,  in  welche  die  ümlegung  vorgenommen  wurde.^ 

Da  die  „Umlegungen"  ebener  Gebilde  um  die  eine  oder 
die  andere  der  beiden  Tracen  der  betreffenden  Ebene  untereinander 
congruent  sein  müssen,  indem  jede  dieser  beiden  Umlegungen  die 
wahre  Größe  und  Gestalt  des  räumlichen  Gebildes  selbst 
darstellen,  so  ist  auch  einleuchtend,  dass  die  zu  diesen  „Umlegungen" 
affinen  Projectianen  auch  untereinander  geometrisch  ver- 
wandt (und  zwar  affin)  sein  müssen.  Eingehendere  Erörterungen 
über  dieses  Thema  werden  an  späterer  Stelle  folgen. 
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§.  318. 

105.  Aufgäbe,  Es  ist  der  Neig^ongswliikel  zweier  sicli  schnei- 
denden  Geraden  (l,  l')  und  (A,  X')  in  seiner  waliren  Größe  darzustellen. 

Construiert  man  die  Verticaltrace  E,  (Taf.  XXI,  Fig.  330)  der 
durch  die  beiden  Geraden  (Z,  V)  und  {l,  A')  bestimmten  Ebene  E  als 
Yerbindungsgerade  der  Verticaldorchstoßpunkte  v^  und  t;,  der  genannten 
Geraden,  so  wird  es  sich  dem  Vorhergegangenen  gemäß  nur  darum 
handeln,  die  beiden  Geraden  (7,  l')  und  (^,  A')  um  E^  in  die  Bildebene 
umzulegen ,  um  daselbst  den  gesuchten  Winkel  in  seiner  wahren 
Größe  zu  erhalten.  Dies  wird  man  am  einfachsten  dadurch  erreichen, 
dass  man  den  Schnittpunkt  {$$')  der  beiden  Geraden  nach  s^  umlegt 
und  hierauf  5^  mit  den  bei  der  Umlegung  unverändert  gebliebenen 
Durchstoßpunkten  v,  und  v^  durch  die  Geraden  J^  und  A^  verbindet. 
Der  von  A^  und  l^  eingeschlossene  Winkel  o  ist  sodann  jener,  welchen 
die  durch  ihre  Projectionen  gegebenen  Geraden  miteinander  bilden. 

§.  319. 

Bestimmang  des  Neif^ngswinkels  einer  Geraden  und  einer  Ebene  mit 

den  Projectionsebenen. 

unter  dem  Neigungswinkel  einer  Geraden  gegen  eine  Ebene  ver- 
steht man  bekanntlich  jenen  Winkel,  welchen  die  Gerade  mit  ihrer 
orthogonalen  Projection  auf  diese  Ebene  einschließt. 

Der  Neigungswinkel  einer  Geraden  mit  der  horizontalen 
Projectionsebene  wird  demnach  jener  Winkel  sein,  welchen  die  Gerade 
mit  ihrer  horizontalen  Projection  bildet.  Da  dieser  Winkel 
in  der  durch  die  Gerade  gefQhrten  horizontal-projicierenden  Ebene  liegt 
und  der  eine  Schenkel  unmittelbar  durch  die  horizontale  Trace  dieser 
Ebene  angestellt  wird,  wird  zur  Bestimmung  seiner  wahren  Größe 
die  blo3e  ümlegung  der  gegebenen  Geraden  um  ihre  horizontale  Pro- 
jection in  die  horizontale  Projectionsebene  genfigen. 

In  analoger  Weise  kann  selbstverständlich  auch  der  Neigungs- 
winkel einer  Geraden  mit  der  verticalen  Projections- 
ebene bestimmt  werden. 

Wäre  also  beispielsweise  die  Größe  der  Horizontalneigung  der 
Geraden  (I,  V)  (Taf.  XXI,  Fig.  326)  festzustellen ,  so  wird  man  diese 
Gerade  um  ihre  Horizontalprojection,  genau  so  wie  bei  Bestimmung 
der  wahren  Länge  einer  auf  ihr  gegebenen  Strecke  umlegen,  um  in 
dem  Winkel  n«,  welchen  die  umgelegte  Gerade  {„  mit  der  genannten 
Horizontalprojection  V  einschließt,  bereits  den  gesuchten  Neigungs- 
winkel zu  erhalten. 
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Das  gleiche  Resultat  kann  aueh  auf  nachstehende  Weise  erzielt 
werden. 

Ist  (;i,  AO  (Taf.  XXI,  Fig.  331)  die  gegebene  Gerade,  derea 
Neigungswinkel  gegen  die  horizontale  Projectionaebene  bestimmt  werden 
soll,  so  denken  wir  uns  durch  einen  beliebig  gewählten  Punkt  (s,  s')  der 
Geraden  (A,  l')  eine  Senkrechte  {l,  V)  zur  horizontalen  Projectionsebene 
gezogen  und  die  gegebene  Gerade  (A,  k')  um  die  genannte  Senkrechte 
({,  l')  so  lange  gedreht,  bis  dieselbe  eine  zur  Verticalebene  parallele 
Lage  annimmt.  Hiebe!  beschreibt  dieselbe  einen  geraden  Kreiskegel, 
dessen  Leitlinie  auf  der  horizontalen  ProjectioDsebene  ein  Kreis  K' 
ist,  welcher  durch  den  horizontalen  Durchstoßpuokt  h'  der  gegebenen 
Geraden  (A,  A')  geht  und  dessen  Mittelpunkt  mit  s*  zusammenfällt. 

Alle  Erzeugenden  dieses  Kegels  schließen  mit  der  Kegelachse  {11') 
sowohl,  als  auch  mit  der  Basjsebene  (horizontalen  Projectionsebene) 
einen  constanten  Winkel  ein. 

Die  Erzeugenden  des  Kegels,  welche  zur  verticalen  Projections- 
ebene parallel  sind,  besitzen  eine  zur  Grundlinie  parallele  Horizontal- 
projection,  welche  durch  (A^ ,  X*^)  dargestellt  erscheint.  In  dieser  Lage 
wird  selbstverständlich  der  Winkel  n^,  welchen  die  Kegelerzeugenden 
mit  der  horizontalen  Projectionsebene,  als  auch  der  Winkel  cd,  welchen 
dieselben  mit  der  Kegelachse  {l,V),  einschließen,  in  wahrer  Größe 
erscheinen. 

Der  hier  eingeschlagene  Weg,  sowie  das  erzielte  Ergebnis  stimmt 
mit  dem  in  Taf.  XXI,  Fig.  327  Festgestellten,  vollkommen  Qberein. 

§.  320. 
Neigungswinkel  einer  gegebenen  Ebene  mit  den  Projectionsebenen. 

Wie  bereits  mehrfach  ausgesprochen,  wird  im  allgemeinen  der 
Neigungswinkel  zweier  Ebenen  durch  jenen  Winkel  dargestellt,  welcher 
von  den  Schnittlinien  der  beiden  gegebenen  Ebenen  mit  einer  dritten 
Ebene,  die  auf  dem  Schnitte  der  ersteren  senkrecht  steht,  eingeschlos- 
sen wird. 

Soll  demnach  der  Neigungswinkel  irgend  einer  Ebene  E^Ek 
(Taf.  XXIf  Fig.  332)  mit  einer  der  Projectionsebenen,  etwa  mit  der 
horizontalen  Projectionsebene  bestimmt  werden,  so  wird  man 
zun&chst  eine  Ebene  e  zu  oonstruieren  haben,  welche  auf  der  Schnittlinie 
der  Ebene  E  mit  der  hotizentalen  Projectionsebene,  also  auf  der  hori* 
zontalen  Trace  Ek  senkrecht  steht 

Diese  Ebene  e«eA  muss  offenbar  eine  horizontal-projicierende 
sein  und  wird  ihre  horizontale  Trace  auf  der  Trace  Ek  der  Ebene  E 
senkrecht  stehen  müssen. 
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Besagte  Ebene  CtCh  schneidet  die  gegebene  Ebene  E^Eh  in  einer 
Geraden  (5,  s')  nnd  die  horizontale  Projectionsebene  in  der  Oeraden  e«. 

Der  Neigungswinkel  der  Ebene  E^Ek  gegen  die  horizontale  Pro- 
jectionsebene ist  mithin  jener  Winkel ,  welcher  die  Geraden  (s,  s') 
mit  der  Trace  Ck  einschließt. 

Um  diesen  Winkel  in  wahrer  Größe  v^h'v^  darzustellen,  hat 
man  denselben  um  die  Horizontal  trace  Ch  seiner  Ebene  (6«^«)  in  die 
horizontale  Projectionsebene  auf  bekannte  Weise  umzulegen. 

Es  ist  mithin  %  die  wahre  Größe  des  gesuchten  Nei- 
gungswinkels. 

Die  eben  durchgeführte  Construction  des  Neigungswinkels  einer 
Ebene  gegen  die  horizontale  Projectionsebene,  sowie  jene  Construction 
desselben  Winkels  v  ä,  v'  =  n*  (Taf.  XXI ,  Fig.  332) ,  welche  durch 
Drehung  der  horizontal-projicierenden  Ebene  e^e^,  als  Ebene  des  Nei- 
gungswinkels, um  69  in  die  verticale  Projectionsebene  vollzogen  wurde, 
kann  in  analoger  Weise  auch  zur  Bestimmung  des  Neigungswinkels 
der  Ebene  E^Ek  gegen  die  Verticalebene  benützt  werden. . 

Stillschweigend  wurden  diese  eben  besprochenen  Operationen 
auch  bereits  bei  der  Umlegung  eines  ebenen  Gebildes  (Taf.  XXI, 
Fig.  328  und  329)  in  eine  der  Projectionsebenen  um  die  eine  Trace 
seiner  Ebene  zur  Geltung  gebracht. 

Da  nämlich  bei  der  „Umlegung^  ein  jeder  Punkt  des  ebenen 
Gebildes  einen  Kreisbogen  beschreibt,  dessen  Centriwinkel  dem  Nei- 
gungswinkel der  Ebene  des  Gebildes  gegen  die  betreffende  Projections- 
ebene gleich  ist,  wurde  besagter  Winkel  bei  der  „umlegung*'  bereits 
in  wahrer  Größe  gefanden  und  dargestellt. 

Vergleichen  wir,  um  der  Klarheit  willen,  die  beiden  Fig.  329  und  332 
(Taf.  XXI)  miteinander,  so  werden  wir  finden,  dass  in  Fig.  329  der  Punkt 
{v  V)  um  Ek  genau  wie  in  Fig.  332  in  die  horizontale  Projections- 
ebene umgelegt  wurde.  Der  Bogen,  welchen  (vi/)  beschreibt,  ist  durch 

v^Q  (Fig.  329)  ebenso  wie  der  horizontale  Neigungswinkel  der  Ebene 
E  durch  t;'9i;'„  =  nn  in  wahrer  Größe  dargestellt. 

Nebenbei  sei  noch  bemerkt,  dass  man,  um  Oonstructionslinien 
zu  ersparen,  mit  Vorliebe  das  zweitangedeutete  Verfahren  behufs  Be- 
stimmung der  wahren  Größe  des  Neigungswinkels  zu  wählen  pfl^. 
Man  überträgt  diesfalls  einfach  die  Strecke  v'h'  (Taf.  XXI,  Fig.  332) 
von  V'  aus  in  die  Grundlinie  X  nach  v'h^  und  zieht  vh^.  Das  Drei- 
eck 17 A,  t;'  ist  sodann  selbstverständlich  congruent  mit  dem  Dreiecke 
v^h'v^  da  beide  rechtwinklig  sind  und  gleiche  Katheten  vv*^  und  v*v^ 
besitzen. 
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Es  sind  daher  auch  die  Winkel  vh^v\  v^h'v'  und  nn  einander 
gleich,  woraus  folgt,  dass  der  verlangte  Ne^ungswinkel  n^  der  Ebene 
EtEk  mit  der  horizontalen  Projectionsebene,  auch  durch  den  Winkel 
vh'^v'  repräsentiert  werde. 

Vom  darstellend  geometrischen  Standpunkte  aus  verdient  über- 
dies die  letztere  Construction  insoferne  den  Vorzug,  da  durch  Ver- 
gleichung  ?on  Fig.  332  und  331,  Taf.  XXI  erhellt,  dass  der  Neigungs- 
winkel einer  Ebene  E  mit  einer  der  Projectionsebenen  demjenigen 
Winkel  gleich  sei ,  den  eine  in  der  Ebenö  E  liegende  zur  betreffenden 
Trace  senkrecht  stehende  Gerade  mit  ihrer  Projection  auf  die  zuge- 
hörige Projectionsebene  einschließt  und  dass  beide  diese  Winkel  in  ganz 
übereinstimmender  Weise  ermittelt  und  dargestellt  werden. 

Nach  den  yorausgeschickten  Andeutungen  dürfte  es  wohl  als 
überflüssig  erachtet  werden,  in  eine  neuerliche  Erörterung  und  Con- 
struction des  Neigungswinkels  einer  Ebene  mit  der  verti- 
calen  ProjectionsiBbene  einzugehen  und  dürfte  diesbezüglich  die 
bloße  Bemerkung  genügen,  dass  die  Durchführung  dieses  Problemes 
mit  dem  eben  besprochenen  in  voller  Übereinstimmung  geschehe  und 
bloß  die  Ausdrücke  „horizontal^  und  „vertical^  (mitsammen  zu  ver- 
tauschen seien. 

§.  321. 

Ist  eine  Ebene  projicierend,  so  wird  ihr  Neigungswinkel 
mit  derjenigen  Projectionsebene,  auf  welcher  dieselbe  nicht 
senkrecht  steht,  direct  durch  den  Winkel  gegeben,  welchen  ihre 
gegen  die  Gnmdlinie  geneigte  Trace  mit  der  letzteren  ein- 
schließt. 

Sei  also  beispielsweise  eine  vertical  -  projicierende  Ebene  e«  eh 
(Taf.  XXI;  Fig.  333)  gegeben,  deren  Neigungswinkel  mit  der  hori- 
zontalen Projectionsebene  bestimmt  werden  soll. 

Die  verticale  Projectionsebene  V  schneidet  offenbar  die  hori- 
zontale Projectionsebene  H  sowie  die  gegebene  Ebene  e^  e*,  und  zwar 
die  erstere  in  der  Grundlinie  X,  die  letztere  dagegen  in  der  Geraden  e «. 
Nachdem  aber  die  Ebene  V  außerdem  auf  den  beiden  genannten  Ebenen 
H  und  e  zugleich  senkrecht  steht,  so  folgte  dass  der  Winkel  n^  welchen 
die  Schnittlinien  X  und  e^  miteinander  einschließen,  der  Neigungs- 
winkel der  Ebene  e  mit  der  horizontalen  Projectionsebene  sei.  Da 
überdies  die  Schenkel  dieses  Winkels  direct  in  der  Yerticalebene  liegen^ 
wird  der  von  denselben  eingeschlossene  Winkel  n^  daselbst  in  wahrer 
Größe  erscheinen. 

Analog  dem  Gesagten  wird  durch  X  und  e\  der  Neigungswinkel  n, 
der  beiden  Ebenen  Fund  e\e'k  unmittelbar  gebildet  und,  so  wie  im 
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vorhergehenden  Falle  auch  hier,  durch  X  und  die  Trace  e'k  der  Nei- 
gungswinkel der  horizontal-projicierenden  Ebene  e\e\ 
gegen  die  Verticalebene  direct  in  wahrer  Qröße  dargestellt 

£s  ist  ferner  aus  dem  Vorhergegangenen  bekannt,  dass  eine 
Ebene,  deren  Tracen  nach  der  ümlegung  in  eine  Gerade  zusammen- 
fallen, zur  Halbierebene  ff^  normal  ist,  also  mit  den  beiden  Pro- 
jectionsebenen  gleiche  Winkel  einschließt.  Die  vorher  entwickelte  Me- 
thode zur  Bestimmung  des  Neigungswinkels  einer  solchen  Ebene  gegen 
eine  der  Projectionsebenen  kann  auch  als  Beweis  für  diese  Eigenschaft 
verwendet  werden,  da  das  Verhalten  der  beiden  Neigungswinkel-Ebenen 
wie  aus  Taf.  XXI,  Fig.  333)  unmittelbar  zu  ersehen  ist,  gegen  die 
EpJEh  sowohl,  als  auch  gegen  die  Frojectionsebenen  das  Gleiche  ist, 
und  mithin  auch  gleiche  Besultate,  d.  i.  gleiche  Neigungswinkel 
liefert. 

Steht  eine  Ebene  E,Ek  (Taf.  XXI,  Fig.  334)  zur  Profil- 
ebene P  senkrecht,  sind  also  deren  Tracen  J^^  und  Eh  zur  Grundlinie 
parallel,  so  sind  die  Neigungswinkel  n,  und  n«  dieser  Ebene  E  mit 
der  verticalen  resp.  mit  der  horizontalen  Projectionsebeoe  durch  jene 
Winkel  direct  bestimmt,  welche  ihre  Profiltrace  Ek  beziehungsweise 
mit  der  verticalen  und  der  horizontalen  Profilachse  Z  und 
Y  einschließen.  Denn  die  Profilebene  steht  gleichzeitig  auf  der  ver- 
ticalen Projectionsebene  und  auf  der  Ebene  E^Ek  senkrecht.  Der 
Winkel  n«,  welchen  ihre  Schnittlinien  Z  und  Et  mit  den  genannten 
Ebenen  untereinander  einschließen,  repräsentiert  daher  den  Neigungs- 
winkel der  Ebene  E  mit  der  verticalen  Projectionsebene.  Das  Nämliche 
findet  bezQglich  des  Neigungswinkels  n^  der  Ebene  EkEp  gegen  die 
horizontale  Projectionsebene  H  statt. 

§.  322. 

Darstellung  einer  Geraden,  welche  zu  einer  gegebenen  Ebene  senkrecht 

steht. 

Eine  Gerade,  welche  zu  einer  Ebene  normal  steht,  kann  immer 
betrachtet  werden  als  Schnittlinie  irgend  zweier  Ebenien,  welche  zu 
der  genannten  Ebene  senkrecht  stehen. 

Sei  also  E  irgend  eine  durch  ihre  Tracen  E^Eh  (Taf.  XXI, 
Fig.  335)  dargestellte  Ebene. 

Zeichnen  wir  nun  jene  vertical-projicierende  Ebene  e^ekj  deren 
verticale  Trace  e»  zur  Verticaltrace  E^  der  gegebenen  Ebene  senkrecht 
steht,  und  weiters  diejenige  horizontal-projicierende  Ebene  etCkf  deren 
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horizontale  Trace  e\  zu  der  Horizontaltrace  Eh  der  gegebenen  Ebene  E 
senkrecht  ist,  so  werden,  wie  bereits  früher  gezeigt  wurde,  die  beiden 
Ebenen  e^en  und  eU  e\  auf  der  gegebenen  Ebene  E^Eh  senkrecht 
stehen ,  während  ihr  gegenseitiger  Schnitt  eine  Gerade  sein  wird^  welche 
zu  der  gegebenen  Ebene  E^  Ek  normal  sein  muss. 

Nachdem  aber,  wie  bekannt,  die  Projectionen  der  Schnittlinie 
zweier  Ebenen^  von  welchen  die  eine  Ebene  vertical-,  die  andere  hori- 
zontal*projicierend  ist,  mit  den  gegen  die  Grundlinie  geneigten  Tracen 
zusammenfallen  und  diese  letzteren  diesfalls,  der  Voraussetzung  gemäß, 
auf  den  gleichnamigen  Tracen  der  gegebenen  Ebene  E^Eh  senkrecht 
stehen,  gelangen  wir  zu  dem  Schlüsse,  dass  für  die  orthogonalen  Pro- 
jectionen der  zu  einer  Ebene  senkrechten  Geraden  folgender  Satz  gelte : 

119.  j^Die  Projectionen  einer  Geraden^  welche  zu  einer  Ebene 
normal  ist,  stehen  auf  den  gleichnamigen  Tracen  dieser  Ebene 
senkrecht.^ 

§.  323. 

Ist  umgekehrt  eine  Gerade  (11')  gegeben  und  soll  eine  zu 
dieser  Geraden  senkrechte  Ebene  E  construiert  werden, 
so  wird  man  einfach  deren  Tracen  E^Ek  als  Senkrechte  zu  den  gleich- 
namigen Projectionen  der  gegebenen  Geraden  (2,  V)  zu  fahren  haben. 

Aus  dem  vorstehenden  Satze  geht  sodann  unmittelbar  hervor, 
dass  die  so  erhaltene,  durch  ihre  Tracen  E„ ,  Eh  dargestellte  Ebene  E 
in  der  That  auf  der  Geraden  (Z,  l')  senkrecht  stehen  müsse. 

Mit  Hilfe  der  soeben  festgestellten  Eigenschaft  können  nun  leicht 
die  folgenden  Aufgaben  gelöst  werden. 

§.  324. 

106.  Aufgabe.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  (pp')  ist  eine  senk- 
reclite  Gerade  zu  einer  gegebenen  Ebene  Et,Ek  zu  fuhren. 

Die  Lösung  und  Durchführung  der  gestellten  Aufgabe  besteht 
auf  Grund  de&  Vorausgeschickten  einfach  darin^  dass  man  die  Pro- 
jectionen l  und  V  (Taf.  XXI,  Fig.  336)  der  verlangten  Geraden  Z, 
beziehungsweise  durch  p  und  p^  senkrecht  zu  Et  und  Eh  zieht. 

§.  325. 

107.  Aufgabe.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  (pp*)  ist  eine 
Ebene  E  zu  legen,  welche  auf  einer  gegebenen  Geraden  {IV)  senk- 
recht steht. 

Man  denke  sich  an  beliebiger  Stelle  der  Zeichnungsfläche  eine 
Ebene  e«  e»  (Taf.  XXI ,  Fig.  337)  so  bestimmt ,   dass  deren  Tracen  e„ 
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und  Ch  beziehungsweise  auf  l  und  V  senkrecht  stehen,  also  eine  Ebene 
aufgesucht,  welche  zur  Geraden  (IV)  normal  ist. 

Die  vorstehende  Aufgabe  wird  sich  demnach  darauf  reducieren, 
durch  den  gegebenen  Punkt  (pi?0  ^^^^  Ebene  E^Eh  parallel  zu  einer 
ihrer  Lage  nach  bekannten  Ebene  e^eh  zu  fahren. 

Wir  bestimmen  zu  diesem  Behufe,  durch  ümkehrung  der  in 
Taf.  XX,  Fig.  288  gegebenen  Construotion ,  einen  Punkt  v  der  ?er- 
ticalen  Trace  der  durch  {pp')  zu  führenden  Ebene,  indem  wir  pv 
parallel  zur  Grundlinie  und  p'v'  parallel  zur  Trace  6a,  also  senkrecht 
zu  V  und  endlich  v'v  senkrecht  zur  Grundlinie  ziehen. 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  bereits  eine  horizontale,  in  der  zu 
construierenden  Ebene  liegende,  durch  {pp')  gehende  Gerade  {kV)^ 
welche  die  verticale  Projectionsebene  in  v,  also  in  einem  Punkte 
schneidet,  welcher  gleichzeitig  der  Verticaltrace  E^  jener  durch  ipp*) 
zu  legenden  Ebene  E  angehört 

Wird  nunmehr  die  Verticaltrace  Ev  durch  v  parallel  zuc«,  also 
senkrecht  auf  l  und  durch  deren  Schnittpunkt  o  mit  der  Grundlinie 
X  die  Horizontaltrace  Eh  parallel  zu  e« ,  also  senkrecht  zu  V  gezogen, 
so  ist  Et  Eh  bereits  jene  Ebene,  welche  der  gestellten  Aufgabe  entspricht. 

Da  nämlich  die  Tracen  E^^  Eh  der  so  bestimmten  Ebene  E  auf 
den  gleichnamigen  Projectionen  l  und  V  senkrecht  stehen,  so  steht  die 
Ebene  E  selbst  senkrecht  zur  Geraden  Q,  V)  und  geht,  auf  Grund  der 
durchgeführten  Construction,  durch  den  Punkt  pp\  Es  ist  leicht  ein- 
zusehen,  dass  die  Verzeichnung  der  Ebene  etCh  ganz  und  gar  über- 
flüssig sei,  und  dass  dieselbe  diesfalls  nur  zur  Erläuterung  der  Con- 
struction diente. 

§.  326. 

Die  erste  der  beiden  vorstehenden  Aufgaben  (106)  wollen  wir 
auch  für  den  Fall  lösen,  dass  die  Ebene  E  nicht  durch  ihre  Tracen, 
sondern  bloß  durch  zwei  sich  schneidende  Geraden  gegeben 
ist  und  die  Ermittlung  ihrer  Tracen  nicht  möglich  oder  doch  nicht  zu- 
lässig sei. 

Setzen  wir  also  voraus,  es  seien  {}l*)  und  IV  (Taf.  XXI, 
Fig.  338)  die  zwei  sich  schneidenden  Geraden,  auf  deren  Ebene  von 
dem  Punkte  {pp*)  eine  Senkrechte  gefällt  werden  soll. 

Ferner  mag  angenommen  werden,  dass  die  Durchstoßpunkte  der 
einen  oder  der  anderen  Geraden  außerhalb  der  Grenzen  der  Zeich- 
nungsfläche fallen,  die  Bestimmung  der  Tracen  also,  ohne  Gebrauch 
von  Hilfsconstructionen,   nicht  gut  thunlich  oder  durchführbar  wäre. 

TJm  unter  den  gestellten  Bedingungen  die  Aufgabe  zu  lösen, 
berücksichtigen  wir,  dass  es  diesfalls  vollkommen  hinreiche,  wenn  man 
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die  Geraden  zu  eroiittela  in  der  Lage  ist,  welche  zu  den  unbestimm- 
baren Tracen  der  Ebene  E  parallel  sind. 

Es  ist  diesbezüglich  bekannt,  dass  eine  Gerade,  welche  in  einer 
Ebene  liegt  und  zur  yerticalen  oder  beziehungsweise  zur  horizontalen 
Projectionsebene  parallel  ist,  eine  horizontale  oder  resp.  verticale  Pro- 
jection  besitze,  welche  zur  Grundlinie  parallel  läuft,  während  die  ver- 
ticale, resp.  horizontale  Projection  dieser  Geraden  beziehungsweise  eine 
zur  Yerticalen  oder  horizontalen  Trace  der  Ebene  parallele  Lage   hat. 

Denken  wir  uns  demnach  irgend  eine  Gerade  g  parallel  zur 
Grundlinie  gezogen  und  betrachten  wir  dieselbe  als  die  verticale  Pro- 
jection einer  in  der  Ebene  (I,  A)  liegenden  Geraden.  Als  solche  muss 
sie  die  Geraden  {IV)  und  (AA')  in  je  einem  Punkte  schneiden,  deren 
Projectionen  sich  in  {aa')  und  (bb*)  ergeben,  so  dass  man  ina'&'die 
horizontale  Projection  g'  der  genannten  Geraden  erhält. 

Die  so  gefundene  horizontale  Projection  g'  muss  nun  selbstver- 
ständlich zur  horizontalen  Trace  der  durch  {II')  und  {XX')  bestimmten 
Ebene  parallel  sein. 

Wenn  wir  demnach  durch  p*  eine  Senkrechte  n'  zu  g*  ziehen,  so 
stellt  diese  Gerade  die  horizontale  Projection  der  gesuchten 
Normalen  N  zur  Ebene  (AA^  IV)  dar. 

Auf  analoge  Weise  bestimmt  man  die  verticale  Projection 
n  dieser  Normalen  A^  als  die  durch  p  gehende  zu  einer  Geraden 
h  Senkrechte,  welche  wieder  als  die  verticale  Projection  einer  in  der 
Ebene  Q,  X)  liegenden  Geraden ,  deren  horizontale  Projection  h'  an 
beliebiger  Stelle  parallel  zur  Grundlinie  angenommen  werden  kann, 
erhalten  wird. 

§.  327. 

108.  Aufgäbe.  Es  ist  a)  die  orthogonale  Projectioii  eines  Punktes 
(pp*)  auf  eine  Ebene  E^Eh  und  b)  die  ^wahre  OrölSe  des  Abstandes 
dieses  Punktes  von  der  Ebene  zu  bestinunen. 

Die  orthogonale  Projection  P  des  Punktes  {pp')  (Taf.  XXI, 
Fig.  339)  auf  die  Ebene  E,Ek  wird  bekanntlich  durch  den  Fußpunkt 
der  Senkrechten  {IV)  bestimmt,  welche  durch  {pp')  zur  Ebene  E^Ek 
gezogen  werden  kann. 

Den  vorbezeichneten  Fuß-  oder  Schnittpunkt  (PP*)  dieser  zur 
Ebene  E^Eh  normalen  Geraden  {IV)  mit  der  Ebene  E^Ek  bestimmt 
man  einfach  vermittelst  einer  durch  {IV)  gellten,  horizontal-  oder 
vertical-projioierenden  Ebene  e^ek,  indem  man  beispielsweise  eine  Gerade 
{(9^')  sucht,  die  in  der  Ebene  E^Ek  liegt  und  mit  (11^  eine  gemein- 
schaftliche horizontale  Projection  besitzt    Die  verticalen  Projectionen 

21« 
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l  und  a  schneiden  sich  in  dem  verlangten  Punkte  P.  Der  Punkt 
{PP')  ist  somit  die  gesuchte  Orthogonalprojection  des  Punktes  {pp') 
auf  die  Ebene  E^Eh. 

Der  zweite  Tfaeil  der  Aufgabe  bildet  eine  bloße  Fortsetzung  des 
ersteren  und  besteht  einzig  in  der  Feststellung  der  wahren  Oröße 
des  durch  seine  Projectionen  (Pp,  P'p*)  gegebenen,  von  (pp')  auf 
EvEh  gefällten  Perpendikels  (jpP,  p'P'). 

Letzteres  kann  durch  ümlegung  der  Strecke  {pP^  P*P')  ^na  die 
eine  ihrer  Projectionen,  etwa^^P,  in  die  betreffende,  diesfalls  also  in 
die   verticale   Projectionsebene   bewirkt   und  demzufolge  die   wahre 

Größe  des  Abstandes  des  Punktes  (pp')  von -B  iuxch  p^P^  dar- 
gestellt werden. 

§.  328. 

109.  Aufgabe.  Durcli  eine  gegebene  Gerade  {IV)  ist  eine  Ebene 
EvEk  zu  legen,  welche  auf  einer  gegebenen  Ebene  e^ek  senkrecht  steht» 

Eine  Ebene,  welche  auf  einer  zweiten  senkrecht  steht,  ist  dadurch 
charakterisiert,  dass  sie  Geraden  enthält,  welche  zu  der  letzteren  nor- 
mal sind. 

Führt  man  demnach  durch  einen  beliebig  angenommenen  Punkt 

iPP')  (Taf.  XXII,  Fig.  340)  der  Geraden  (IV)  eine  Normale  (wn')  zur 

Ebene  e^eh  und  legt  sodann  durch  (ll')  und  (nn^)  die  einzig  mögliche 

Ebene  E^Ek^   so   wird   diese,   da   dieselbe  eine  Normale  {nn')^  oder 

besser  gesagt,  unendlich  viele  zu  {nn^  parallele  Normalen  der  Ebene 

CvCk    enthält;   zur   letztgenannten   Ebene   e  selbst   senkrecht   stehen 

müssen. 

§.  329. 

HO.  Aufgabe.  Es  ist  die  orthogonale  Projeetion  einer  Geraden 
QV)  auf  eiie  Sbene  e«  en  zu  bestimmen. 

Da  #ir  unter  der  orthogonalen  Projeetion  einer  Geraden  (IV)  auf 
eine  gegebene  Ebene  e^es  den  Schnitt  der  letzteren  mit  der  zu  ihr 
durch  (IV)  normal  gelegten  Ebene  verstehen,  so  folgt  die  Lösung  der 
vorstehenden  Aufgabe  aus  der  soeben  behandelten,  indem  man  die 
daselbst  bestimmte  Ebene  E^Ek  mit  der  Ebene  e^eh  zum  Schnitte  bringt. 

§.  330. 

111.  Aufgabe.  Es  ist  der  Abstand  eines  Punktes  {pp')  von  einer 
Geraden  (IV)  seiner  wahren  Oröße  nach  zu  bestimmen. 

Unter  dem  Abstände  eines  Punktes  {pp*)  (Taf.  XXII,  Pig.  341) 
von  einer  Geraden  (IV)  verstehen  wir  die  Länge  des  von  {pp*)  auf 
die  Gerade  {IV)  gefällten  Perpendikels  {pP,  p'P). 
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Die  vorstehende  Aufgabe  lässt  sich  hiernach  auf  zwei  verschie- 
dene Arten  losen,  deren  jede  in  gewissen  Fällen'  ihre  Vortheile  bietet. 

a)  Da  das  genannte  Perpendikel  (pP,  jp'P')  die  Gerade  (IV)  in 
einem  Punkte  {PF')  trifft,  so  liegt  dasselbe  nothwendig  in  jener  Ebene, 
welche  durch  (}V)  und  (pp^)  bestimmt  ist. 

Suchen  wir  die  Tracen  Ep  und  Ek  dieser  Ebene  E  und  legen 
die  Gerade  (W)  sowohl,  als  auch  den  Punkt  (pp')  um  die  eine  ihrer 
Tracen,  etwa  um  Ev ,  in  die  Bildebene  nach  l^  und  p^  um  und  fällen 

wir  sodann  die  Senkrechte  Pi^Pq  von  p^  auf  ?„,  so  stellt  PqPq  bereits 
die  umgelegte  Strecke  jpP,  also  die  wahre  Größe  des  gesuchten 
Abstandes  vor.  Die  Projectionen  dieses  Abstandes  erhält  man  einfach 
durch  Zurtickführung  des  Punktes  P^  nach  P  und  P'  in  (pP,  p'P')* 

b)  Man  construiere  (nach  Taf.  XXI,  Fig.  337)  eine  Ebene  E^Eh 
(Taf.  XXII,  Fig.  342),  welche  durch  den  gegebenen  Punkt  pp'  geht, 
und  zur  Geraden  {IV)  senkrecht  steht.  Diese  Ebene  EvEh  schneidet 
die  Gerade  QV)  in  einem  Punkte  {PP');  verbindet  man  {PP')  mit 
(pjp'),  ßo  erhält  mau  offenbar  jene  Gerade,  welche  auf  {IV)  senkrecht 

steht,  und  deren  wahre  Größe  PqPq  durch  ümlegung  von  (pP,  p*P') 
um  Eh  bewirkt,  den  gesuchten  Abstand  s  repräsentiert. 

§.  331. 

112.  Aufgäbe.  Es  ist  der  Abstand  zweier  paralleler  Ebenen 
E^Eh,  E'vE'h  der  wahren  (}röße  nach  zu  bestimmen. 

Da  der  Abstand  zweier  parallelen  Ebenen  durch  die  von  diesen 
Ebenen  begrenzte  Strecke  einer  zu  denselben  normalen  Geraden  defi- 
niert wird ,  so  ist  unschwer  einzusehen ,  dass  jede  Ebene ,  welche  auf 
den  beiden  genannten  Ebenen  zugleich  senkrecht  steht,  diese  in  zwei 
parallelen  Geraden  schneidet,  deren  Entfernung  ebenfalls  dem  bezeich- 
neten Abstände  gleich  ist. 

unter  allen  Ebenen,  welche  auf  den  Ebenen  E  und  E'  senkrecht 
stehen,  wählen  wir  der  Einfachheit  der  Constructionen  halber  wieder 
jene,  welche  gleichzeitig  entweder  zu  der  verticalen  oder  horizontalen 
Projectionsebene  normal  steht.  Diese  Ebene  €t,eh  (Taf.  XXII,  Fig.  343) 
schneidet  die  beiden  gegebenen  Ebenen  E  und  E'  in  zwei  zu  einander 
parallelen  Geraden  {IV)  und  {lj\),  deren  Abstand  f^  <lui^ch  deren  üm- 
legung um  ßk  nach  {^  und  Pi  seiner  wahren  Größe  nach  bestimmt  ist. 

Der  vorausgeschickten  Betrachtung  gemäß,  wird  somit  durch  s^ 
gleichzeitig  auch  der  Abstand  der  beiden  Ebenen  Ef,Eh  und  E\E'k 
dargestellt. 
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§.  332. 

113.  Aufgäbe.  Es  ist  der  kftrzeste  Abstand  zweier  niclit  in  einer 
Ebene  liegenden  Geraden  zn  bestimmen. 

Es  seien  (IV)  und  {lj\)  (Taf.  ;XXII,  Fig.  344)  die  beiden  gege- 
benen sich  nicht  schneidenden  Geraden. 

Der  kürzeste  Abstand  dieser  sich  bloß  kreuzenden  Geraden 
ist,  wie  wir  bereits  gelegentlich  der  Besprechung  desselben  Problemes 
in  der  centralen  Projection  hervorgehoben  haben,  jene  Strecke  der  auf 
denselben  gleichzeitig  senkrecht  stehenden  Geraden,  welche  durch  die 
Fuß  punkte  der  letzteren  in  den  erstgenannten  Geraden  begrenzt  wird. 

Nun  ist  aber  klar,  dass  eine  Gerade,  welche  auf  zwei  Terschie- 
denen  Geraden  gleichzeitig  senkrecht  steht,  auch  auf  einer  Ebene  senk- 
recht stehen  müsse,  welche  zu  diesen  beiden  Geraden  parallel  ist.  um 
daher  die  Sichtung  der  genannten  Senkrechten  zu  erhalten,  nehmen 
wir  in  der  einen  Geraden,  allenfalls  in  {W)  (Taf*  XXII,  Fig.  344) 
irgend  einen  Punkt  xx^  an  und  führen  durch  denselben  eine  Gerade 
(AA')  parallel  zu  der  zweiten  gegebenen  Geraden  (lil\). 

Führt  man  nun  zu  der  durch  {IV)  und  {kk')  bestimmten  Ebene 
69  Ch  eine  Senkrechte  (ss')  —  wir  ziehen  dieselbe  durch  einen  beliebigen 
Punkt  {mm')  der  Geraden  {l^Vx)  —  so  stellt  diese  Normale  {ss')  zur 
Ebene  e  gleichzeitig  eine  Gerade  dar,  zu  welcher  die  Gerade  des  kür- 
zesten Abstandes  parallel  läuft. 

Denken  wir  uns  weiters  durch  il^l^)  und  {ss*)  eine  Ebene  gelegt, 
so  muss  auch  diese  die  Gerade  des  kürzesten  Abstandes  enthalten, 
und  zwar  wird  dieselbe  durch  jene  Parallele  {66')  zu  {ss*)  dargestellt 
erscheinen,  welche  durch  den  Schnittpunkt  (pp)  der  eben  genannten 
Ebene  mit  der  Geraden  {IV)  geht. 

Besagten  Schnittpunkt  ermitteln  wir  in  folgender  Weise.  Wir 
bestimmen  zunächst  den  Schnittpunkt  {nn')  von  {ss')  mit  der  Ebene 
e^Ck.  Da  die  Ebene  e^en  parallel  zur  Geraden  {l^V^)  ist,  so  ergibt  sich 
ihr  Schnitt  mit  der  Ebene  (1,2',,  ss*)  als  die  durch  den  Punkt  {nn') 
gehende  zu  G,  2\)  parallele  Gerade  (A|A\).  Letztere  schneidet  die  Ge- 
rade ({{')  in  {pp').  Durch  diesen  Punkt  {pp^  geht  nun  die  Gerade 
(/iftO  ^^^  kürzesten  Abstandes  parallel  zu  {ss')j  welch'  letztere  auf  der 
Geraden  (^t^'i)  den  zweiten  Endpunkt  {qq*)  bestimmt. 

Die  wahre  Größe  des  so  gefundenen  kürzesten  Abstandes  {pqy 
p'q')  der  zwei  gegebenen  sich  kreuzenden  Geraden  ({/',  l^V^)  kann  nun 
unmittelbar  durch  Umlegung  bestimmt  werden. 

Nebenbei  sei  noch  bemerkt,  dass  es  häufig  nur  darauf  ankommt, 
die   wahre  Größe   des   kürzesten  Abstandes  an   und  für  sich,    ohne 
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Bücksicht  auf  den  Ort  oder  die  Lage  von  pq  zu  ermitteln.  In 
diesem  Falle  genügt  es,  die  wahre  Größe  von  mn  durch  ümlegung 
nach  m^n^-^h^  festzustellen,  da  in  dem  Parallelogramme  {mnpq^ 
m'n'p'q*)  die  Strecke  mn-=pq  ist. 

Einer-  anderen  Methode  zur  Bestimmung  des  kürzesten 
Abstandes  zweier  sich  nicht  schneidender  Geraden  werden  wir  noch 
in  der  Folge,  gelegentlich  der  „Transformation  der  Projectionen"  Er- 
wähnung thun. 

§.  333. 

Neigfingswinkel  zweier  Ebenen. 

Um  den  Neigungswinkel  zweier  Ebenen  E^,  Eh  und  E\  E'h  (Taf.  XXII, 
Fig.  345)  zu  bestimmen ,  werden  wir,  unter  Berufung  auf  das  bei 
Lösung  desselben  Problems  in  den  vorausgeschickten  Projections- 
methoden  bereits  Gesagte,  auf  die  Schnittlinie  {ss*)  dieser  Ebenen  an 
willkürlicher  Stelle  eine  senkrechte  Ebene  S^Sh  führen  und  deren 
Schnittlinien  (}V)  und  {lyl\)  mit  E^En  und  EU  E'h  ermitteln. 

Die  Schnittgeraden  QV)  und  Qyl\)  schließen  den  gesuchten  Nei- 
gungswinkel ein.  Die  wahre  Größe  des  Neigungswinkels  JV  der 
beiden  Ebenen  erhalten  wir  durch  Umlegung  der  Geraden  l  und  2, 
um  Sf,  nach  l^  und  Z®,. 

Häufig  tritt  der  Fall  ein,  dass  die  Tracen  der  beiden  Ebenen  E 
und  E\  deren  Neigungswinkel  bestimmt  werden  soll,  eine  solche  Lage 
haben,  dass  man  behufs  Bestimmung  des  Schnittes  {ss*)  Hilfsebenen 
anzuwenden  gezwungen  ist.  Dieser  Fall  tritt  beispielsweise  auch  dann 
ein,  wenn  sich  die  vier  Tracen  jE,,  Eh^  E\  und  E*h  der  beiden  Ebenen 
E  und  E  (Taf.  XXII,  Fig.  346)  in  einem  und  demselben  Punkte  n 
der  Grundlinie  schneiden. 

unter  diesen  Umständen  führt  folgende  Methode  rascher  zum 
Ziele. 

Legt  man  nämlich  durch  einen  beliebigen  Punkt  (der  Einfachheit 
halber  durch  irgend  einen  Punkt  vv'  der  Verticalebene)  zu  den  ge- 
gebenen Ebenen  E^Eh  und  E\E\  senkrechte  Geraden  (IV)  und  {ll\)y 
so  schließen,  wie  bekannt,  diese  Geraden  den  nämlichen  Win- 
kel ein,  wie  die  Ebenen  selbst,  zu  welchen  die  besagten  Ge- 
raden normal  stehen. 

Um  die  wahre  Größe  des  eben  genannten  Winkels  zu  erhalten, 
bestimmen  wir  mittelst  der  Durchstoßpunkte  {hh')  und  (%,  h\)  die  hori- 
zontale Trace  Sh  der  durch  (IV)  und  (l^V^)  gehenden  Ebene  und  legen 
die  Geraden  (IV)  und  Q^V^)  um  Ck  in  die  horizontale  Projectionsebene 
um,  wodurch  man  in  [?o»'^]  den  gesuchten  Neigungswinkel  N  erhält, 
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ohne  dass  es  nöthig  gewesen  wäre,  den  Schnitt  der  gegebenen  Ebenen 
E^Eh  und  E'tE'k^  und  die  zu  demselben  senkrechte  Ebene  zu  be- 
stimmen. 

§.  334. 

Neigungswinkel  einer  Geraden  mit  einer  Ebene. 

Soll  der  Neigungswinkel  einer  Geraden  (IV)  und  einer 
Ebene  E^Ek  (Taf.  XXII,  Fig.  347)  bestimmt  werden,  so  wird,  wenn 
man  durch  einen  beliebig  auf  der  gegebenen  Geraden  {IV)  angenom- 
menen Punkt  (m,  m')  eine  Senkrechte  {nn')  zur  Ebene  E^Eu  zieht, 
diese  letztere  mit  der  Geraden  (IV)  einen  Winkel  einschließen,  welcher 
das  Gomplement  des  gesuchten  Neigungswinkels  der  Geraden  mit  der 
Ebene  ist. 

Die  wahre  Größe  des  von  den  beiden  Geraden  {ll')  und  (n«0 
eingeschlossenen  Winkels  ä'w^jÄ',  =90° — N,  kann  durch  ümlegung 
der  genannten  Geraden  um  die  horizontale  Trace  en  ihrer  Ebene  nach 
{q  und  n^  bestimmt  werden.  Durch  den  Ergänzungswinkel  N  des  so  er- 
haltenen Winkels  (90  —  N)  wird  der  gesuchte  Neigungswinkel  dar- 
gestellt. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  für  besondere  Lagen  der  Ebenen 
und  beziehungsweise  auch  der  Geraden,  die  Neigungswinkel-Construc- 
tionen  sehr  häufig  vereinfacht  werden. 

Soll  etwa  die  Constructlon  des  Neigungswinkels  zwischen  der 
Ebene  E^Eh  (Taf.  XXII,  Fig.  348)  und  der  horizontal  projicieren- 
den  Geraden  (Z  U)  vollzogen  werden,  so  bestimmen  wir  diesfalls  einfach 
den  Neigungswinkel  n^  der  Ebene  E^Eh  gegen  die  horizontale  Pro- 
jectionsebene,  welcher  den  Winkel  JV,  den  die  Gerade  (IV)imiE^Ek 
einschließt,  offenbar  zu  90®  ergänzen  muss. 

§.  335. 
Die  Affinität  der  beiden  Projectionen  eines  ebenen  Gebildes. 

Denken  wir  uns  in  einer  Ebene  E,  Eh  (Taf.  XXII,  Fig.  349) 
irgend  ein  beliebiges  Gebilde,  allenfalls  das  Dreieck  (afcc,  a*h*&)  ge- 
geben. 

Dass  das  ebene  Gebilde  ABC  im  Baume,  resp.  dessen  üm- 
legung um  die  betreffende  Trace  E^  oder  Eh  beziehungsweise  zur  ver- 
ticalen  Projection  abc  oder  zur  horizontalen  Projection  a'h'c'  dieses 
Gebildes  affin  sei,  wurde  bereits  nachgewiesen.  Hieraus  folgt  unmittel- 
bar, dass  die  Projectionen  (a 6c)  und  {a'Vc')  als  Affinverwandte 
zu  zwei  congruenten  ebenen  Systemen,  d.  i.  zu  den  beiden 
obbezeicbneten  ümlegungen,  auch  untereinander  affin  ver- 
«ran dt  sind. 


329 

Überdies  befinden  sich  die  genannten  Projectionen,  wie  leicht 
gezeigt  werden  kann,  auch  in  directer  affiner  Lage,  da  die  Ver- 
bindungslinien ihrer  entsprechenden  Punkte  a,  a'\  l^V]  c,  &  etc.  die 
nämliche  (zur  Grundlinie  senkrechte)  Richtung  haben.  Schließlich  ist 
noch  die  Affinitätsachse  zu  bestimmen. 

Irgend  ein  Paar  entsprechende  Geraden,  etwa  ab  und  a*})*  schneiden 
sich  in  einem  Punkte  (yy')»  welcher  die  Doppelprojection  des  Schnitt- 
punktes der  Geraden  (a&,  a'V)  mit  der  ersten  Halbierebene  ^, 
Torstellt.  Da  aber  andererseits  die  Gerade  (aZ»,  a*l*)  in  der  Ebene 
E^Ek  liegt,  so  folgt,  dass  der  Punkt  (yy*)  in  der  Doppelprojection 
{SS*)  der  Schnittlinie  der  Ebene  Ej,Eh  mit  der  ersten  Halbierebene 
li^en  müsse. 

Das  Gleiche  gilt  auch  von  den  Projectionen  jeder  anderen  in  der 
Ebene  Ej,  Eh  liegenden  Geraden. 

Es  werden  somit  die  Schnittpunkte  aller  Paare  zusam- 
mengehöriger Projectionen  der  in  der  Ebene  Et,Eh  liegenden 
Geraden,  in  der  Doppelprojection  {SS)  der  Scbnittgeraden  YonEtEh 
mit  der  ersten  Halbierebene  zu  suchen  sein.  Aus  diesem  Ergebnisse 
folgt,  dass  die  Doppelprojection  (SS)  die  Affinitätsachse  A  der  beiden 
Systeme  ahc, .  und  a'b'c\. .  vorstellt. 

Zu  demselben  Besultate  gelangen  wir  auch  durch  folgende  Be- 
trachtung. Es  wurde  oben  nachgewiesen,  dass  die  beiden  Projectionen 
eines  ebenen  Gebildes  affin  verwandte  Gebilde  seien  und  dass  sich 
dieselben  überdies  in  directer  (perspectivischer)  affiner  Lage  be- 
finden, indem  die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte  dieselbe 
(zur  Grundlinie  senkrechte)  Richtung  besitzen. 

Da  nun  die  beiden  Projectionen  einer  Geraden  der  Ebene  E„Eh 
entsprechende  Geraden  sind  und  andererseits  die  Affinitätsachse  zwei 
zusammenfallende  entsprechende  Geraden  oder  mit  anderen  Worten 
eine  sich  selbst  entsprechende  Gerade  der  beiden  affinen 
Systeme  repräsentiert,  so  ist  klar,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  Af- 
finitätsachse die  zusammenfallenden  Projectionen  einer  Geraden  der 
Ebene  Ec  Eh  darstellen  müsse. 

Die  einzige  Gerade  der  Ebene  E^Eh,  welche  diese  Eigenschaft 
besitzt,  ist  aber  die  Schnittlinie  derselben  mit  der  ersten  Halbierebene, 
woraus  folgt,  dass  deren  Doppelprojection  {SS')  die  gesuchte 
Affinitätsachse  sei. 

Liegt  die  Affinitätsachse  zweier  affiner  Gebilde  im  Unendlichen, 
so  sind  die  beiden  Gebilde  congruent  und  ähnlich  gelegen;  denn 
sämmtliche  Paare  entsprechender  Geraden  sind  in  diesem  Falle  parallel, 
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und  entsprechende  Strecken  sind  als  Parallele  zwischen  Parallelen  ein- 
ander gleich. 

Die  Affinitätsachse  der  beiden  affinen  Projectionen  eines 
ebenen  Gebildes  wird  dann  in  unendliche  Entfernung  fallen, 
wenn  die  Ebene  des  Gebildes  parallel  zur  ersten  Halbierebene  ist, 
d.  h.  wenn  ihre  beiden  Tracen  parallel  zur  Grundlinie  sind  und  sym- 
metrisch gegen  dieselbe  liegen. 

Unter  dieser  Voraussetzung  sind  sodann  auch  die  Projectionen 
aller  in  dieser  Ebene  liegenden  Geraden  zu  einander  parallel  und  die 
beiden  Projectionen  des  ebenen  Gebildes  sind  congruent 
und  ähnlich  gelegen. 

Die  Ergebnisse  der  vorhergehenden  Betrachtungen  können  wir 
in  folgendem  Satze  zusammenfassen. 

120.  y^Dic   verticale  und  die  horizontale  Prqjection  eines  uml 

desselben  ebenen  Gebildes   si'nd   affine  Gebilde ,    deren  Affinitätsachse 

die  Doppelprojection   der  Schnittlinie   der  Ebene   dieses  Gebildes   mit 

der  ersten  Halbierebene  ist,  und  deren  Affinitätsstrahlen  senkrecht  zur 

Grundlinie  stehen,^ 

§.  336. 

Füi^  den  speciellen  Fall,  dass  die  Ebene  des  projicierten  Ge- 
bildes zur  ersten  Halbierebene  H^  parallel  läuft,  dieselbe  also  Tracen 
besitzt,  welche  parallel  und  symmetrisch  zur  Grundlinie  sind, 
gilt  der  Satz: 

121.  j^Ist  eine  Ebene  parallel  zur  ersten  Halbierebene^  sind  also 
deren  Tracen  parallel  und  symmetrisch  zur  Grundlinie ,  so  sind  die 
verticale  und  die  horizontale  Projection  irgend  eines  beliebigen  in  dieser 
Ebene  liegenden  Gebildes  congruente  und  ähnlich  gelegene  Figuren^ 
deren  erUsprechende  Geraden  untereinander  parallel  sind,^ 

§.  337. 

114.  Aufgabe,  Eine  Ebene  E^Eu  ist  um  eine  horizontal-proji- 
cierende  Gerade  {IV)  so  lange  zu  drehen,  bis  sie  vertieal-projicie- 
rend  wird;  der  diesbezügliche  Drehungswinkel  ist  in  wahrer  Größe 
anzugeben. 

Wir  wissen  bereits,  dass  die  Ebene  E,Eh  (Taf.  XXII.  Fig.  350) 
bei  ihrer  Drehung  um  {W)  stets  einen  geraden  Ereiskegel  berührt, 
dessen  Achse  die  Gerade  ({{'),  dessen  Spitze  der  Schnittpunkt  {pp')  von 
E„Eh  mit  {IV)  und  dessen  Basis  auf  der  horizontalen  Projectionsebene 
jener  Kreis  {KK^  ist,  welcher  zum  Mittelpunkt  den  horizontalen 
Durchstoüpunkt  {mm*)  der  Geraden  (11*)  hat,  und  die  Trace  Ek  be- 
rührt.   Dieser  Kreis  {KK*)  wird  selbstverständlich  von  der  Horizontal- 
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trace  Eh  der  gedrehten  Ebene  in  allen  Lagen  während   der  Drehung 
berührt. 

Soll  nun  die  Ebene  E^Eh  durch  Drehung  um  (22)  in  eine  ver- 
tical-projicierende  übergehen,  so  muss  deren  Horizontaltrace  nothwendig 
senkrecht  zur  Grundlinie  werden.  Hieraus  ist  zu  entnehmen,  dass 
die  Horizontaltrace  E\  der  gedrehten  Ebene  durch  die  zur  Grundlinie 
X  senkrechte  Tangente   des   Kreises    K'   dargestellt  werde. 

Da  es  zwei  solcher  Tangenten  gibt,  so  gestattet  die  gestellte 
Aufgabe  auch  zwei  verschiedene  Lösungen.  Wir  wollen  indess  nur 
die  eine  derselben,  deren  Trace  E'h  ist,  in  Betracht  ziehen. 

Die  Ebene  E  enthält  in  allen  Lagen,  welche  sie  bei  der  Dre- 
hung um  (IV)  annehmen  kann,  immer  den  Punkt  {pp*)  in  sich  und 
da  dies  selbstverständlich  auch  in  Bezug  auf  die  gesuchte  Ebene  E* 
gilt,  diese  aber  gleichzeitig  vertical-projicierend  sein  soll,  so  muss  ihre 
Verticaltrace  E^  durch  p  gehen.  Hiedurch  ist  die  Ebene  E*h  Ev  voll- 
kommen bestimmt. 

Was  den  Drehungswiukel  anbelangt,  so  ist  einleuchtend, 
dass  derselbe,  nachdem  die  relative  Lage  der  einzelnen  Punkte  gegen- 
einander unverändert  bleibt,  für  alle  Punkte  der  gedrehten  Ebene  der 
nämliche  ist  und  daher  gefunden  sein  wird,  wenn  man  jenen  Winkel 
feststellt,  um  welchen  irgend  ein  Punkt  der  Ebene  gedreht  wurde.  Der 
Einfachheit  wegen  wählen  wir  zu  diesem  Zwecke  den  Berührungspunkt  r 
des  Kreises  K'  mit  der  Geraden  Eh.  Der  letztbezeichnete  Punkt  ge- 
langte nach  vollbrachter  Drehung  in  die  Lage  r';  es  ist  somit 
-4-  r p'  r'  =  ^  (o  der  gesuchte  Drehungswinkel. 

§.  338. 

1J5,  Aufgäbe.  Eine  Gerade  (gg')  ist  um  eine  zweite,  sie  niclit 
schneidende,  horizontal-projicierende  Gerade  (l  l*)  so  lange  zu  drehen, 
bis  sie  in  eine  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Lage  gelangt; 
gleichzeitig  ist  die  Grösse  des  Dreliungswiukels   festzustellen. 

Jeder  Punkt  der  Geraden  (gg)  (Taf.  XXII,  Fig.  351)  wird  bei 
der  Drehung  um  {IV)  einen  Kreis  {KE!)  beschreiben,  welcher  in  einer 
zu  (IV)  senkrechten,  also  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallelen 
Ebene  liegt.  Besagter  Kreis  wird  demnach  in  seiner  horizontalen 
Projeetion  J^Mn  wahrer  Größe  erscheinen.  Ferner  ist  klar,  dass  die 
Gerade  {gg')  bei  der  Drehung  immer  eine  Gerade  bleibt^  und  dass 
das  Gleiche  auch  von  ihren  beiden  Projectionen  gelte. 

Nach  diesen  einfachen  Bemerkungen  wird  es  nunmehr  keinerlei 
Schwierigkeit  bieten^   die  Gerade  {gg')  um  irgend  einen  beliebigen 
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Winkel  a  zu  drehen.  Man  hätte  nämlich  za  diesem  Zwecke  in  {ggt^ 
irgend  zwei  Punkte  (a,  a')  und  (&,  V)  anzunehmen,  diese  letzteren  um 
{IV)  um  den  Winkel  a  in  die  Lagen  («,,«',)  resp.  (6„6',)  zu  bringen, 
um  sodann  unmittelbar  in  den  Verbindungslinien  a^h^  und  a\2>\  die 
Projectionen  der  gedrehten  Geraden  zu  erhalten. 

Die  obgestellte  Aufgabe  verlangt  aber,  dass  die  Gerade  {gg')  um 
(Z  V)  so  lange  gedreht  werden  solle,  bis  dieselbe  in  eine  zur  verticalen 
Projectionsebene  parallele  Lage  kömmt. 

Da  für  diesen  Fall  der  Drehungswinkel  nicht  von  vorneherein 
gegeben  ist,  sondern  vielmehr  erst  nachträglich  bestimmt  werden 
kann,  so  ist  das  vorangegebene  Verfahren  für  diesen  Fall  nicht  direct 
anwendbar. 

Um  auch  hier  möglichst  einfach  zu  dem  gewünschten  Resultate 
zu  gelangen,  wollen  wir  eine  weitere  Betrachtung  austeilen,  welche 
wir  auch  in  der  Folge  in  ausgedehnterem  Maße  verwerten  werden. 

Bestimmen  wir  zunächst  den  kürzesten  Abstand  der  beiden 
gegebenen  Geraden  i^g*)  und  (H')  seiner  Lage  nach.  Wir  suchen  also 
jene  Gerade,  welche  die  Geraden  (H*)  und  {gg*)  in  je  einem  Punkte 
schneidet,  und  auf  beiden  gleichzeitig  senkrecht  steht. 

Da  die  eine  der  Geraden  Q^V)  zur  horizontalen  Projectionsebene 
senkrecht  steht,  so  muss  die  Gerade  des  kürzesten  Abstandes,  welche 
zu  {LV)  senkrecht  ist,  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallel  sein, 
daselbst  also  in  ihrer  wahren  Größe  erscheinen. 

Es  ist  unschwer  einzusehen,  dass  die  horizontale  Projection  des 
kürzesten  Abstandes  durch  die  Normale  Vr*  vom  Punkte  V  auf  g'  dar- 
gestellt werde,  indem  dieselbe  offenbar  die  kürzeste  Gerade  ist,  welche 
parallel  zur  Horizontalebene  zwischen  V  und  g*  eingeschaltet  werden  kann. 

Die  verticale  Projection  von  r*  erhalten  wir  auf  <7  in  r  und  die 
durch  r  zur  Grundlinie  parallele  Gerade  ro  repräsentiert  somit  bereits 
die  verticale  Projection  des  kürzesten  Abstandes. 

Bei  der  Drehung  der  Geraden  i^g*)  um  (ZZ')  bleibt  die  relative 
Lage  der  beiden  Geraden  unverändert;  der  kürzeste  Abstand  wird 
sich  demnach  in  starrer  Verbindung  mit  {gg*)  ebenfalls  um  (22') 
drehen  müssen.  Die  horizontale  Projection  desselben  muss  sodann,  in 
jeder  Lage  der  Drehung,  auf  der  gedrehten  Geraden  [g^)  senkrecht 
stehen  oder  mit  anderen  Worten ,  die  horizontale  Projection  g*  der 
Geraden  {gg*)  muss  in  allen  Lagen,  welche  sie  bei  der  Drehung  an- 
nimmt, jenen  Kreis  K\  der  aus  dem  Mittelpunkte  o*  mit  dem  kürzesten 
Abstände  o*t*  als  Radius  beschrieben  wird,  berühren. 

Soll  nun  die  Gerade  {g^)  durch  Drehung  um  (IV)  in  eine  zur 
verticalen  Projectionsebene  parallele  Lage  überführt  werden,  so  muss 
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ihre  Horizontalprojection  parallel  zur  Grundlinie  sein ;  die  letztere  wird 
somit  durch  die  eine  der  beiden  zur  Grundlinie  parallelen  Tangenten 
des  Kreises  f ,  etwa  durch  g\^  dargestellt  erscheinen. 

Hiernach  wird  es  sich  nunmehr  bloß  noch  um  die  Ermittlung 
der  Yerticalprojection  g^  handeln.  Die  Eb^e  des  Kreises  {KK')  ist  pa- 
rallel zur  horizontalen  Projectionsebene,  deren  verticale  Trace  wird  somit 
durch  die  Gerade  K  repräsentiert.  Die  Yerticalprojection  des  gedrehten 
Berührungspunktes  r\  erhalten  wir  selbstverständlich  auf  K  im  Punkte 
r,.  Berücksichtigt  man  ferner,  dass  beispielsweise  der  Punkt  {aa')  bei 
seiner  Drehung  um  (JiV)  den  in  der  horizontalen  Ebene  E^  liegenden 
Kreis  {K^K\)  beschreibt,  so  erhalten  wir  außer  dem  bereits  festge- 
stellten Punkte  {rir\)  in  {a^a*^  einen  zweiten  Punkt  der  gedachten 
Geraden;  die  Yerticalprojection  g^  der  letzteren  sonach  als  die  gerade 
Verbindungslinie  der  Punkte  a,  und  r,. 

Da  endlich  jeder  Punkt  der  Geraden  {gg')  um  den  nämlichen 
Winkel  wie  (a  a')  gedreht  wird,  so  findet  man  den  Drehungswinkel  w 
in  wahrer  Größe  durch  den  Winkel  r'o'r\  dargestellt. 

§.  339. 

116.  Aufgäbe,  Es  ist  durch  einen  Punkt  {pp*)  eine  Gerade  zu 
ziehen,  welche  mit  der  verticalen  Projectionsebene  den  Winkel  n«^ 
und  mit  der  Eorizontalebene  den  Winkel  nu  einschließt. 

1.  Methode.  Die  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  besteht  darin, 
dass  man  den  gegebenen  Punkt  (jpp')  (Taf.  XXII,  Fig.  352)  als  den 
gemeinschaftlichen  Scheitel  zweier  geraden  Kreiskegel  betrachtet,  deren 
Erzengenden,  beziehungsweise  unter  dem  Winkel  n«  gegen  die  verticale 
Projectionsebene  und  unter  dem  Winkel  n«  gegen  die  horizontale  Pro- 
jectionsebene geneigt  sind.  Durch  die  den  beiden  Kegeln  gemeinschaft- 
lichen Erzeugenden  werden  die  den  gegebenen  Bedingungen  entspre- 
chenden Geraden  dargestellt. 

um  die  Aufgabe  auf  eine  möglichst  einfache  Weise  graphisch 
durchzuführen,  ermitteln  wir  vor  allem  bloß  die  Richtung  einer 
den  gestellten  Anforderungen  genügenden  Geraden  und  wählen  aus  dem 
oben  angeführten  Grunde  überdies  den  Punkt ,  durch  welchen  wir  die 
Bichtungsgerade  fQhren  wollen,  so,  dass  derselbe  mit  einem  Punkt  der 
einen  Projectionsebene,  allenfalls  mit  dem  Punkte  (Pjjp'i),  inderYer- 
ticalebene,  dessen  Yerticalprojection  mit  der  Yerticalprojection  des  ge- 
gebenen Punktes  {pp')  übereinstimmt,  zusammenfällt,  und  betrachten 
diesen  Punkt  {PxP\)  als  den  Scheitel  der  beiden  vorgenannten  Kegel. 
Die  Basis  des  Kegels,  dessen  Erzeugenden  mit  der  horizontalen  Pro- 
jectionsebene den  Winkel  n^  einschließen,  ergibt  sich  als  ein  Kreis  K\ 
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dessen  Mittelpunkt  p\  und  dessen  Radius  sp\  die  Kathete  eines  recht- 
winkligen Dreieckes  p^p\  s  ist,  in  welchem  die  zweite  Kathete  den  Ah^ 
8t8Lnip^p\  des  Scheitels  von  der  horizontalen  Projectionsebene  reprä- 
sentiert und  der  dieser  Kathete  gegenüberliegende  Winkel  gleich  n«  ist 

Denken  wir  uns  nun  auch  die  Basisebene  Eh  für  den  zweiten 
Kegel  K  construiert,  dessen  Erzeugenden  mit  der  verticaleu  Projec- 
tionsebene den  Winkel  n,  einschließen,  und  zwar  derart,  dass  die 
Kantenlänge  s  dieses  Kegels  der  Kantenlänge  p^s  =  e  des  ersteren 
gleich  ist. 

Die  Basisebene  Eh  wird  parallel  zur  verticalen  Projectionsebene 
sein  und  deren  Abstand  von  der  letzteren  wird  sich  als  die  Ka- 
thete tp\  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  |?',  5,  ^  ergeben ,  in  welchem 
die  Hypothenuse  s^p\  gleich  der  genannten  Kantenlängen  p^s  :=  e 
und  der,  der  gesuchten  Kathete  gegenüberliegende  Winkel  gleich  n,  ist. 

Führt  man  nun  in  dem  Abstände  p\t  eine  zur  Grundlinie  pa- 
rallele Gerade  Eh^  so  stellt  diese  die  Trace  jener  Basisebene  des  Nei- 
gungskegel (Pif  fif)  dar,  welchem  die  Kantenlänge  2\  s  =  p^'s^  =:  b 
entspricht. 

Betrachten  wir  den  einen  der  beiden  Schnittpunkte  (hh')  der 
Trace  Eh  mit  dem  Kreise  K'  und  verbinden  wir  denselben  mit  dem 
Punkte  (PiP'i)  durch  die  Gerade  (AA'),  so  werden  wir  finden,  dass 
diese  Gerade  (XX*)  unter  dem  Winkel  n«  gegen  die  horizontale  Pro- 
jectionsebene geneigt  ist,  da  sie  eine  Erzeugende  des  Kegels  (p^,  K') 
Yorstellt^  dass  sie  aber  auch  die  Länge  p,  s  besitzt  und  ihr  Endpunkt 
(%%0  ii^  <1^^  Ebene  Eh  liegt.  Hieraus  folgt  weiter,  dass  (AA')  mit 
dieser  Ebene  E^  also  auch  mit  der  verticalen  Projectionsebene,  den 
Winkel  n,  einschließt,  und  mithin  zu  der  gesuchten  Geraden  pa- 
rallel läuft. 

Führen  wir  demnach  durch  {pp*)  zu  (AA')  eine  Parallele  (H') 
(Z  fällt  infolge  der  getroffenen  Wahl  von  [py^p*^  mit  X  zusanmien), 
so  repräsentiert  diese  letztgenannte  Gerade  (\,V)  eine  jener  Geraden, 
welche  den  Bedingungen  der  Aufgabe  entsprechen. 

Wie  unschwer  zu  erkennen,  gibt  es  noch  weitere  drei  Geraden, 
welche  der  gestellten  Aufgabe  genügen  werden ,  indem  einerseits  die 
Gerade  Eh  den  Kreis  K'  noch  in  einem  zweiten  Punkte  (^\  ^i)  schneidet 
und  andererseits  noch  eine  andere  Gerade  E'h  in  dem  Abstände 
p\  t^=^p\P  parallel  zur  Grundlinie  gezogen  werden  kann,  von  welcher 
der  Kreis  JET'  gleichfalls  in  zwei  Punkten  h'^  und  ^^3,  die  die  näm- 
liche Bedeutung  wie  h'  haben,  geschnitten  wird. 

2.  Methode.  Sei  (JV)  (Taf.  XXII,  Fig.  353)  eine  beUebige 
Gerade,   geneigt  gegen  beide  Projectionsebeueu  und  seien  {W)  und 
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(hh*)  beziehungsweise  der  verticale  und  horizontale  Durchstoßpunkt 
derselben. 

Untersuchen  wir^  welche  Beziehungen  diesfalls  zwischen  den  durch 
vh  und  v^h^  begrenzten  Stücken  der  Projection  und  den  Neigungs- 
winkeln fit  und  Uh  der  Geraden  gegen  die  Projectionsebenen  bestehen. 

Da  der  Neigungswinkel  der  Geraden  (IP)  gegen  die  verticale 
Projectionsebene  demjenigen  Winkel,  welchen  die  Gerade  mit  ihrer  ver- 
ticaleu  Projection  einschließt,  gleich  ist,  so  erhalten  wir  denselben  in 
seiner  wahren  Größe  w»,  wenn  wir  die  Gerade  (IV)  um  ihre  Vertical- 
projection  l  nach  l^  umlegen.  * 

In  derselben  Weise  ergibt  sich  die  wahre  Größe  n^  des  hori- 
zontalen Neigungswinkels  der  Geraden  {11*)  durch  deren  ümlegung  um 
V  nach  V^. 

Berücksichtigt  man  endlich,  dass  die  beiden  Umlegungen  der 
Strecke  (vh^  v*h*)  gleiche  Länge  haben  müssen,  so  gelangen  wir  zu 
der  folgenden  Gonstruction. 

Wir  nehmen  eine  beliebige  Strecke  l^  (Taf.  XXII,  Fig.  354  a)  und 
betrachten  dieselbe  als  die  wahre  Größe  des  Stückes  {vh,  v*h*) 
eioer  unter  den  Winkeln  n^,  und  n^  gegen  die  Projectionsebenen  ge- 
neigten durch  ihre  Durchstoßpuukte  v  und  h  begrenzten  Geraden  und 
beschreiben  über  l^^  als  Durchmesser,  einen  Kreis  K.  Zeichnen  wir 
ferner  in  dem  einen  Endpunkte  n  des  Durchmessers  \  die  gegebenen 
Winkel  n^  und  n^,  so  dass  je  einer  ihrer  Schenkel  mit  l^  zusammen- 
fallt. Die  diesbezüglichen  zweiten  Schenkel  der  besagten  Winkel  treffen 
den  Ereis,  beziehungsweise  in  den  Punkten  r  und  s,  welche  wir  mit 
dem  entgegengesetzt  liegenden  Endpunkte  m  des  Durchmessers  Z^  ver- 
binden können. 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  zwei  bei  r  und  s  rechtwinklige 
Dreiecke  nrm  und  nsm,  welche  den  beiden  Dreiecken  vhhQ  und  h'v'v^ 
(Tat  XXII,  Fig.  353)  entsprechen. 

Die  Strecke  rm  =  17  ist  der  Abstand  des  horizontalen  Durch- 
stoßpunktes (hh*)  von  der  Grundlinie,  jene  sm  =  9  ist  der  Abstand 
des  verticalen  Durchstoßpunktes  {vv^  von  der  Grundlinie,  während  nr=:l 
und  ns  =  V  die  Längen  der  Projectionen  einer  Geraden  L  =  l^ 
zwischen  den  Punkten  {vi/)  und  {hh^)  repräsentieren,  welche  unter 
den  Winkeln  n«  und  n«  gegen  die  Projectionsebenen  geneigt  ist. 

Um  diese  Gerade  projectivisch  darzustellen,  wählen  wir 
einen  Punkt  {W)  (Taf.  XXII,  Fig.  354  b)  in  der  verticalen  Projections- 
ebene, der  von  der  Grundlinie  den  Abstand  vv'  =  q>  =  sm  (Taf.  XXII, 
Fig.  354a)  besitzt  und  ziehen  vh  so,  dass  die  Strecke  vh  =  1^=.  nr 
wird.  In  dem  Punkte  h  errichten  wir  auf  die  Grundlinie  X  eine  Senk- 
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rechte  von  der  Länge  hh*  =  ri  =mr  und  verbinden  v'  und  h'  durch 
die  Gerade  {'. 

Die  Geraden  l  und  {'  repräsentieren  sodann  dieProjectionen  einer  Ge- 
raden, welche  den  obigen  Bedingungen  entsprechend  mit  der  Verticalebene 
den  Winkel  n^  und  mit  der  Horizontalebene  den  Winkel  n^  einschließt. 

Um  die  in  der  Aufgabe  verlangte  durch  einen  bestimmten  Punkt 
(pp^  gehende  Gerade  zu  erhalten,  hat  man  bloß  durch  p  und  p'  be- 
ziehungsweise Parallele  zu  den  ihrer  Richtung  nach  bestimmten  Ge- 
raden l  und  V  zu  ziehen. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  sich  auch  auf  Grund  dieser  Con- 
struction  vier  Geraden  ergeben  werden ,  welche  alle  in  gleicher  Weise 
der  gestellten  Aufgabe  entsprechen. 

Nach  der  hier  getroffenen  Wahl  des  Punktes  vv'  (Taf.  XXII, 
Fig,  3Ö4  b)  kann  man  die  Gerade  l  mit  gleicher  Berechtigung  eben  so 
gut  nach  rechts  als  nach  links  von  vv^  ziehen;  ferner  kann  man  die 
in  deren  Endpunkt  h  zur  Grundlinie  senkrecht  gezogene  Strecke 
hh'  ^=  fl   in   zweierlei  Sinn  auftragen,  so  dass  man  die  vier  Punkte 

(ÄÄ')>  (^i^'i)?  (K^'ft)  ^^^  (^a^'a)  erhält,  welche  mit  (vv')  verbunden, 
die  vier  der  gestellten  Aufgabe  entsprechenden  Richtungen 
(ll')j  {l^l\)j  QnV^  und  (ZgZ'a)  ergeben.  Zu  diesen  vier  Richtungsgeraden 
sind  nun  schließlich  durch  {pp')  die  Parallelen  zu  ziehen ,  um  jene 
vier  möglichen  Geraden  dargestellt  zu  erhalten,  welche  sämmt- 
lich  mit  der  Verticalebene  den  Winkel  n^  und  mit  der  Horizontal- 
ebene den  Winkel  n«  einschließen. 

§.  340. 

117.  Aufgabe.  Eine  Ebene  Ist  zu  constmieren,  welche  mit  den 
Projectionsebenen  beziehungsweise  die  Winkel  Nv  und  Nu  einschließt 
und  durch  einen  gegebenen  Punkt  {pp')  geht 

Die  gestellte  Aufgabe  kann  anstandslos  auf  die  vorhergehende 
zurückgeführt  werden.  Denkt  man  sich  nämlich  die  Ebene  E^  welche 
mit  den  Projectionsebenen  die  Winkel  N^  und  Ni,  einschließt,  bereits 
ermittelt  und  eine  beliebige  Normale  8  zu  dieser  Ebene  gezogen,  so 
wird  diese  letztere  mit  den  Projectionsebenen  bekanntlich  die  Winkel 
(^  —  Nv),  resp.  (gO''  —  Nh)  einschließen. 

Die  Lösung  des  vorstehenden  principiellen  Problemes  wird  dem- 
gemäß darin  bestehen,  dass  man  zunächst  eine  Gerade  {IV)  construiert, 
welche  mit  den  Projectionsebenen  die  Gomplementwinkel  der  gegebenen 
Winkel,  d.  h.  also  die  Winkel  n,  =  (90«  —  N,)  und  wa  =  (90®  —  Nh) 
einschließt. 

Nach  einer  der  beiden  hiefür  bereits  besprochenen  und  soeben 
vorausgeschickten  Methoden  ist  dies  ohne  jedwede   Schwierigkeit  zu 
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ToUfuhren.  Legt  man  hierauf  durch  den  gegebenen  Punkt  (pp*)  eine 
zu  dieser  Geraden  senkrechte  Ebene,  so  ist  diese  Ebene  bereits  jene, 
welche  den  gestellten  Anforderungen  entspricht. 

§.  341. 

116.  Aufgabe.  Die  horizontale  Projection  abc  eines  Dreieckes 
ist  gegeben ;  es  ist  die  Lage  der  Dreiecksebene  unter  der  Bedingung 
festzustellen,  dass  die  Winkel  des  Dreieckes  bestimmte  Werte  an- 
nehmen oder  mit  anderen  Worten,  dass  das  zu  bestimmende  Dreieck 
einem  gegebenen  Dreiecke  a'^  b\^  c^  älmlicli  werde. 

1.  Methode.  Man  zeichnet  zunächst  ein  Dreieck  aßy^  welches 
dem  Dreiecke  abc  (Taf.  XXIII,  Fig. 355)  ähnlich  ist,  und  dessen  eine 
Seite  ßy  mit  der  Seite  fe'jjC'„  des  zweiten  gegebenen  Dreieckes  a'o6'o^o 
zusammenftUt ;  ferner  einen  Kreis  £*,  welcher  seinen  Mittelpunkt  0 
auf  b'f^&Q  hat  und  durch  die  Punkte  a'^  und  a  geht.  Dieser  Kreis 
schneidet  die  Gerade  ßy  in  zwei  Punkten  d  und  d^. 

Verbinden  wir  d  und  S*  mit  a'^  und  betrachten  die  eine  dieser 
Verbindungsgeraden  und  zwar  jene  a'^d^  oder  JB'a,  welche  mit  ßy  den 
größeren  Winkel  bildet,  als  Affinitäteachse ,  die  andere  a'^d  dagegen 
alsdieBichtung  der  orthogonalen  Affinitätsstrahlen.  Ziehen 
wir  weiters  die  Gerade  ^^d*  so,  dass  sie  mit  d^a'^  den  nämlichen 
Winkel  ff  einschließt,  wie  die  Gerade  d,  a  mit  ßy. 

Werden  die  beiden  Geraden  d^d  und  ^^  d'  einander  affin  zuge- 
ordnet, so  wird  das  zu  a'o^'o^'o  orthogonal  affine  Dreieck  in  a'ft'c' 
erhalten,  wenn  man  die  Punkte  V  und  &  auf  ö^d'  mit  Hilfe  der 
durch  6  0  und  o  ^  gezogenen  Affinitätsstrahlen  bestimmt. 

Nach  dieser  Voreinleitung  wi]*d  es  leicht  sein,  nachzuweisen, 
dass  das  Dreieck  a*b'cf  dem  Dreiecke  aßy,  also  auch  dem  Dreiecke 
ahc  ähnlich  ist. 

Da  nämlich  d*  8  der  dem  Punkte  d  entsprechende  Affinitätsstrahl 
ist,  so  sind  die  Dreiecke  a*^dS^  und  a*d'8^  affin.  Ferner  ist  das 
Dreieck  a*d'S^  dem  Dreiecke  aSd^  ähnlich,  da  beide  einerseits 
rechtwinklig  sind,  und  andererseits  zwei  gleiche  Winkel,  nämlich 
^  ad^8  und  ^  a*6^d*  =  -4  <r,  bezitzen. 

Nachdem  weiters  die  Geraden  d*8^  b'ß  und  c^y  untereinander  parallel 
sind,  so  ist  die  Seite  äd^  des  Dreieckes  ad 8^  durch  die  Punkte  ß 
und  y  in  demselben  Verhältnisse  getheilt,  wie  die  Seite  d^d,  des 
Dreieckes  a'^d'^^  durch  die  Punkte  b'  und  (/,  woraus  unmittelbar 
folgt,  dass  das  Dreieck  a'b'c'  dem  Dreiecke  aßy  und  mithin  auch  dem 
Dreiecke  abc  ähnlich  ist. 

Peschka,  Dantellende  n.  projeciire  Geometrie.  22 
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Denken  wir  uns  nun  das  Dreieck  abc  durch  die  Geraden  J^a, 
a\,  acg  und  ^gCy  so  vervollständigt,  dassdie  Gesammtfigur  {Ek^abc, 
ttj,  &„  Co)  jener  (i?'A,  a'i'c',  a'jjfe'ßC'ü)  ähnlich  wird,  so  wird  offenbar 
auch  das  Dreieck  a^b^CQ  zu  dem  Dreiecke  abc  in  Bezug  auf  die 
Achse  Ek  orthogonal  affin  sein,  d.  h.  die  Gerade  Ek  kann  als  die 
Trace  einer  Ebene  angesehen  werden,  welche  ein  Dreieck  enthält,  das 
umgelegt  durch  %  b^  c^  dargestellt  erscheint,  und  welches  einerseits  zu 
seiner  Orthogonalprojection  (Horizontalprojection)  das  Dreieck  abc 
hat,  während  es  andererseits  einem  gegebenen  Dreiecke  a'^^b'^c*^  ähn- 
lich ist. 

Der  Neigungswinkel  der  obbezeichneten  Ebene  E  ist  bekanntlich 
durch  den  cosinus  ausgedrückt,  welcher  dem  Verhältnisse  der  Ab- 
stände zweier  affinen  Punkte  von  der  Affinitätsachse  gleich  ist 

Wird  also  der  Neigungswinkel  der  Ebene  E  gegen  die  hori- 
zontale Projectionsebene  durch  a  bezeichnet,  so  ist 

bm 


cos  <0  = 
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Durch  Feststellung  von  Em  und  dem  Winkel  co  ist  die  Lage 
der  gesuchten  Ebene  E  vollkommen  bestimmt  und  somit  die  Aufgabe 
den  gestellten  Bedingungen  entsprechend  gelöst. 

2.  Methode.  Bevor  wir  zur  Lösung  des  gegebenen  Problems 
selbst  schreiten,  möge  noch  folgende  Hilfsaufgabe  durchgeführt  werden. 

119.  Aufgabe.  Eine  Ellipse  ist  durch  den  Mittelpunkt,  und  drei 
ihrer  Punkte  gegeben ;  es  sind  deren  Achsen  der  Richtung  und  Länge 
nach  zu  bestimmen. 

Es  seien  a,  6,  c  (Taf.  XXIII,  Fig.  356)  die  drei  gegebenen  Punkte 
und  M  der  Mittelpunkt  der  Ellipse. 

Die  Ellipse  betrachten  wir  als  affin  mit  einem  noch  unbekannten 
Kreise  K^ ,  während  wir  die  Yerbindungsgerade  ab  als  AfQnitätsachse  Ä 
wählen  wollen.  Die  beiden  Punkte  a  und  b  der  Ellipse  werden  dem- 
nach, da  sie  der  Affinitätsachse  angehören,  auch  Punkte  des  Kreises 
J^  sein. 

Der  Mittelpunkt  M^  des  Kreises  K^  wird  somit  in  der  Gera- 
den aM^  liegen,  welche  in  dem  Mittelpunkte  a  der  Strecke  ab  senk- 
recht auf  dieselbe  gezogen  wird.  Selbstverständlich  sind  sodann  auch 
a  Mq  und  a  M  einander  entsprechende  (affine)  Geraden. 

Denken  wir  uns  ferner  die  Kegelschnittssehne  a  c  in  m  halbiert, 
so  wird  dem  Punkte  m  der  Halbierungspunkt  m^  der  affinen  Kreis- 
sehne aOg  entsprechen,  um  m^  zu  erhalten,  haben  wir  bloß  zu  berück- 
sichtigen, dass  31  md  eine  Gerade  repräsentiere^  welcher  affin  der  zur 
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Sehne  ac^  senkrechte  Kreisdnrchmesser  m^M^d  entspricht  Hieraus 
folgt  aber,  dass  m^  auf  dem  über  ad  als  Durchmesser  errichteten 
Halbkreise  K^  liegen  müsse. 

Zieht  man  ferner  durch  m  eine  Parallele  mß  zu  Ma^  so  ent- 
spricht derselben  affin  die  durch  ß  zur  Achse  Ä  senkrecht  gezogene 
Gerade  ßm^^  welche  im  Schnitte  mit  dem  Halbkreise  K^  den  gesuchten 
Punkt  niQ  ergibt,  durch  dessen  Bestimmung  gleichzeitig  auch  die 
Bichtung  der  Aflinitätsstrahlen  in  mm^  festgestellt  wird. 

Der  Mittelpunkt  Mq  des  Affinitätskreises  JSTo  ergibt  sich  nun- 
mehr direct  im  Schnitte  von  M^a  mit  der  zu  mm^  durch  üf  parallel 
gezogenen  Geraden. 

Um  die  Achsen  der  Ellipse  zu  bestimmen,  legen  wir  durch 
M  und  Mq  einen  Hilfskreis  K^ ,  der  seinen  Mittelpunkt  o  auf  der 
Affinitätsachse  Ä  hat  und  dieselbe  in  den  Puokten  d^  und  d^  schneidet. 

Den  zu  einander  senkrechten  Kreisdurchmessern  M^  d^  und  Mq  d^ 
entsprechen  affin  die  ebenfalls  zu  einander  senkrechten  conjugierten 
Durchmesser,  d.  h.  die  Achsen  Mä^  und  Md^  der  Ellipse,  deren  End- 
punkte A,  B,  G  und  D  aus  den  Endpunkten  A^^  B^y  G^  und  D^  der 
Ereisdurchmesser  mittelst  der  entsprechenden  Affinitätsstrahlen  ab- 
geleitet werden. 

Nachdem  hiemit  die  nothwendige  Hilfsaufgabe  erledigt  ist,  kehren 
wir  zu  der  ursprünglich  gestellten  Aufgabe  (118)  zurück. 

Sei  ahc  (Taf.  XXIII,  Fig.  357)  die  Horizontalprojection  desjeni- 
gen Dreieckes,  welches  dem  Dreiecke  a'^  h\  &q  ähnlich  sein  soU.^  Wir 
umschreiben  dem  letztgenannten  Dreiecke  einen  Kreis  K'^^  dessen 
Mittelpunkt  M*q  iat,  und  ziehen  die  Geraden  a'^W^,  i'oM^Q  und 
CqM'q^  welche  die  Gegenseiten  i'o^'oi  ^'o^'o  ^^^  ^'o^'o  beziehungs- 
weise in  den  Punkten  a'^,  ß^^  und  y^  treffen.  Da  das  zu  suchende 
Dreieck  a^h^CQ  dem  Dreiecke  a'^b'^c'^  ähnlich  sein  soll,  so  müssen  auch 
die  Punkte  a^y  ß^,  y^  desselben,    welche  sich  als  Schnitte  der  Seiten 

^0^01  ^0^0  7  ^0^0  ™^^  ^^^  ^^^  Mittelpunkte  M^  des  eingeschriebenen 
Kreises  entsprechenden  Ecktransversalen  ergeben,  die  obgenannten 
Seiten  in  dem  nämlichen  Verhältnisse  theilen  als  dies  durch  die  Punkte 
«01  ß'oi  y'o  '°  Betreff  der  Seiten  i'o^'o?  ^'o^o»  ^'o^'«  geschah. 

Femer  werden,  wie  leicht  einzusehen,  auch  die  Projectionen  a, 
ß,  y  der  Punkte  a^,  /S^,  y^  die  Seiten  bc,  ca,  ab  in  dem  nämlichen 
Verhältnisse  theilen,  wie  a^,  ß^  und  y^  die  Seiten  6^ c^,  c^a^  yixA%\ 
theilten  und  wird  dies  weiter  auch  für  die  Punkte  a'^,  /J^,  y\  in  Bezug 
auf  die  Seiten  6'o^oi  ^'o^'o>  ^'o^'o  gölten* 

22* 
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Wir  theilen  daher  die  Seiten  &c,  ca^  ab  in  dem  Verhältnisse 

ha  :  Ca  =  ^'o^'o  •  ^'o^'o  5 

ay:hy  —  a'^y^:h'^y'^ 

durch  die  Punkte  a,  ß,  y  und  ziehen  aa,  hß  und  C)',  welche  sich  in 
einem  Funkte  M  schneiden  werden. 

Besagter  Punkt  M  repräsentiert  nun  offenbar  die  horizontale 
Projection  des  Mittelpunktes  Mq  des  dem  zu  suchenden  Dreiecke  a^  b^  c^ 
umschriebenen  Kreises  K^. 

Die  Projection  des  Kreises  Kq  ist  jene  Ellipse,  welche  durch  M 
als  Mittelpunkt  und  die  Punkte  a,  b  und  c  festgestellt  ist.  Die  Achsen 
AB  und  CD  dieser  Ellipse  bestimmen  wir  auf  die  vorangegebene 
(Taf.  XXIII,  Fig.  356)  Weise. 

Soll  diese  Ellipse  als  Projection  eines  Kreises  gelten,  so  muss 
bekanntlich  die  Ebene  des  letzteren,  d.  i.  die  der  Aufgabe  entspre- 
chende Ebene  parallel  zur  großen  Achse  Ä  B  sein,  und  eine  Neigung 

CD 

gegen  die  Projectionsebene  besitzen ,  welche  durch  cos  cd  =  —r-^  aus- 
gesprochen und  durch  den  Winkel  o  festgestellt  wird. 


IX.  Capitel. 

Methode  der  schiefen  Projection  mittelst  zweier  aufeinander 
senicrecht  stehender  Projectionsebenen. 

§.  342. 

Darstellong  und  Bestimmung  des  Punktes. 

Ein  Punkt  Ä  im  Baume  sei  auf  zwei  aufeinander  senkrecht 
stehende  Ebenen,  der  Verticalebene  (Bildebene)  und  der  Horizontalebene 
(Grundebene)  bezogen,  durch  seine  diesbezüglichen  orthogonalen  Pro- 
jectionen  a  und  a'  (Taf.  XXIII,  Fig.  358)  festgestellt ;  es  ist  die  schiefe 
oder  klinographische  Projection  des  Punktes  Ä  zu  bestimmen,  wenn 
die  Richtung  des  schief  projicierenden  Strahles  als  gegeben  vorliegt. 

Die  Richtung  des  letztgenannten  Strahles  S  sei  gleichfalls  durch 
seine  yerticale  und  horizontale  Projectionen  s  und  s'  in  Bezug  auf 
dieselben  Projectionsebenen  bestimmt.  Gleichzeitig  sei  an  dieser  Stelle 
schon  erwähnt,  dass  wir  die  verticale  Projectionsebene  als  ^Bild- 
ebene**  für  die  schiefen  Projectionen  aller  Punkte  des  Eaumes  an- 
nehmen. 
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um  nun  die  schiefe  Projeotion  des  Punktes  {aa')  zu  be- 
stimmen, haben  wir  nach  dem  für  die  „Projection  eines  Punktes'*  fest- 
gestellten Begriff  nichts  anderes  zu  thun,  als  den  Schnitt  des  durch 
diesenPunkt  gehenden  Projectionsstrahles  mit  der  Bild- 
ebene (verticalen  Projectionsebene)  aufzusuchen.  Ziehen  wir  demnach 
durch  {aa^  eine  Parallele  {p6')  zu  der  Geraden  {ss')  und  ermitteln 
wir  deren  verticalen  Durchstoßpunkt  a«,  so  wird  dieser  so  erhaltene 
Punkt  a«  bereits  die  geforderte  schiefe  Projection  des  Punktes 
{aa*)  darstellen. 

Aus  früheren  Erörterungen  ist  bereits  bekannt,  dass  ein  Punkt 
A  des  Saumes  durch  die  alleinige  Angabe  der  Projection  a«,  welche 
wir  die  schiefe  oder  Bildflächprojection  des  Punktes  nennen 
wollen,  noch  keineswegs  vollständig  bestimmt  ist. 

Letztere  Behauptung  findet  ihre  Bechtfertigung  in  der  Thatsache, 
dass  a«  die  schiefe  Projection  aller  Punkte  des  durch  a,  gehenden 
schief  projicierenden  Strahles  ctö'  vorstelle. 

Die  zu  entwickelnde  Methode  der  schiefen  oder  klinographischen 
Projection  besteht  nun  darin,  dass  wir,  um  ein  räumliches  Gebilde  auf 
eine  unzweideutige  Weise  zu  bestimmen,  außer  der  oberwähnten  Bild- 
flächprojection noch  als  zweites  Bestimmungsstflck  die  schiefe 
Projection  der  orthogonalen  horizontalen  Projection  oder,  wie  wir  uns 
diesfalls  auszudrQcken  pflegen ,  „die  schiefe  Projection  des 
Grundrisses*'  des  darzustellenden  Gebildes  wählen. 

Untersuchen  wir  zunächst,  ob  die  schiefe  oder  Bildfläch- 
projection eines  Punktes  und  die  schiefe  Projection  seines 
Grundrisses  von  einander  unabhängig  sind  oder  ob  beide  durch 
irgend  eine  Bedingung  aneinander  gebunden  sind. 

Zu  diesem  Zwecke  ermitteln  wir  die  schiefe  Projection  a*»  des 
Grundrisses  a\ 

Wird  dieser  letztgenannte  Punkt  a'  als  ein  Punkt  des  Baumes 
aufgefasst,  so  liegt  seine  verticale  Projection  a,  in  der  Projeotions- 
achse  oder  der  Grundlinie  gg.  Führen  wir  demnach  durch  den  Punkt 
(o,  a')  den  schief  projicierenden  Strahl  (p^  a'),  so  repräsentiert  selbst- 
verständlich dessen  verticaler  Durchstoßpunkt  a'«  die  schiefe  Pro- 
jection des  Grundrisses  a*. 

Da  nun  die  horizontalen  oder  Grundriss-Projectionen  der  durch 
die  Punkte  {aa*)  und  {a^a')  gehenden  schief  projicierenden  Strahlen 
in  der  nämlichen  Geraden  6^  vereinigt  sind,  so  folgt,  dass  die  schiefen 
Projectionen  dieser  Punkte  als  verticale  Durchstoßpunkte  der  Pro- 
jectionsstrahlen  {p6^  und  (<y,  <yO   in  einer  und  derselben   zur  Grund- 
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linie  gg  senkrechten  Geraden  liegen  müssen,  welche  durch  den  Schnitt- 
punkt a  der  Geraden  0*  mit  der  Grundlinie  geht. 

Es  folgt  demnach  der  Satz: 

122.  Die  schiefe  Prcjection  eines  Punktes  und  die  schiefe  Pro- 
jection  seines  Grundrisses  liegen  immer  in  einer  u)id  derselben  zur 
Grundlinie  senkrechten  Geraden.^ 

Aus  dem  durch  die  Paare  paralleler  Geraden  <t,  6^  uud  aa^^ 
a,  a*9  gebildeten  Parallelogramme  folgt,  dass : 

sei.  Nachdem  aber  aa^  den  Abstand  des  Punktes  {aa*)  von  der  hori- 
zontalen Projectionsebene,  d.  i.  der  Grundebene  repräsentiert ,  so  ge- 
langen wir  unmittelbar  zu  dem  Satze: 

123.  ^Der  Abstand  der  schiefen  Prcjection  eines  Punktes  im 
Räume  von  der  schiefen  Prcjection  seines  Grundrisses  ist  dem  Ab- 
stände dieses  Punktes  von  der  horizontalen  oder  Grundrissebene  gleich.^ 

§.  343. 

Eine  weitere  Frage  ^  welche  diesfalls  noch  zu  beantworten  ist, 
wäre  die,  ob  ein  Punkt  im  Baume  durch  die  Angabe  seiner  schiefen 
Prcjection  und  der  schiefen  Prcjection  seines  Grundrisses  vollkommen 
bestimmt  sei. 

(7m  dies  zu  ermitteln,  denken  wir  uns  die  Richtung  des  schief 
projicierenden  Strahles  S  durch  die  Projectionen  s  und  s',  sowie  einen 
Punkt  A  durch  seine  schiefe  Prcjection  a,  und  die  schiefe  Prcjection 
seines  Grundrisses  a'«  dargestellt. 

Soll  durch  diese  Stücke  die  Lage  des  Punktes  im  Baume 
vollständig  bestimmt  sein,  so  muss  es  möglich  sein,  aus  denselben  seine 
orthogonalen  Projectionen  abzuleiten,  resp.  seine  Lage  im  Baume  wieder 
aufzufinden. 

Dies  ist  in  der  That  der  Fall.  Denken  wir  uns  nämlich  durch 
den  Punkt  a',  (Taf.  XXIII,  Fig.  358)  die  Parallele  {6^6')  zum  proji- 
cierenden Strahle  {ss*)  gezogen  und  den  Durchstoßpunkt  (a^a^  der- 
selben mit  der  Grundebene  aufgesucht ,  so  wird  (a,  a')  offenbar  jener 
Punkt  der  Grundebene  sein,  dessen  schiefe  Prcjection  a%  ist,  und  da 
der  letztere  Punkt  a'«  die  schiefe  Prcjection  des  Grundrisses  des  klino- 
graphisch  darzustellenden  Punktes  (aa^)  repräsentiert,  so  ist  der  Grnnd- 
riss  dieses  Punktes,  der  Punkt  a'  selbst. 

Die  verticale  Prcjection  a  des  Punktes  liegt  in  der  durch  a'  zur 
Grundlinie  senkrechten  Geraden,  und  zwar  in  einem  Abstände  aa^ 
von  dieser,  welcher,  dem  vorher  aufgestellten  Satze  zufolge,  der  Distanz 
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der  Punkte  a,  und  a\  gleichkommt,  also  im  Schnitte  a,  jener  Senk- 
rechten (a'  a)  mit  dem  durch  a«  parallel  zu  6'  gezogenen  Projections- 
strahle  6  liegt. 

§.  344. 

Betrachten  wir  zwei  beliebige  Punkte  (a,  a')  und  (6, 6')  (Taf.  XXIII, 
Kg*  359)  der  Grundebene.  Ist  (ss')  der  gegebene  Projectionsstrahl 
und  seien  beziehungsweise  a%  und  h\  die  schiefen  Projectionen  der 
gegebenen  Punkte,  welche  als  Durchstoßpunkte  der  Bildebene  mit  den 
diesbezüglichen  durch  {aa*)  und 'durch  (6fc')  gelegten  Projections- 
strahlen  (<y<y')  und  (^,  <y',)  gefunden  wurden. 

Es  ist  nun  leicht  einzusehen,  dass,  welches  auch  die  Lage  der 
Punkte  (aa*)  und  (&&')  für  dieselbe  Bichtung  des  schief  projicierenden 
Strahles  immer  sein  mag,  die  Paare  von  Geraden:  aa*  und  hh\ 
aa's  und  bb'a,  a'a  und  b^ß  stets  untereinander  parallel  sein  werden. 

Ebenso  müssen  die  sich  ergebenden  Vierecke  aa* aa\  und  bV ßb\ 
einerseits  ähnlich  und  andererseits  zu  einander  parallel  gelegen  sein, 
woraus  weiters  folgt,  dass  auch  die  Verbindungsgeraden  aa'^  und 
bb\  untereinander   parallel  sind. 

Aus  dieser  einfachen  Betrachtung  schöpfen  wir  die  Überzeugung, 
dass  für  alle  möglichen  Punkte  iaa')  ^  (&&')•  ••  der  Grundebene  die 
Dreiecke  aa*a\y  bb^b'»*..  zwar  verschiedene  Größe,  doch 
stets  dieselbe  Gestalt  und  dieselbe  Lage  gegen  die  Grund- 
linie besitzen,  dass  also  für  die  nämliche  Bichtung  des  schief 
projicierenden  Strahles  die  genannten  Dreiecke  sämmt- 
lich  untereinander  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind. 

Ist  demnach  ein  solches  Dreieck,  etwa  aa*a\  gegeben,  so  wird 
man  für  einen  beliebigen  Punkt  (66')  der  Grundebene  die  schiefe  Pro- 
jection  //s  einfach  im  Schnitte  b\  der  beziehungsweise  durch  6  und 
V  zu  aa\  und  a'a*^  parallel  gezogenen  Geraden  finden. 

Eben  so  wenig  wird  es  nunmehr  einer  Schwierigkeit  unterliegen, 
aus  jedem  derartigen  Dreiecke  aa*a\  die  Bichtung  des  Projec- 
tionsstrahles  durch  seine  orthogonalen  Projectionen  festzustellen. 

Denn,  indem  6  oder  aa\  bereits  die  verticale  Projection  des 
schief  projicierenden  Strahles  darstellt,  ergibt  sich  sogleich  auch  die 
horizontale  Projection  &  desselben,  als  die  geradlinige  Verbindungs- 
linie des  Punktes  a*  mit  dem  Fußpunkte  a  des  von  a',  auf  die  Grund- 
linie geflOlten  Perpendikels. 

Infolge  dieser  soeben  hervorgehobenen  charakteristischen  Eigen- 
schaften, nennt  man  ein  jedes  solche  Dreieck,  wie  aa'a's,  66'6's,  etc. . 
ein  „Projectionsdreieck**. 
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§.  345. 

Liegt  ein  Punkt  {aa')  (Taf.XXIII,  Fig.  359)  in  die  Grundebene, 
so  ist  bekanntlich  seine  orthogonale  Bildebenprojection  a  in  der  Grund- 
linie gg  zu  suchen  und  wird  dessen  Abstand  von  der  Bildebene  in 
seiner  wahren  Größe  durch  die  Senkrechte  aa'  gemessen,  welche 
als  projicierende  Gerade  des  Punktes  Ä  normal  zur  Bildebene  oder, 
da  Ä  als  in  der  Grundebene  liegend  mit  a'  zusammenfällt,  von  a' 
normal  zur  Grundlinie  gezogen  wurde.  Bestimmen  wir  für  die  gegebene 
Sichtung  des  schief  projicierenden  Strahles  (ss^)  die  schiefe  Pro- 
jection  von  A^  so  fällt  dessen  Bildebenprojection  a^  mit  der  schiefen 
Projection  des  Grundrisses  a^  zusammen  und  es  wird  a  (a«  a'g)  die 
schiefe  Projection  von  a{Äa*)  repräsentieren,  während  die  bereits  vor- 
her mehrfach  erwähnte  Verbindungs gerade  ( -4  a')  (a«  a'«)  oder  t,  als 
jene  Gerade  erscheint,  welche  das  Verhältnis  der  wahren  Größe 
von  a{a'Ä)  zur  schiefen  Projection  a  {asa\)  für  einen  gege- 
benen schief  projicierenden  Strahl  {ss')  bestimmt.  Auf 
Grund  dieser  Eigenthümlichkeit  pflegt  man  die  Gerade  %  die  „ Ver- 
hältnis- oder  Theilungslinie''  zu  nennen. 

Die  Bi  c  h  tungdieses^T  hei  Ist  rahles^  bleibt  selbstverständlich 
fQr  dieselbe  Bichtung  des  schiefprojicierenden  Strahles  unverändert. 
Das  Projectionsdreieck  aa'a^  wird  also  je  nach  der  Entfernung  aa'  =  2 
des  Punktest,  von  der  Bildebene,  seine  Größe  ändern,  die  Gestalt 
oder  Form  desselben  aber,  sowie  das  Verhältnis  von  aa*  zu  aa« 
wird  für  das  nämlich&  {ss*)y  unverändert  bleiben.  Die  Größe  des 
Projectionsdreieckes  ist  bloß  durch  die  jeweilige  Entfernung  des  dar- 
zustellenden Punktes  von  der  Bildebene  bedingt.  Nachdem  der  pro- 
jicierende Strahl  seine  Bichtung  nicht  ändert,  das  Projectionscentrum 
diesfalls  im  unendlichen  liegt,  die  einzelnen  Projectionsstrahlen  also 
sowohl  als  auch  die  Theilstrahlen  untereinander  parallel  bleiben,  so 
pflegt  man,  der  Analogie  wegen  mit  der  Gentralprojection ,  den  Punkt 
a'  des  Projectionsdreieckes  aa'ag  das  näher  gerückte  Centrum 
zu  nennen.  Selbstverständlich  ist  dieses  näher  gerückte  Projections- 
centrum nicht  als  fix  zu  betrachten.  Es  ändert  sich,  resp.  seine  Lage 
mit  der  Lage  des  Punktes  im  Baume. 

§.  346. 

Liegt  ein  Projectionsdreieck,  welches  wir  für  die  Folge  immer  mit 
„dtf'dfi"  (Taf.  XXIII,  Fig.  360)  bezeichnen  wollen,  als  gegeben  vor,  so 
ist  durch  dasselbe  die  Bichtung  des  schief  projicierenden  Strahles  und 
daher  auch  die  schiefe  Projection  selbst  vollkommen  ein- 
deutig bestimmt. 
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Auch  lässt  sich,  wie  bereits  vorher  erwähnt,  aus  dem  Projections- 
dreiecke  die  Sichtung  des  schief  projicierenden  Strahles 
jederzeit  anstandslos  und  mit  aller  Bequemlichkeit  ableiten,  doch  sei 
bemerkt,  dass  diese  Zurückfährung  im  allgemeinen  als  ganz  und  gar 
überflüssig  erscheint,  und  besonders  dann  nichts  weniger  als  noth- 
wendig  sich  herausstellt,  wenn  es  sich  darum  handelt,  irgend  einen 
Punkt  {aa*)  (Taf.  XXIII,  Fig.  360),  welcher  durch  seine  orthogonalen 
Projectionen  gegeben  ist,  in  schiefer  Projection  darzustellen  und  um- 
gekehrt. 

Die  schiefe  Projection  des  Grundrisses  a'  ergibt  sich  direct  in 
a'a,  vermittelst  des  durch  a'  parallel  zu  dd'äs  gezeichneten  Projec- 
tionsdreieckes  a^a'a\. 

Die  schiefe  oder  Bildflächprojection  a«  des  gegebenen  Punktes 
{aa')  liegt,  wie  wir  vorher  fanden,  in  der  durch  a'«  zur  Grundlinie 
senkrecht  gezogenen  Geraden  und  hat  von  a'«  eine  Entfernung,  welche 
dem  Abstände  aa'  des  Punktes  im  Baume  von  der  Grundebene  gleich- 
kommt. Selbstverständlich  wird  a«  auch  in  der  durch  a  zu  a^a\ 
parallelen  Geraden  liegen  müssen. 

Ebenso  einfach  ist  es  umgekehrt  möglich,  aus  den  gegebenen 
schiefen  Projectionen  a«  und  a*,  die  orthogonalen  Projectionen  a  und 
a*  des  Punktes  A  bloß  mit  Zuhilfenahme  des  Projectionsdreieckes, 
durch  ümkehrung  der  soeben  durchgeführten  Constructionen,  abzuleiten. 

§.  347. 

Darstellung  der  Geraden  in  schiefer  Projection.  Besondere  Lagen 

derselben- 

Der  Deutlichkeit  wegen  wollen  wir  wieder  die  klinographisch 
darzustellende  Gerade,  als  durch  ihre  orthogonalen  Projectionen  {  und 
{'  gegeben,  voraussetzen,  während  die  Sichtung  des  schief  projicieren- 
den Strahles  direct  durch  das  vorliegende  Projectionsdreieck  dd'ö's 
(Taf.  XXIII,  Fig.  361)  bestimmt  ist. 

Dass  die  Parallelprojection  einer  Geraden  auf  einer  Ebene  immer 
wieder  eine  Gerade  sei  und  sich  jederzeit  als  Schnitt  der  Projections-^ 
ebene  mit  der  durch  die  Gerade  gelegten  projicierenden,  diesfalls  also 
mit  der  zum  Projections strahle  parallelen  Ebene  ergebe, 
und  dass  andererseits  die  Projection  einer  Geraden  der  geometrische 
Ort  der  Projectionen  aller  ihrer  Punkte  sei,  wurde  bereits  mehrfach 
nachgewiesen. 

Um  daher  die  schiefe  oder  Bildeben-Projection  einer  Geraden 
und  die  schiefe  Projection  ihres  Grundrisses  zu  ermitteln,  wird  es 
genfigen,  zwei  ihrer  Punkte,  etwa  {aa')  und  {bV)  (Taf.  XXIII,  Fig.  361) 
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durch  ihre  schiefen  Frojectionen  a«  und  6«,  sowie  durch  die  schiefen 
Frojectionen  a\  und  V9  ihrer  Grundrisse  a'  und  V  darzustellen. 

Die  Yerbindungsgerade  lg  von  a«  und  &«  repräsentiert  sodann  die 
Bildeben-Projection  der  Geraden  L  und  die  Verbindungslinie  2'<  von 
a't  und  V9  die  schiefe  Projection  ihres  Grundrisses. 

Hiebei  ist  es  offenbar  ganz  gleichgiltig,  welche  Punkte  der  Ge- 
raden (IV)  gewählt  werden. 

Anstatt  daher  von  willkürlich  gewählten  Punkten  {aa')  und 
{bV)  Gebrauch  zu  machen,  können  wir  behufs  Darstellung  der  Geraden 
L  insbesondere  jene  Punkte  (vv*)  und  {hh*)  wählen,  in  welchen  die  Ge- 
rade (IV)  beziehungsweise  die  Bild-  und  Grundebene  trifft. 

Nachdem  die  in  der  Bildebene  liegenden  Punkte  v  und 
V*  (Taf.  XXIII,  Fig.  361)  mit  ihren  schiefen  Frojectionen  zu- 
sammenfallen, folgt,  dass  die  schiefe  Projection  U  der  gegebenen 
Geraden  direct  durch  v,  und  die  schiefe  Projection  Vt  ihres  Grundrisses 
direct  durch  v*  gehen  müsse. 

Bestimmen  wir  die  schiefe  Projection  (%<A^)  des  horizon- 
talen Durchstoßpunktes  (hh')  der  Geraden  (IV)  vermittelst 
des  zu  dd*dt  parallelen  Projectionsdreieckes  hh'h^  (Taf.  XXIII,  Fig.  361), 
so  ergibt  sich,  da  der  Funkt  (hh*)  sowohl  der  Geraden  {IV)  selbst,  als 
auch  ihrem  Grundrisse  V  angehört,  dass  sowohl  die  schiefH  Projection 
lg  als  auch  die  schiefe  Projection  Vg  des  Grundrisses  der  Geraden  durch 
die  schiefe  Projection  hg  des  in  der  Grundebene  liegenden  Punktes  h* 
gehen  werden.  Die  Verbindungsgeraden  vhg  und  v'h'g  bestimmen  so- 
nach beziehungsweise  die  schiefe  Projection  und  die  schiefe  Projection 
des  Grundrisses  der  Geraden  L  im  Baume. 

Nebenbei  sei  erwähnt,  dass  in  dem  soeben  festgestellten  Besultate 
auch  der  Anhaltspunkt  für  die  Bestimmung  der  Durchstoß- 
punkte einer  unmittelbar  in  schiefer  Projection  durch  lg 
und  Vg  gegebenen  Geraden  L  mit  der  Bild-  und  Grundebene  liege. 

Dass  eine  Gerade  L  im  Baume  durch  die  schiefe  Projection  lg 
und  die  schiefe  Projection  Vg  ihres  Grundrisses  vollständig  bestimmt 
ist,  ergibt  sich  sofort ,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  ein  Punkt  im 
Baume  durch  seine  Bildeben-Projection  und  die  schiefe  Projection 
seines  Grundrisses  vollkommen  unzweideutig  festgestellt  sei. 

§.  348. 

um  andererseits  aus  den  schiefen  Frojectionen  lg  und  Vg  der 
Geraden  deren  orthogonale  Frojectionen  abzuleiten,  wird  man  den  um- 
gekehrten Weg  einschlagen  und,  um  möglichst  einfach  zum  Ziele  zu 
gelangen,  deren  Schnittpunkte  mit  der  Grund-  und  Bildebene  direct 
benützen. 
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Der  Punkt  %«,  in  welchem  sich  die  schiefen  Projectionen  l,  und 
l's  treffen,  ist,  dem  Vorhergegangenen  zufolge,  unmittelbar  die  schiefe 
Projection  des  Durchstoßpunktes  der  Geraden  mit  der 
Grundebene. 

Die  orthogonalen  Projectionen  h  und  h'  desselben  können 
somit  aus  h,  mittelst  des  zu  dd'dg  parallelen  Projectionsdreieckes  hh^hg 
direct  abgeleitet  werden.- 

Um  den  yerticalen  Durchstoßpunkt  (vv*)  der  Geraden  L 
zu  bestimmen,  hat  man  bloß  die  schiefe  Projection  l'a  des  Grundrisses 
V  der  Geraden  L  mit  der  Grundlinie  gg  in  i;'  zum  Schnitte  zu  bringen, 
durch  V*  eine  Senkrechte  zur  Grundlinie  zu  ziehen  und  deren  Schnitt- 
punkt V  mit  I9  festzustellen,  um  in  v  den  geforderten  Durchstoßpunkt 
zu  erhalten. 

Nachdem  dieser  Punkt  „als  Durchstoßpunkt ^  in  der  Bildebene 
selbst  liegt,  so  repräsentieren  v  und  v'  nicht  nur  dessen  schiefe, 
sondern   auch  dessen  orthogonale  Projectionen. 

Hiernach  findet  man  durch  vh  oder  {  die  verticale  Projection 
der  Geraden  L  und  durch  f/h'  oder  {'  die  horizontale  Projection  der- 
selben Geraden  dargestellt. 

§.  349. 

Specielle  Lagen  einer  Geraden  gegen  die  Projeetionsebenen  nnd  gegen 

den  schief  projicierenden  Strahl. 

Diesbezüglich  beschränken  wir  uns  auf  deren  directe  Angabe  in 
schiefer  Projection,  da,  auf  Grund  der  bereits  besprochenen  Principien, 
die  Eigenschaften  ihrer  Projectionen  auch  ohne  jede  weitere  Erörte- 
rung leicht  ersichtlich  gemacht  werden  können. 

Die  schiefe  Projection  !«  einer  zur  Grundebene  senk- 
recht stehenden  Geraden  {IV)  (Taf.  XXIII,  Fig.  362)  ist  eine 
zur  Grundlinie  gg  normale  Gerade.  Die  schiefe  Projection  l's  ihres 
Grundrisses  V  wird  sich  als  ein  Punkt  2'«  ergeben. 

Die  schiefe  Projection  V  und  die  schiefe  Projection  l'g  des 
Grundrisses  einer  zur  Bildebene  senkrechten  Geraden  ({{') 
(Taf.  XXIII,  Fig.  363)  sind  untereinander  parallel  und  parallel  zur 
Seite  ddg  des  jeweilig  vorliegenden  Projectionsdreieckes  dd^df. 

Die  schiefen  Projectionen  h  und  lU  einer  zur  Grundebene 
parallelen  Geraden  (II')  (Taf.  XXIII,  Fig.  364)  sind  untereinander 
parallel  und  besitzen  eine  von  der  Richtung  des  schief  projicierenden 
Strahles  und  der  Lage  der  Geraden  L  gegen  die  Bildebene  abhängige 
Neigung  gegen  die  Grundlinie. 

Die  schiefe  Projection  U  einer  zur  Bildebene  parallelen 
Geraden  {IV)  (Taf.  XXIII,  Fig.  365)  hat  eine  von  der  Neigung  der 
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Geraden  gegen  die  Grundebene  abhängige  Neigung  gegen  die  Grund- 
linie, während  die  schiefe  Projection  l's  ihres  Grundrisses  zur  Grund- 
linie parallel  läuft.  Die  schiefen  und  orthogonalen  Projectionen  der- 
artiger Geraden  sind  untereinander  parallel. 

Die  schiefen  Projectionen  l,  und  ^«  einer  zur  Grundlinie 
parallelen  Geraden  (IV)  (Taf.  XXIII,  Fig.  366)  sind  untereinander 
und  zur  Grundlinie  parallel. 

Ist  eine  Gerade  (IV)  (Taf.  XXIII,  Fig.  367)  senkrecht  zur 
Grundlinie,  also  parallel  zur  Profilebene,  so  besitzt  deren 
schiefe  Projection  1»  eine  durch  die  Neigung  derselben  gegen  die  Bild- 
und  Grundebene  bedingte  Neigung  gegen  die  Grundlinie,  während  die 
schiefe  Projection  V,  ihres  Grundrisses  parallel  ist  zur  Bichtung  6  des 
schief  projicierenden  Strahles,  oder  was  dasselbe  ist,  parallel  läuft  zur 
Seite  dög  des  Projectionsdreieckes  dd'ds. 

Hat  endlich  eine  Gerade  {11")  (Taf.  XXIII,  Fig.  368)  die  ßich- 
tung  des  Projectionsstrahles,  so  ist  deren  schiefe  Projection  U 
ein  Punkt,  die  schiefe  Projection  Z'«  ihres  Grundrisses  dagegen  eine  zur 
Grundlinie  senkrechte  Gerade. 

§.  350. 
Darstellung  der  Ebene.  Besondere  Lagen  derselben. 

In  der  orthogonalen  Projection  wurde  eine  Ebene  E  durch  ihre 
verticale  Trace  E^.  und  ihre  horizontale  Trace  Ek  bestimmt;  des  glei- 
chen Mittels  wollen  wir  uns  auch  behufs  Darstellung  einer  Ebene  in 
schiefer  Projection  bedienen. 

Die  verticale  oder  Bildflächtrace  JB,  (Taf.  XXIII,  Fig.  339)  der 
Ebene  E  ßillt,  da  die  besagte  Trace  eine  Gerade  der  Ebene  E,  die  in 
der  Bildebene  liegt,  repräsentiert,  mit  ihrer  schiefen  Projection  zu- 
sammen. Es  handelt  sich  somit  nur  noch  um  die  Ermittlung  der 
schiefen  Projection  E'^  ihrer  horizontalen  oder  Grundflächtrace  Eh> 

Nachdem  die  Grundriss trace  Ek  die  Bildebene  in  jenem  Punkte 
n  trifft,  in  welchem  die  beiden  Tracen  Ec  und  Eh  mit  der  Grund- 
linie g  convergieren,  dieser  Punkt  aber,  als  der  Bildebene  angehörend, 
mit  seiner  schiefen  Projection  zusammenßLUt ,  muss  die  schiefe  Pro- 
jection Ei  der  Grundrisstrace  Eh  durch  den  nämlichen  Punkt  n  gehen. 

Zur  vollständigen  Bestimmung  dieser  Trace  El  der  Ebene  E  ist 
daher  nur  noch  die  schiefe  Projection  h,  irgend  eines  zweiten  Punktes 
(hh')  der  Grundflächtrace  Eh  noth wendig  und  können  wir  diesen  un- 
mittelbar durch  Einschaltung  des  Projectionsdreieckes,  indem  wir  h' 
als  das  näher  gerückte  Centrum  betrachten,  in  h\  finden  und  so 
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die  schiefe  Projection  El  als  VerbiuduDgsgerade  der  Punkte  n  und  &» 
darstellen. 

Dass  die  Ebene  E  durch  E^  und  El  vollkommen  bestimmt  sei^ 
geht  unmittelbar  daraus  hervor,  dass  deren  Bildflächtrace  im  Vergleich 
zu  jener  in  der  orthogonalen  Projection  ungeändert  blieb  und  ihre 
orthogonale  Grundrisstrace  Ek  sofort  aus  El  mit  Zuhilfenahme  dea 
Projectionsdreieckes  abgeleitet  werden  kann. 

§.  351. 
Besondere  Lagen  einer  Ebene. 

Die  Bildflächtrace  E^  einer  zur  Grundebene  senkrechten 
Ebene  (Taf.  XXIII,  Fig.  370)  ist,  sowie  in  der  orthogonalen  Projection, 
zur  Grundlinie  senkrecht,  die  schiefe  Projection  El  ihrer  Grundriss- 
oder Grundflächtrace  hat  eine  von  der  Lage  dieser  Ebene  E  gegen  die 
Bildebene  und  der  Sichtung  des  schief  projicierenden  Strahles  ab- 
hängige Neigung  gegen  die  Grundlinie. 

Die  Bildflächtrace  Ep  einer  zur  Bildebene  senkrechten 
Ebene  (Taf.  XXIII,  Fig.  371)  hat  eine  durch  die  Neigung  der  Ebene 
gegen  die  Grundebene  bedingte  Lage  gegen  die  Grundlinie,  während 
die  schiefe  Projection  E[  ihrer  Grundflächtrace  Em  parallel  ist  zur 
Bildflächprojection  des  schief  projicierenden  Strahles,  oder  was  dasselbe 
aussagt,  parallel  läuft  zur  Seite  ddt  des  gegebenen  Projections* 
dreieckes. 

Die  Bildflächtrace  E^  einer  zur  Grundebene  parallelen 
Ebene  (Taf.  XXIII,  Fig.  372)  ist  zur  Grundlinie  parallel;  die  Grund- 
flächtrace Ek  und  mithin  auch  ihre  schiefe  Projection  El  liegt  in  un- 
endlicher Entfernung. 

Eine  Ebene,  welche  parallel  zur  Bildebene  ist,  hat  ihre 
Bildflächtrace  in  unendlicher  Entfernung;  die  schiefe  Projection  El 
(Taf.  XXIII,  Fig.  373)  ihrer  Grundflächtrace  ist  parallel  zur  Grundlinie- 

Die  Bildflächtrace  Ep  einer  zur  Grundlinie  senkrechten 
Ebene  -B  (Taf.  XXIII,  Fig.  374)  steht  zur  Grundlinie  senkrecht,  die 
schiefe  Projection  El  ihrer  Grundflächtrace  Eh  dagegen  ist  bedingt 
durch  die  Richtung  des  schief  projicierenden  Strahles  und  ist  stets  zur 
Seite  dd»  des  Projectionsdreieckes  parallel. 

Die  Bildflächtrace  Ev,  sowie  auch  die  schiefe  Projection  El 
(Taf.  XXIII,  Fig.  375)  der  Grundflächtrace  einer  zur  Grundlinie 
parallelen  Ebene  sind,  sowie  in  der  orthogonalen  Projection,  parallel 
zur  Grundlinie. 

Geht  eine  Ebene  durch  die  Grundlinie,  so  fallen  ihre  beiden 
Tracen  mit  dieser  zusammen.    Nachdem  durch  zwei  zusammenfallende 
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Geraden  eine  Ebene  nicht  bestimmt  ist,  wählt  man  zu  ihrer  Darstel- 
lung und  Bestimmung  entweder  ihren  Schnitt  mit  der  Profilebene  oder 
die  Projectionen  eines  ihrer  Punkte. 

In  welcher  Weise  die  eine  oder  die  andere  dieser  Bestimmungs- 
arten constructiv  verwendbar  ist,  wird  die  Folge  lehren. 

A.  Projectivische  Beziehungen  zwischen  Punicten,  Geraden 

und   Ebenen. 

§.  352. 

Bestimmung  der  Lage  eines  Punktes  und  einer  Geraden  in  einer  Ebene. 

Bei  unseren  früheren  Betrachtungen  über  die  klinographiscbe 
Projectionsmethode  hielten  wir  daran  fest,  den  Zusammenhang  der- 
selben und  die  Identität  der  ConStructionen  mit  der  orthogonalen  Pro- 
jection  zum  Ausdrucke  zu  bringen ;  wir  wollen  auch  diesfalls,  bei  Fest- 
stellung der  „projectivischen  Beziehungen^  an  demselben  Grundsatze 
festhalten  und  die  orthogonale  Projection  als  vergleichenden  Aus- 
gangspunkt w&hlen. 

Der  verticale  Durchstoßpunkt  einer  in  einer  Ebene  liegenden 
Geraden  ist ,  wie  aus  früheren  Erörterungen  hervorgeht ,  in  der  verti- 
calen  Trace  Ev  der  betreffenden  Ebene  zu  suchen;  ebenso  liegt  der 
horizontale  Durchstoßpunkt  der  genannten  Geraden  in  der  horizontalen 
Trace  Eh  dieser  Ebene.  Hieraus  folgt,  dass  auch  fQr  die  Darstellung 
in  schiefer  Projection  ein  Gleiches  gelte,  dass  also,  da  die  Bildfläch- 
trace  und  der  in  ihr  liegende  Durchstoßpunkt  der  besagten  Geraden 
ihre  eigenen  schiefen  Projectionen  sind,  der  letztere  auch  die  schiefe 
Projection  des  Darchstoßpunktes  repräsentieren  werde  und  dass  die 
schiefe  Projection  des  Durchstoßpunktes  der  Geraden  mit  der  Grund- 
ebene, in  der  schiefen  Projection  der  Grundflächtrace  liegen  müsse. 

Ist  demnach  h  (Taf.  XXIV,  Fig.  376)  die  schiefe  Projection 
einer  in  der  Ebene  E^El  liegenden  Geraden,  so  ist  auch  deren 
schiefe  Projection  des  Grundrisses  V,  bereits  bestimmt.  Denn 
der  Punkt  hg,  in  welchem  ^«  die  schiefe  Projection  El  der  Grund- 
flächtrace trifft,  stellt  die  schiefe  Projection  des  Durchstoßpunktes  der 
Geraden  mit  der  Grundebene  vor,  und  muss,  als  Punkt  der  Geraden, 
auch  der  schiefen  Projection  des  Grundrisses  der  Geraden  angehören. 
Der  Punkt  v^  in  welchen  die  Gerade  h  die  Bildflächtrace  E^  trifft, 
ist  der  Durchstoßpunkt  der  Geraden  mit  der  Bildebene;  die  schiefe 
Projection  seines  Grundrisses  ist  somit  der  Fußpunkt  v'  des  von  t; 
zur  Grundlinie  gg  gefällten  Perpendikels.   Die  gerade  Verbindungs- 
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linie  der  beiden  Paukte  v'  und  &«  repräsentiert   hiernach  die   schiefe 
Projection  Va  des  Grundrisses  der  gegebenen  Geraden. 

Unter  den  Verschiedenen  Lagen  von  Geraden  in  einerEbene 
wollen  wir  7wei  Scharen  von  besonderer  Sichtung  nament- 
lich hervorgehoben. 

Es  sind  dies  jene  Scharen  von  Geraden,  welche  beziehungs- 
weise zur  Bildebene  und  daher  auch  zur  Bildflächtrace  der  betreffenden 
Ebene  oder  zur  Grundebene  und  folglich  auch  zur  Grundflächtrace 
parallel  sind. 

Ist  -E;,  Ei  (Taf.  XXIV,  Fig.  377)  eine  in  schiefer  Projection  dar- 
gestellte Ebene,  und  soll  in  derselben  eine  Gerade  L  verzeichnet  werden, 
welche  zur  Bildflächtrace  Ev  parallel  ist,  so  hat  man  bloß  zu  erwägen, 
dass  eine  solche  Gerade  gleichzeitig  auch  zur  Bildebene  parallel  läuft 
und  die  Bildflächtrace  erst  in  unendlicher  Entfernung  schneidet. 

Der  Durchstoßpunkt  derartiger  Geraden  mit  der  Bildebene  ist 
somit  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Bildflächtrace  E^. 

Aus  dem  umstände^  dass  durch  diesen  Punkt  auch  die  Bildfläch- 
Projection  l»  der  zu  bestimmenden  Geraden  gehen  muss,  folgt  un- 
mittelbar, dass  auch  die  Bildflächprojection  Z«  der  Geraden  L  zur  Bild- 
flächtrace Ep  parallel  sein  müsse. 

Selbstverständlich  schneidet,  da  L  in  der  Ebene  liegt,  l,  die 
schiefe  Projection  E'^  der  Grundfiächtrace  Eh  in  einem  Punkte  hs, 
durch  welchen  Punkt,  wie  im  Vorhergegangenen  allgemein  gezeigt 
wurde,  die  schiefe  Projection  Z%  des  Grundrisses  V  der  Geraden  L 
gehen  muss.  Da  aber  der  Grundriss  einer  zur  Bildebene  parallelen 
Geraden  zur  Grundlinie  selbst  parallel  ist,  so  wird  das  Gleiche  auch 
von  seiner  schiefen  Projection  gelten;  es  wird  demnach  die  schiefe 
Projection  des  Grundrisses  einer  in  der  Ebene  E  liegenden,  zur  Bild- 
ebene parallelen  Geraden  L  durch  Va  dargestellt  erscheinen. 

XJm  eine  Gerade  in  einer  Ebene  zu  zeichnen,  welche 
parallel  zur  Grundfiächtrace,  also  auch  parallel  zur  Grund- 
ebene ist,  wird  zu  berücksichtigen  sein,  dass  eine  derartige  Gerade 
die  Grundfiächtrace  erst  in  unendlicher  Entfernung  schneiden  könne, 
und  dass  deshalb  auch  die  Bildfläch-Projection  h  (Taf.  XXIV,  Fig.  378) 
einer  solchen  Geraden  zur  schiefen  Projection  der  Grundfiächtrace  E{ 
der  Ebene  E  parallel  sein  müsse. 

Ferner  wurde  bereits  gezeigt,  dass  die  beiden  schiefen  Projectionen 
einer  zur  Grundlinie  parallelen  Geraden  untereinander  parallel  sind, 
woraus  unmittelbar  weiter  folgt,  dass  auch  die  schiefe  Projection  des 
Grundrisses   der  zu   suchenden  Geraden  einerseits  zu  ihrer  Bildfiäch- 
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projection   und   andererseits   zur   schiefen  Projection  El,   der  Grund- 
flächtrace  der  Ebene  E  parallel  sein  wird. 

Selbstverständlich  muss  Va  durch  jenen  Punkt  V  gehen^  welcher 
sich  als  Fußpunkt  des  tou  dem  Schnittpunkte  v  der  beiden  Geraden 
E9  und  lg    auf  die  Grundlinie  geMlten  Perpendikels  ergibt. 

Ist  die  Ebene  E  (Taf.  XXIV,  Fig.  379)  eine  grundfUch- 
projicierende,  so  fallen  die  Grundfiächprojectionen  aller  in  ihr 
liegenden  Geraden  in  die  Grundflächtrace ;  es  wird  demnach  auch  die 
schiefe  Projection  V9  des  Grundrisses  einer  in  dieser  Ebene  liegenden 
Geraden  in  die  schiefe  Projection  El  der  Grundflächtrace  zu  liegen 
kommen. 

Die  schiefe  oder  Bildeben-Projectio n  lg  der  Geraden  L 
selbst  kann  jede  beliebige,  nur  von  der  Lage  der  Geraden  L  im 
Baume  abhängige  Lage  in  dieser  Ebene  annehmen. 

§.  353. 

Auf  Grund  der  vorausgeschickten  Betrachtungen  wird  es  nun- 
mehr auch  keinerlei  Schwierigkeiten  bieten  durch  irgend  eine 
gegebene  Gerade  (UV,)  (Taf.  XXIV,  Fig.  380)  eine  Ebene  zu 
legen. 

Die  schiefe  Projection  El  der  jeweiligen  Grundflächtrace  einer 
durch  (IgVa)  zu  führenden  Ebene  muss  stets  durch  die  schiefe  Pro- 
jection ha  des  Durchstoßpunktes  der  Geraden  mit  der  Grundebene, 
d.  i.  durch  jenen  Punkt  gehen,  in  welchem  sich  die  schiefen  Projectionen 
la  und  Vg  schneiden. 

Die  Bildflächtrace  E^  dagegen  geht  durch  den  Punkt  v,  in  welchem 
die  Gerade  (lal'a)  die  Bildebene  schneidet. 

Letzterer  Punkt  wird,  wie  früher  gezeigt  wurde,  erhalten,  wenn 
man  den  Punkt  v*,  in  welchem  l'a  die  Grundlinie  schneidet,  durch  eine 
Senkrechte  zur  Grundlinie  in  die  Gerade  lg  projiciert. 

Natürlich  ist  noch  die  Bedingung,  dass  sich  die  beiden  Tracen 
E^  und  Ek  in  einem  und  demselben  Punkte  der  Grundlinie  treffen, 
zu  erfüllen. 

Je  nach  der  Wahl  dieses  letztbezeichneten  Punktes  n^  n^. . .  er- 
hält man  verschiedene  der  gestellten  Bedingung  entsprechende  Ebenen 
E^Eij  e^elj  GvGl. . .  Die  Ebene  ff^Gj  ist  eine  grundfläch-proji- 
cierende,  da  die  schiefe  Projection  Gl  ihrer  Grundflächtrace  mit  der 
schiefen  Projection  Vg  des  Grundrisses  der  gegebenen  Geraden  zu- 
sammenfällt. 
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§.  354. 

Liegen  in  einer  und  derselben  Ebene  E  zwei  Geraden 
{Igl's)  und  {Igl'a)  (Taf.  XXIV,  Fig.  381),  so  müssen  dieselben  einen 
Punkt  gemein  haben. 

Die  beiden  schiefen  Projectionen  lg  und  la  der  in  der  Ebene 
EpEü  liegenden  Geraden  schneiden  sich  in  einem  Punkte  jp,,  welcher 
offenbar  nichts  anderes,  als  die  schiefe  Projection  des  Schnitt- 
punktes der  gegebenen  Geraden  vorstellt. 

Da  weiters  der  Schnittpunkt  der  Grundrisse  zweier  Geraden  den 
Grundriss  des  Schnittpunktes  derselben  Geraden  darstellt,  so  ist  ein- 
leuchtend, dass  der  Punkt  jp',,  in  welchem  sich  die  schiefen  Projec- 
tionen Va  und  X'a  der  Grundrisse  der  beiden  Geraden  treffen,  die  schiefe 
Projection  des  Grundrisses  ihres  gemeinschaftlichen  Schnittpunktes 
repräsentieren  muss. 

Schneiden  sich,  wie  vorausgesetzt,  die  Geraden  im  Baume, 
haben  dieselben  also  einen  Punkt  gemeinschaftlich,  so  entspricht 
diesem  einen  Punkte  im  Baume,  bei  gegebener  Bichtung  des  schief 
projicierenden  Strahles  auch  nur  eine  Bildflächprojection  und  nur 
eine  schiefe  Projection  des  Grundrisses.  Nachdem  aber  die  beiden 
genannten  Projectionen  eines  und  desselben  Punktes  in  einer  Geraden 
liegen  müssen,  die  zur  Grundlinie  senkrecht  steht,  so  müssen  auch  die 
vorher  bezeichneten  Punkte  pt  und  jp'«  (sowie  jedes  andere  Paar  von 
schiefen  Projectionen  eines  und  desselben  Punktes  im  Baume)  in  einer 
Normale  zur  Grundlinie  erscheinen. 

Diese  Eigenschaft  repräsentiert  auch  das  Kriterium,  nach  welchem 
zwei  durch  ihre  schiefen  Projectionen  gegebene  Gera- 
den (laVt)  und  (la^'s)  sich  schneiden  oder  nicht.  Im  ersten  Falle 
ist  nämlich  die  Verbindungsgerade  der  Schnittpunkte  der  gleich- 
namigen Projectionen  normal  zur  Grundlinie,  im  zweiten  Falle 
jedoch,  wo  wir  es  mit  sich  kreuzenden  Geraden  zu  thun  haben, 
wird  dies  nicht  stattfinden. 

Soll  durch  zwei  sich  schneidende  Geraden,  wie  (lal'a) 
und  (A,A',)  (Taf.  XXIV,  Fig.  381)  eine  Ebene  gelegt  werden,  so 
ist  bloß  zu  beachten,  dass  die  Bildflächtrace  E^  dieser  Ebene  die 
Durchstoßpunkte  v  und  9  der  gegebenen  Geraden  mit  der  Bildebene 
enthalten,   sich  demnach  als  deren  Verbindungsgerade  ergeben  muss. 

Die  schiefe  Projection  der  Grundflächtrace  dagegen  enthält  die 
schiefen  Projectionen  ä,  und  ria  der  Durchstoßpunkte  mit  der  Grund- 
ebene; es  wird  folglich  die  Trace  -B;  als  die  Verbindungsgerade  ä,i^, 
der  beiden  letztgenannten  Punkte  ha  und  ri,  erhalten. 

Peichka,  Daritelleade  a.  projective  Geometrie.  23 
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Als  specieller  Fall  zweier  sich  schneidenden  Geraden  sind 
zwei  parallele  Geraden  zu  betrachten. 

Der  Schnittpunkt  zweier  parallelen  Geraden  liegt  in 
unendlicher  Entfernung.  Dasselbe  gilt  demnach  auch  von  dessen 
schiefen  Projectionen. 

Zwei  parallele  Geraden  werden  somit  in  schiefer  Projection  da- 
durch charakterisiert  erscheinen,  dass  sowohl  deren  schiefe  oder 
Bildeben-Projectionen  h  und  A,  (Taf.  XXIV,  Fig.  382)  als  auch  die 
schiefen  Projectionen  Z'«  und  A',  ihrer  Grundrisse  untereinander  pa- 
rallel sind. 

§.  355. 

Wir  haben  bereits  gesehen,  dass  ein  Punkt  in  einer  Ebene  durch 
zwei  in  der  Ebene  liegende,  durch  denselben  Punkt  gehende  Geraden 
festgestellt  werden  kann  und  haben  weiter  nachgewiesen,  dass  durch 
diese  beiden  Geraden  auch  die  Projectionen  des  Punktes  bestimmt 
seien.  Gleichzeitig  wurde  auch  festgestellt,  dass  diese  Projectionen  auf 
einer  zur  Grundlinie  normalen  Geraden  liegen. 

Liegt  ein  Punkt  in  einer  Ebene  J5,  so  genügt  selbstver- 
ständlich eine  einzige  durch  den  Punkt  gehende  Gerade  in 
der  Ebene,  um  diesen  zu  bestimmen. 

Ist  beispielsweise  die  schiefe  Projection  p,  (Taf.  XXIV,  Fig.  383) 
eines  in  der  Ebene  EvEi  liegenden  Punktes  gegeben,  so  wird  die  Lage 
dieses  Punktes  in  der  Ebene  vollkommen  bestimmt  sein,  wenn  dessen 
zweite  Projection,  d.  i.  die  schiefe  Projection  seines  Grundrisses,  mit 
Hilfe  irgend  einer  in  der  Ebene  liegenden ,  durch  den  Punkt  gehenden 
Geraden  ermittelt  werden  kann. 

Denken  wir  uns  nämlich  durch  pt  eine  beliebige  Gerade  A«  so 
gezogen ,  dass  sie  einen  Punkt  v  mit  Ep  und  einen  zweiten  %«  mit  E'h 
gemein  hat,  so  kann  diese  Gerade  offenbar  als  die  schiefe  Projection 
einer  durch  den  Punkt  p  geführten,  in  der  Ebene  EpEi  liegenden 
Geraden  betrachtet  werden.  Die  schiefe  Projection  X\  oder  v'ä,  des 
Grundrisses  dieser  Geraden  wird  auf  bekannte  Weise  ermittelt  und  die 
schiefe  Projection  p'a  des  Grundrisses  des  gegebenen  Punktes  erhalten, 
indem  wir  den  Schnitt  von  X'a  mit  der  durch  jp,  zur  Grundlinie  nor- 
mal gezogenen  Geraden  suchen. 

Zu  dem  gleichen  Resultate  führt  jede  andere  in  der  Ebene  E 
durch  den  Punkt  p  gezogene  Gerade. 

Häufig  wird  man  mit  Vortheil  jene  durch  p  gehende  Gerade 
(Wa)  (Taf.  XXIV,  Fig.  383)  wählen,  welche  zur  Bildflächtrace  Ep 
parallel  ist,  oder  auch  von  jener  Geraden  Gebrauch  machen  können, 
welche  eine  zur  Grundrisstrace  (Taf.  XXIV,  Fig.  378)  parallele  Lage  hat 
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§.  356. 
Schnitt  zweier  Ebenen. 

Ist  die  Schuittlinie  zv^eier  durch  ihre  Tracen  gegebenea  Ebeaea 
{E,Ei)  und  (ei^ei)  (Taf.  XXIV,  Fig.  384)  zu  ermittela  und  durch  ihre 
beiden  schiefen  Projectionen  darzustellen^  so  wird  es  sich  wieder  bloß 
darum  handeln,  zwei  Punkte  dieser  Schnittgeraden  zu  bestimmen. 

In  der  That  ergeben  sich  mit  Leichtigkeit  zwei  solche  Punkte, 
welche  unmittelbar  die  schiefen  Projecbionen  der  Durchstoßpunkte  der 
festzustellenden  Schnittgeraden  mit  der  Bild-  und  Grundebene  reprä- 
sentieren. 

Der  Schnittpunkt  v  der  beiden  Bildfläch tracen  Eo  und  e,  gehört 
offenbar  sowohl  den  beiden  Ebenen  und  somit  der  Schnittgeraden,  als 
auch  der  Bildebene  an,  repräsentiert  demzufolge  den  Durchstoß punkt 
der  Schnittgeraden  mit  der  Bildebene. 

Der  Schnitt  hg  der  Grundflächtracen  E'^  und  el  stellt  die  schiefe 
Projection  eines  in  der  Grundebene  liegenden  Punktes  dar,  welcher 
Punkt  aber  gleichzeitig  den  beiden  Ebenen  E  und  e,  mithin  auch  ihrem 
Schnitte  angehört,  und  demnach  die  schiefe  Projection  des  Durchstoß- 
punktes der  gesuchten  Schnittgeraden  mit  der  Grundebene  repräsentiert. 

Die  schiefe  oder  Bildfläch-Projection  der  Schnittlinie  selbst  wird 
sonach  durch  die  Yerbindungsgerade  Is  der  Punkte  v  und  hg  und  die 
schiefe  Projection  ihres  Grundrisses  durch  die  Verbindungsgerade  V, 
der  Punkte  ä,  und  V  dargestellt.  Nach  der  Art  und  Weise,  wie  wir 
im  Vorhergehenden  eine  Gerade  bestimmten  damit  sie  in  einer  Ebene 
liege,  ist  auch  sofort  ersichtlich,  dass  die  Gerade  (Jal^)  den  beiden 
Ebenen  E  und  e  gleichzeitig  angehöre,  also  die  Schnittgerade  derselben 
darstelle« 

§.  357. 

Haben  die  beiden  Ebenen  E^El  und  e,el  (Taf.  XXIV,  Fig.  385) 
eine  solche  Lage,  dass  sich  weder  ihre  Bildflächtracen  E9  und 
Cp  noch  die  schiefen  Projectionen  Ei  und  el  ihrer  Grund- 
flächtracen  auf  der  Zeichnungsfläche  schneiden,  so  benutzt 
man  zur  Bestimmung  ihres  Schnittes  „Hilfs ebenen^  in  derselben 
Weise,  wie  es  in  der  orthogonalen  Projectionsmethode  angedeutet  wurde. 
Am  einfachsten  wählen  wir  zu  diesem  Zwecke  zwei  zur  Bildebene 
parallele  Ebenen  s'n  und  rj^. 

Die  erste  dieser  beiden  Ebenen  schneidet  die  Ebenen  E  und  e 
in  den  Geraden  (a,,  «',)  und  (jS,j8'g).  Der  Schnittpunkt  {p$p*»)  dieser 
beiden  Geraden  gehört  gleichzeitig  den  drei  Ebenen  E,  e^  s  an  und 
ist  somit  ein  Punkt  der  Schnittlinie  von  E  und  e. 

23* 
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lu  gleicher  Weise  ergibt  die  zweite  Ebene  i;i,  als  Schnitte  mit 
den  Ebenen  E  und  e,  die  Geraden  (y»y$)  und  ((J»^'»),  deren  gemein- 
schaftlicher Schnittpunkt  (qaq's)  in  den  drei  Ebenen  E,  e,  s  liegt  und 
mithin  einen  zweiten  Punkt  der  gesuchten  Schnittlinie  liefert. 

Die  schiefen  Projeotionen  U  und  l'e  der  durch  zwei  Punkte  be- 
stimmten Schnittgeraden,  ergeben  sich  nunmehr  als  die  Verbindungs- 
linien der  Punkte  jp,  und  q, ,  resp.  jp',  und  g',. 

§.  358. 

Sind  zwei  Ebenen  parallel,  so  sind  es  auch  deren  Schnitt- 
linien mit  jeder  beliebigen  dritten  Ebene. 

Wir  entnehmen  dieser  Eigenschaft  das  Merkmal  für  die  Paral- 
lelität zweier  in  schiefer  Projection  dargestellten  Ebenen  E^Ei  und  e^eü. 

Die  Bildflächtracen  E,  und  e,  (Taf.  XXIV,  Fig.  386)  dieser  bei- 
den  Ebenen  müssen,  falls  letztere  parallel  sind,  auch  untereinander 
parallel  sein^  da  sie  die  Schnitte  der  beiden  Ebenen  E  und  e  mit 
einer  und  derselben  dritten  Ebene,  der  Bildebene,  repräsentieren. 

Weiter  sind  aber  auch  die  Grundflächtracen  der  Ebenen  E  und 
e,  als  Schnittlinien  dieser  Ebenen  mit  der  Grundebene,  parallele  Ge- 
raden und  gilt,  wie  wir  wissen,  das  Gleiche  auch  von  deren  schiefen 
Projectionen  Eü  und  el .  " 

Dieser  einfachen  Betrachtung  entnehmen  wir,  dass  parallele 
Ebenen  auch  in  schiefer  Projection  dadurch  charakterisiert  sind,  dass 
sowohl  deren  Bildflächtracen  unter  sich,  als  auch  die  schiefen  Projec- 
tionen ihrer  Grundflächtracen  untereinander  parallele  Geraden  sind. 

Eine  Ausnahme  hieven  machen  zwei  zur  Grundlinie  paral- 
lele Ebenen,  da  die  Tracen  derselben,  auch  wenn  die  Ebenen 
nicht  parallel  sind,  immer  zur  Grundlinie,  also  auch  untereinander 
parallel  erscheinen. 

Die  Schnittlinie  derartiger  Ebenen  ist  daher  selbstverständlich 
auch  parallel  zur  Grundlinie,  weshalb  es,  behufs  ihrer  Bestimmung 
genügen  wird,  einen  einzigen  Punkt  {p'^pU)  (Taf.  XXIV,  Fig.  387) 
derselben  vermittelst  irgend  einer  beliebig  gewählten  Hilfsebene  i?«  RH 
festzustellen. 

§.  359. 

Schnitt  einer  Geraden  mit  einer  Ebene. 

Ist  der  Schnittpunkt  einer  Geraden  (lj\)  (Taf.  XXIV,  Fig.  388) 
mit  der  Ebene  EvEl  zu  ermitteln,  so  besteht  das  Princip  der  Lösung 
dieses  Problemes  einfach  darin,   dass  man  durch  die  Gerade  eine  be- 
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liebige  Hilfsebene  legt,  den  Schnitt  dieser  letzteren  mit  der  gegebenen 
Ebene  E  aufsucht  und  auf  diese  Weise  eine  Gerade  in  der  letzt- 
genannten Ebene  findet,  die  entweder  zu  der  gegebenen  Geraden  (Z«Z'«) 
parallel  läuft  oder  diese  schneidet.  Im  ersteren  Falle  ist  die  Gerade 
{l,Vs)  zur  Ebene  E^E'^  selbst  parallel,  wird  dieselbe  also  auch  erst  im 
Unendlichen  treffen,  während  im  zweiten  Falle  der  Schnittpunkt  der 
beiden  Geraden,  da  dieser  Punkt  sowohl  der  gegebenen  Geraden,  als 
auch  der  Schnittlinie  der  Hilfsebene  mit  der  gegebenen  Ebene,  mithin 
der  letzteren  selbst  angehört,  gleichzeitig  der  Schnittpunkt  der  Gera- 
den (Isl^t)  mit  der  Ebene  EgE'^^  also  ein  der  gegebenen  Geraden  und 
der  vorliegenden  Ebene  gemeinsamer  Punkt  sein. 

Um  die  eben  angedeutete  Construction  möglichst  einfach  zu 
bewerkstelligen,  wählen  wir  unter  all'  den  verschiedenen  Ebenen,  welche 
durch  die  Gerade  (hVs)  gelegt  werden  können,  mit  Vortheil  die 
grundfläch-projicierende  Ebene  egeü. 

Dieselbe  schneidet  die  gegebene  Ebene  E.E'h  in  der  Geraden 
<yj^'«,  welche  ihrerseits  die  gegebene  Gerade  (Z,?',)  in  dem  gesuchten 
Punkte  {psP'a)  trifft. 

Ist  die  Gerade  (Ws)  (Taf.  XXIV,  Fig.  389)  parallel  zu  der 
gegebenen  Ebene  E,E!,f  so  wird  die  letztere  von  jeder  beliebigen, 
durch  die  Gerade  (?«?',)  gelegten  Hilfsebene  in  einer  Geraden  il,A', 
geschnitten,  welche  zu  {hVa)  parallel  ist. 

Ein  directes  Kennzeichen,  die  Parallelität  einer  Geraden  mit  einer 
Ebene  aus  den  Projectionen  der  Geraden,  resp.  den  Tracen  der  Ebenen 
zu  erkennen,  gibt  es  nicht;  doch  überzeugt  man  sich  von  dieser  Be- 
ziehung indirect  auf  zweifachem  Wege. 

Zunächst  ist  nach  der  obigen  Auseinandersetzung  klar,  dass  es 
in  der  Ebene  Geraden  gibt,  welche  zu  der  gegebenen  Geraden  parallel 
sind.  Zieht  man  demnach  eine  Gerade  A«  parallel  zu  lg  und  betrachtet 
dieselbe  als  die  schiefe  Projection  einer  in  der  Ebene  E^El  liegenden 
Geraden,  so  wird  auch  die  schiefe  Projection  A'«  ihres  Grundrisses, 
welche  aus  A«  auf  bekannte  Weise  abgeleitet  wird,  parallel  zu  l's  sein 
müssen,  sobald  (IgVs)  zu  E^Eh  parallel  läuft. 

Andererseits  kann  man  durch  (Igl'a)  immer  eine  Ebene  e  legen, 
welche  zu  der  gegebenen  Ebene  E^Eh  parallel  ist.  Wählt  man  also 
die  Bildflächtrace  6,  einer  durch  {Igl's)  gehenden  Ebene  parallel  zu 
JBr,  80  wird,  falls  die  Gerade  (ItVt)  zur  Ebene  Ef,E^  parallel  ist,  auch 
die  entsprechende  zweite  Trace  e\  parallel  zu  JE*;  sein  müssen. 
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§.  360. 

120.  Aufgabe.  Eine  durch  die  [Grundlinie  gehende  Ebene  ist 
dnrch  einen  ihrer  Punkte  (psP^s)  gegeben;  es  ist  der  Schnitt  derselben 
mit  einer  zweiten  Ebene  EvE'^  zu  ermitteln. 

Nachdem  die  Ebene  E  (Taf.  XXIV,  Fig.  390)  die  Grundlinie  im 
Punkte  m  triflFt,  die  zweite,  durch  (paP't)  bestimmte  Ebene  aber  durch 
die  Grundlinie  gg  selbst  geht,  so  ist  der  den  sämmtlichen  vier  Tracen 
gemeinsame  PuLkt  m  bereits  ein  Punkt  der  Schnittgeraden.  Es  wird  sich 
sonach  nur  noch  um  die  Bestimmung  eines  zweiten  Punktes  handeln, 
um  den  gegenseitigen  Schnitt  der  beiden  vorliegenden  Ebenen  E  und 
(9*PbP'b)  festzustellen.  Legen  wir  zu  diesem  Behufe  durch  den  Punkt 
(PsP'a)  eine  grundfläch-pröjicierende  Ebene,  die  wir  überdies,  der  Ein- 
fachheit wegen,  parallel  zur  Bildebene  wählen,  so  wird  selbstverstÄnd- 
lich  die  schiefe  Projection  ej  ihrer  Grundrisstrace  eine  durch  jp'« 
gehende,  zur  Grundlinie  parallele  Gerade  sein. 

Diese  Ebene  e  schneidet  die  durch  die  Grundlinie  und  den  Punkt 
PtP'a  gehende  Ebene  in  einer  Geraden  <fa<y'«,  welche  durch  (ptP'a) 
geht  und  parallel  zur  Grundlinie  ist.  Denn  die  beiden  genannten 
Ebenen,  also  auch  ihr  Schnitt  sind  zur  Grundlinie  parallel,  und 
beide  enthalten  den  Punkt  (paP'a)-  Andererseits  schneidet  aber  auch 
die  Ebene  ej  die  gegebene  Ebene  E^  E'^  in  einer  Geraden  (A„  A',). 

Die  beiden  so  ermittelten  Geraden  a  und  X  werden  sich,  da  sie 
in  der  nämlichen  Ebene  e;  liegen,  in  einem  Punkte  (q$q*8)  treffen, 
welcher  offenbar  sowohl  den  Ebenen  E  und  e  als  auoh  der  durch  die 
Grundlinie  gehenden  Ebene  angehört,  und  somit  ein  Punkt  des  ge- 
suchten gegenseitigen  Schnittes  der  gegebenen  Ebenen  ist.  Ein  zweiter 
Punkt  des  Schnittes  ist,  wie  bereits  gesagt,  der  Punkt  m,  in  welchem 
die  gegebene  Ebene  E  die  Grundlinie  schneidet;  es  wird  sonach  die 
verlangte  Schnittlinie  durch  (wj,,  mq',)  oder  (ItVt)  dargestellt  er- 
scheinen. 

§.  361. 

121.  Aufgäbe,  Eine  Ebene  ist  durch  drei  ihrer  Punkte  (aga',) 
(bab^a),  {Ca Ca)  gegobeu ;  ferner  ist  die  schiefe  Projection  Pa  eines  in 
dieser  Ebene  liegenden  Punktes  bekannt;  es  soll  die  schiefe  Projec- 
tion p*a  seines  (Grundrisses  bestimmt  werden,  ohne  die  Tracen  der 
Ebene  der  drei  Punkte  zu  kennen. 

Verbinden  wir  die  Punkte  a,  und  pa  (Taf.  XXIV,  Fig.  391)  durch 
eine  Gerade  ka  y  so  wird  diese  die  schiefe  Projection  einer  in  der  Ebene 
{abc)  liegenden  Geraden  vorstellen.  Die  besagte  Gerade  A«  schneidet  die 
ebenfalls  in  der  Ebene  (abc)  liegende  Gerade  5«c«  oder  (Z«  {'«),  in  einem 
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Punkte,  dessen  schiefe  oder  Bildeben-Projection  w«  sieh  unmittelbar  im 
Schnitte  von  l,  mit  Xf  ergibt,  während  die  schiefe  Projection  m'«  seines 
Grundrisses  aus  mg  durch  die  zur  Grundlinie  senkrechte  Gerade  msft 
abgeleitet  wird.  Hiedurch  ist  aber  auch  die  schiefe  Projection  A',  des 
Grundrisses  der  Geraden  A,  als  Verbindungslinie  der  Punkte  a',  und 
m'sy  festgestellt.  Im  Schnitte  der  Geraden  X\  mit  dem  aus  ps  auf  die 
Grundlinie  gg  gefällten  Perpendikel  pa  ä  erhalten  wir  bereits  die 
schiefe  Projection  p*a  des  Grundrisses  des  gegebenen  Punktes  ps,  ohne 
dass  wir  es  nöthig  hatten,  die  Tracen  der  Ebene  (abc)  zu  construieren. 

§.  362. 

122.  Aufgabe.  Eine  Ebene  ist  durch  zwei  sich  schneidende  Ge- 
raden {h  l's)  und  (As  Vb)  gegeben ;  es  ist  der  Schnittpunkt  dieser  Ebene 
mit  einer  dritten  gegebenen  Geraden  (gs9'$)  zn  ermitteln,  ohne  die 
Tracen  der  Ebene  (?,  l)  zu  kennen. 

Denken  wir  uns,  behufs  Lösung  der  gestellten  Aufgabe,  durch 
die  Gerade  (gag^s)  (Taf.  XXIV,  Fig.  392)  eine  grundfläch-projicierende 
Ebene  e  gelegt,  so  wird  die  schiefe  Projection  e;  ihrer  Grund- 
flächtrace  mit  g'a  zusammenfallen,  während  die  genannte  Hilfsebene  e 
als  solche  die  Gerade  hVa  in  einem  Punkte  (üaa'a)  schneidet,  dessen 
schiefe  Projection  a',  des  Grundrisses  unmittelbar  im  Schnitte  der 
Geraden  Va  und  g'a  erhalten,  und  dessen  Bildfläch-Projection  a«  aus 
a'a  durch  die  Normale  zur  Grundlinie  gg  abgeleitet  wird.  Ebenso  er- 
gibt sich  der  Schnittpunkt  («««',)  der  grundfläch-projicierenden  Ebene  e; 
mit  der  Geraden  (AaA',). 

Die  Gerade  (a« «,,  a', «',)  repräsentiert  sonach  die  Schnittlinie 
der  durch  (?,Z'«)  und  (AsA's)  bestimmten  Ebene  mit  der  gewählten 
Hilfsebene  e  und  trifft  die  in  der  nämlichen  Ebene  e  liegende  Gerade 
(gag^a)  in  einem  Punkte  (jPaP^$)j  welcher  der  Geraden  (gag^a)  und  der 
Ebene  ({, A)  gleichzeitig  angehört,  folglich  den  gesuchten  Schnitt- 
punkt darstellt. 

Von  der  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  verwendeten  Methode, 
kann  auch  in  dem  Falle  Gebrauch  gemacht  werden,  wenn  man  den 
Schnittpunkt  einer  Geraden  mit  einer  Ebene  zu  bestim- 
men hat,  die  gegenseitige  Lage  aber  eine  derartige  ist, 
dass  die  zur  Durchführung  nothwendigen  Schnitte  —  wie 
etwa  beispielsweise  der  Schnitt  der  Bildflächtracen  der  gegebenen  und 
der  durch  die  Gerade  gelegten  grundfläch-projicierenden  Ebene  außer- 
halb der  Zeichnungsfläche  fällt,  und  ein  Gleiches  auch  von  den  Durch- 
stoßpunkten der  Geraden  mit  der  Bild-  und  Grundebene  statt  hat  — 
nur  durch  Hilfsconstructionen   oder   nicht   mit   der  ent- 
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sprechenden  Sicherheit  bestimmt  werden  können,  oder  es 
überhaupt  schwer  wird,  die  beiden  Tracen  irgend  einer  durch  die 
vorliegende  Gerade  gehenden  Ebene  festzustellen. 

Unter  dieser  Voraussetzung  kann  folgender  Weg  eingeschlagen 
werden. 

Mau  denkt  sich  durch  die  Gerade  {g,g\)  (Taf.  XXIV,  Fig.  393) 
eine  grundfläch-projicierende  Ebene  e  gelegt.  Die  schiefen  Projectionen 
E\  und  e\  der  Grundflächtracen  der  gegebenen  Ebene  E  und  der  Hilfs- 
ebene e  treffen  sich  in  einem  dem  Schnitte  angehörenden  Punkte  A«; 
es  wird  sonach  nur  noch  ein  zweiter  Punkt  der  durch  Ih  gehenden 
Schnittgeraden  zu  bestimmen  sein.  Zieht  man  nun  in  der  Ebene  E 
eine  beliebige  Gerade,  allenfalls  die  zur  Bildebene  parallele  Gerade 
(J,Z'g),  und  ermittelt  man  deren  Schnittpunkt  (ßsa^)  mit  der  Hilfs- 
ebene e  in  der  vorangegebenen  Weise,  so  erhält  man  die  Schnittlinie 
der  beiden  Ebenen  Euui  e  durch  die  Projectionen  (Äga,)  und  (J%sa\) 
bestimmt.  Letztere  trifft  die  Gerade  {gs  9\)  in  dem  gesuchten  Schnitt- 
punkte {paP^a)  der  Geraden  (gsg^v)  mit  der  Ebene  JEJ.JS;. 

B.  Metrische  Beziehungen. 

§.  363. 

Die  Construction  metrischer  Beziehuugen,  zu  welchen  namentlich 
die  Bestimmung  der  wahren  Größe  einer  Strecke  oder  eines  Winkels 
(ümlegung) ,  die  Construction  der  Normalen  zu  einer  Ebene  und 
umgekehrt  gehören,  kann  auf  bekannte  Operationen  der  orthogonalen 
Projectionsmethode  zurückgeführt  werden,  indem  man  aus  den  schiefen 
Projectionen  eines  Gebildes  vermittelst  des  Projectionsdre leckes 
die  orthogonalen  Projectionen  ableitet  und  dann  die  weiteren  Construc- 
tionen  in  bereits  bekannter  Weise  vollführt. 

Nehmen  wir  beispielsweise  an,  es  sei  die  wahre  Größe  einer 
in  schiefer  Projection  gegebenen  Strecke  (a,6,,  a'«6'a)  zu 
bestimmen  und  deren  Neigungswinkel  gegen  die  Bild- 
ebene und  Grundebene  anzugeben. 

Zu  diesem  Zwecke  führen  wir  zunächst  die  schiefen  Projectionen 
(»•65,  (i'sh*,)  (Taf.  XXIV,  Fig.  394)  der  gegebenen  Strecke  vermittelst 
des  vorliegenden  Projectionsdreieckes  (Sd'dg)  auf  die  orthogonalen  Pro- 
jectionen (ab,  a*b')  zurück.  Ist  man  in  der  Lage,  die  Durchstoß  punkte 
(vv')  und  öa  der  Geraden  (a»6«,  a'^t',)  mit  der  Bild-  und  Grundebene 
aufzufinden,  so  wird  es  stets  zweckmäßig  sein,  von  denselben  Gebrauch 
zu  machen. 
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Hat  man  diesen  Andeutungen  entsprechend;  die  besagten  Opera- 
tionen vollführt,  so  bleibt  der  weitere  Vorgang  mit  dem  in  der  ortho- 
gonalen Projectionsmethode  befolgten,  in  voller  Übereinstimmung. 

Die  Ermittlung  der  wahren  Größe  («o^o)  ^^^  Strecke 
(ah,  a'b'),  sowie  die  Bestimmung  der  Neigungswinkel  ^„  und  .S^a 
der  Geraden  (aj,  a'i')  gegen  die  Bild-  und  Grundebene  kann 
entweder  durch  Umlegung  der  Geraden  um  ihre  bezüglichen  Projec- 
tionen  in  die  Bild-  oder  Grundebene,  oder  durch  Drehung  der  Gera- 
den, indem  man  dieselbe  in  eine  zu  der  einen  oder  der  anderen  Pro- 
jectionsebene  parallele  Lage  bringt  oder  auch  in  die  betreffenden 
Projectionsebenen  selbst  hineindreht.  Im  letzteren  Falle  können  be- 
ziehungsweise vi/  oder  dd^  als  Drehungsachsen  dienen. 

§.  364. 
Bestimmung  der  wahren  Größe  ebener  Gebilde.  Umlegung. 

Soll  ein  ebenes  Gebilde,  welches  durch  seine  schiefen 
Projectionen  gegeben  ist,  seiner  wahren  Größe  nach 
bestimmt  werden,  so  kann  dieser  Forderung  einfach  dadurch  ent- 
sprochen werden,  dass  man  aus  dessen  schiefen  Projectionen,  mit  Zu- 
hilfenahme des  Projectionsdreieckes,  die  orthogonalen  Projectionen  ab- 
leitet und  sodann,  auf  die  uns  bereits  geläufige  Weise,  das  Gebilde  um 
die  Bild-  oder  Grundflächtrace  seiner  Ebene  in  die  Bild-  oder 
Grundebene  umlegt. 

Um  jedoch  die  Operation  des  Umlegens  möglichst  einfach  zu 
gestalten,  wollen  wir  ein  dem  Wesen  der  klinographischen  Projection 
entsprechendes  Verfahren  zu  ermitteln  suchen. 

Es  sei  E,E',  (Taf.  XXIV,  Fig.  395)  eine  in  schiefer  Projection 
gegebene  Ebene  und  {a^a'^  ein  in  derselben  liegender  Punkt;  es  soll 
der  bezeichnete  Punkt,  welcher  irgend  einem  in  dieser  Ebene  liegen- 
den Gebilde  angehört,  umgelegt  und  das  letztere  in  seiner  wahren 
Größe  bestimmt  werden. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  die  ^Umlegung  in  schiefer  Projection" 
zweckmäßigerweise  um  die  Bildflächtrace  bewerkstelligt  wird ,  da  diese 
in  schiefer  Projection  durch  die  nämliche  Gerade  E^,  wie  in  der 
orthogonalen  Projection  repräsentiert  wird. 

Legen  wir  zunächst  um  die  bezeichnete  Trace  irgend  einen  Punkt 
der  Ebene,  als  welchen  wir  mit  Vortheil  einen  Punkt  d,  der  schiefen 
Projection  der  Grundflächtrace,  dessen  orthogonale  Projectionen  d  und  ö' 
mittelst  des  gegebenen  Projectionsdreieckes  {dd'ds)  aus  der  schiefen 
Projection  d,  abgeleitet  werden  können,  wählen. 

Die  Umlegung  des  bezeichneten  Punktes  {öd')  um  E^  nach  S^ 
vollführen  wir  ganz  nach  der  Methode  der  orthogonalen  Projection  in 
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der  Weise,  dass  man  von  d  auf  JE9  eine  Senkrechte  d  A  fällt  und  auf 
dieser  Normalen  zur  Trace  JE?»  •  von  /i  aus ,  als  die  Entfernung  des 
Punktes  8  von  der  Drehachse,  die  Hypotenuse  /li\  eines  rechtwinkligen 
Dreieckes  aufträgt,  dessen  Katheten  beziehungsweise  die  Strecken  iA 
und  tftf'  =  tf  (5'jj  sind.  Der  Endpunkt  8^  dieser  Hypotenusenlänge 
bestimmt  bereits  den  in  die  Bildebene  umgelegten  Punkt  tf«. 

Hierbei  repräsentiert  8/1  die  orthogonale,  8iA  mithin  die  schiefe 
Projection  jener  Geraden,  welche  in  der  Ebene  JE^jE;  durch  den  Punkt 
{8b')  senkrecht  zur  Bildflächtrace  JE,  gezogen  werden  kann,  und 
welche  sich,  nach  der  Umlegung  um  Ej, ,  senkrecht  zur  Trace  E^ 
darstellt. 

Denken  wir  uns  die  beiden  Punkte  8^  und  d«  geradlinig  ver- 
bunden, so  stellt  diese  Gerade  8^8^  die  schiefe  Projection  der  Ver- 
bindungslinie eines  Punktes  8  der  Ebene  E  mit  seiner  Umlegung  8^ 
dar,  von  welcher  Geraden,  die  wir  den  „T heilstrahl**  nannten,  nach 
den  vorausgeschickten  Principien  bekannt  ist,  dass  deren  Richtung 
für  alle  Punkte  einer  und  derselben  Ebene  unverändert  die- 
selbe bleibe,  dass  also  die  Yerbindungsgeraden  aller  Punkte  der  Ebene 
mit  ihren  bezüglichen  Umlegungen  untereinander  parallel  sind.  Das 
Gleiche  gilt  nun  natürlich  auch  von  ihren  schiefen  Projectionen. 

Dieser  eigenthümlichen  Beziehung,  dass  das  Dreieck  8^8^/1  für 
alle  Punkte  der  Ebene  J?  seiner  Gestalt  oder  Form  nach  un- 
veränderlich sei  und  bloß,  je  nach  der  Entfernung  des  Punktes  von 
der  Drehachse  JS^seineGröße  ändere,  entnehmen  wir  die  Folgerung, 
dass  sich  dasselbe  zur  Umlegung  aller  Punkte  der  Ebene  jE„£1  eigne, 
und  dass  es,  um  die  Umlegung  von  Punkten  der  Ebene  zu  vollziehen, 
mit  Zuhilfenahme  desselben  überflüssig  erscheine,  vorerst  die  ortho- 
gonalen Projectionen  dieser  Punkte  zu  ermitteln. 

Wäre  also  beispielsweise  der  Punkt,  dessen  schiefe  Projection  a, 
ist,  um  JEJv  in  die  Bildebene  umzulegen,  so  ziehen  wir  zunächst  durch 
a«  eine  Parallele  a^a  zu  d«z/,  um  so  die  schiefe  Projection  (a«a)  der 
durch  a«  zur  Bildflächtrace  senkrechten  Geraden  zu  erhalten.  Letztere 
wird,  um  i\  umgelegt,  durch  die  Normale  «a^  zur  Trace  J^,  reprä- 
sentiert. In  der  Geraden  a^a,  als  auch  in  der  durch  a«  zu  8^8^ 
parallel  geführten  Geraden  muss  der  umgelegte  Punkt  liegen.  Den- 
ken wir  uns  demnach  durch  a^  die  Parallele  a^a^  zu  8^8^  gezogen, 
so  finden  wir,  auf  Grund  der  gepflogenen  Auseinandersetzungen,  den 
umgelegten  Punkt  im  Schnitte  a^  von  %ai  und  aa^.  In  gleicher 
Weise  ist  jeder  beliebige  andere  Punkt  der  Ebene  um- 
zulegen. 
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Da  endlich  für  Punkte,  welche  in  der  Bidflächtrace 
liegen,  die  schiefe  Projection  und  die  „Umlegung"  zu- 
sammenfallen, so  ergibt  sich  für  umzulegende  Geraden  noch  eine 
weitere  Vereinfachung  in  der  Construction. 

Um  nämlich  die  Umlegung  einer  Geraden  zu  bewerkstelligen, 
wird  es  genügen,  einen  Punkt  derselben  umzulegen,  und  diesen  mit 
dem  Durohstoßpunkte  der  Geraden  mit  der  Bildebene  (Schnittpunkt 
der  schiefen  Projection  der  Geraden  mit  der  Bildflächtrace)  zu  ver- 
binden. 

Das  bisher  Gesagte  lässt  unschwer  erkennen,  dass  die  schiefe 
Projection  eines  ebenen  Gebildes  und  die  Umlegung  des- 
selben affine  Figuren  sind. 

Denn  einerseits  sind  die  geraden  Verbindungslinien  entspre- 
chender Punkte  (der  schiefen  Projection  eines  Punktes  und  seiner 
Umlegung)  sämmtlich  untereinander  parallel,  repräsentieren  demnach 
die  ^Theilstrahlen"  oder  „Affinitätsstrahlen"  und  anderseits 
schneiden  sich  entsprechende  Geraden  (die  schiefen  Projectionen 
der  Geraden  und  ihre  bezüglichen  Umlegungen)  in  Punkten  einer  und 
derselben  festen  Geraden,  der  Bildflächtracen  Eg^  welche  mithin  gleich- 
zeitig die  „Affinitätsachse"  vorstellt. 

An  dieser  Stelle  mag  nebenbei  bemerkt  werden,  dass  auch  die 
beiden  schiefen  Projectionen  eines  ebenen  Gebildes  affine 
Figuren  sind. 

Denn  einerseits  sind  die  Yerbindungsgeraden  entsprechender 
Punkte  der  zusammengehörigen  Projectionen  sämmtlich  untereinander 
parallel,  weil  senkrecht  zur  Grundlinie.  Andererseits  schneiden  sich 
entsprechende  Geraden,  d.  i.  die  zusammengehörigen  Projectionen  aller 
Geraden  der  Ebene,  in  Punkten  einer  festen  Geraden,  d.  i.  in  der 
schiefen  Projection  der  Grundflächtrace.  Letzteres  erhellt  auch  daraus, 
dass  der  Schnittpunkt  der  beiden  Projectionen  einer  in  einer  Ebene 
liegenden  Geraden,  die  schiefe  Projection  ihres  Durcbstoßpunktes  mit 
der  Grundebene  sei,  und  demgemäß  in  jder  schiefen  Projection  der 
Grundflächtrace  liegen  muss. 

§.  365. 

123.  Aufgäbe,  Es  ist  eine  Gerade  zu  bestimmen,  welche  auf 
einer  gegebenen  Ebene  senkrecht  steht. 

Besagtes  Problem,  welches  zu  den  wichtigsten  metrischen  Auf- 
gaben zählt,  könnte  in  schiefer  Projection  dadurch  gelöst  werden, 
dass  man  dasselbe  mit  Zuhilfenahme  des  vorliegenden  Projection s- 
dreieekes    auf  jenes   der   orthogonalen    Projection    zurückführt,    und 
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sodann  das  Besultat  der  orthogonalen  Projection  wieder  in  die  schiefe 
Projection  überträgt. 

Die  bisherigen  Hilfsmittel  bieten  jedoch  die  Möglichkeit,  den 
directen  Weg  einschlagen  zu   können,    weshalb   wir  diesen  wählen. 

Es  sei  EvE',  (Taf.  XXIV,  Fig.  396)  die  gegebene  Ebene. 

Bestimmen  wir  die  orthogonalen  Projectionen  (dd'j  irgend  eines 
Punktes  der  Grundflächtrace  vermittels  des  Projectionsdreieckes  (d  d'd,) 
und  ziehen  wir  durch  d  eine  Senkrechte  dz/  zu  E^y  so  kann  diese 
letztgenannte  Gerade  als  die  orthogonale  Bilddächprojection  der  durch 
(dd*)  gehenden  Normalen  zur  Ebene  E^Ei  betrachtet  werden. 

Denken  wir  uns  ferner  durch  die  Senkrechte  zu  jB,  eine  bild- 
fläch-projicierende  Ebene  gelegt,  deren  Bildflächtrace  bekanntlich  mit 
dz/  zusammenfällt  und  diese  Ebene  sammt  der  in  ihr  liegenden 
Senkrechten  zur  Ebene  E  und  deren  Schnittlinie  dJ  mit  der  Ebene  E 
um  z/d  in  die  Bildebene  umgelegt,  so  gelangt  der  Punkt  d  nach  d^o, 
wobei  selbstverständlich  öö'q  =  dd'  und  überdies  öS'q  senkrecht  zu 
dz/  ist. 

Die  Schnittlinie  der  Ebene  E  mit  der  vorgenannten  bild- 
fiäch-projicierenden  Ebene  e  stellt  sich  mithin,  nach  der  Umlegung  um 
die  Trace  dJ  der  letzteren,  als  z/d^^  dar. 

Fuhrt  man  ferner  durch  d'j,  zu  ^d'^  die  Senkrechte  d'^v,  so  stellt 
diese  die  gesuchte,  um z/d  in  die  Bildebene  umgelegte  Normale  zur  Ebene 
E  vor,  deren  Durchstoßpunkt  mit  der  Bildebene  sich  im  Schnitte  v 
mit  der  Bildflächtrace  et,  ergibt.  Die  schiefe  Projection  der  Senk- 
rechten ist  demgemäß  daV,  während  die  schiefe  Projection  d«t;'  ihres 
Grundrisses  bekanntlich  erhalten  wird,  als  die  Verbindungsgerade  des 
Punktes  d,  mit  dem  Fußpunkt  t?'  des  von  v  auf  die  Grundlinie  ge- 
ßlllten  Perpendikels. 

Wäre  weiter  die  Forderung  gestellt,  dass  die  Normale  zur 
Ebene  E^Ej,  durch  einen  gegebenen  Punkt  (aga^)  zu  gehen 
habe,  so  wird  man  nunmehr  bloß  durch  a,  eine  Parallele  St  zu  d,t? 
und  durch  a's  eine  Parallele  ä'«  zu  d«v'  zu  ziehen  haben,  um  die 
schiefen  Projectionen  der  gesuchten  zur  Ebene  EtE;,  senkrechten 
Geraden  (SsS^s)  zu  erhalten. 

§.  366. 

124.  Aufgabe,  Duroll  einen  Punkt  (asa's)  ist  eine  Ebene  jE^^i 
zu  legen,  welche  auf  einer  gegebeneu  Geraden  {lg  l's)  seukreclit  steht. 

Vorstehende  Aufgabe  zerfällt  in  zwei  Theile.  Zunächst  ist  näm- 
lich die  Stellung  oder  Lage  einer  Ebene  zu  ermitteln,  welche  zu  der 
gegebenen  Geraden  normal    ist,   und    weiters   ist    zu    dieser   Hilfs- 
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ebene  durch   einen  bestimmten  Punkt  (»«a^)  eine  Ebene   parallel   zu 
fuhren. 

Die  Lösung  des  ersten  Theiles  der  gestellten  Aufgabe  beschränkt 
sich  auf  eine  bloße  ümkehrung  der  yoraugegebenen  Construction. 

Ist  nämlich  (?,  l's)  (Taf.  XXIV,  Fig.  397)  die  gegebene  Gerade,  so 
wird  man,  nachdem  ihre  Durchstoßpunkte  (vv)  und  dg  mit  der  Bild- 
ebene und  Grundebene  festgestellt  sind,  die  orthogonalen  Projectionen 
d  und  d*  des  Punktes  ds  mittelst  des  Projectionsdreieckes  bestimmen 
und  hiedurch  auch  in  #1?  die  orthogonale  Bildflächprojection  der  ge- 
gebenen Geraden  L  erhalten« 

Denken  wir  uns  die  gegebene  Gerade  (hVs)  \xm  dv  als  Dreh- 
achse nach  Iq  umgelegt,  wobei  der  Punkt  d  in  der  zu  dv  Senkrechten 
nach  d'g  gelangt  und  in  einem  Abstände  dd'^  von  dv  zu  suchen  ist, 
welcher  der  Entfernung  d  #'  des  Punktes  d  von  der  Bildebene  gleich- 
kömmt und  ziehen  wir  um  die  Construction  zu  vollenden,  durch  d'^ 
auf  <J'„t;  eine  Senkrechte  tf'o^,  sowie  durch  deren  Schnittpunkt  J  mit 
^17  auf  die  letztere  Gerade  eine  Senkrechte  e,,  so  repräsentiert  diese 
bereits  die  Bildflächtrace  einer  Ebene  ß,  welche  durch  den  Punkt  (d&) 
geht  und  zur  Geraden  (?«?'«)  senkrecht  steht. 

Die  schiefe  Projection  e;  der  Grundflächtrace  en  dieser  Ebene  e 
geht  dann  selbstverständlich  durch  den  Punkt  da.  Die  Richtigkeit  der 
ausgeführten  Construction  folgt  direct  aus  einem  Vergleiche  mit  der 
Lösang  und  Durchführung  des  vorhergehenden  Problemes. 

Es  erübrigt  jetzt  noch,  den  zweiten  Theil  der  Aufgabe  zu  lösen, 
d.  i.  durch  den  gegebenen  Punkt  (aga^)  eine  Ebene  E  so  zu  führeu, 
dass  dieselbe  zu  der  Ebene  e^el  parallel  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  durch  den  Punkt  {ago/g)  eine 
Gerade  gezogen,  welche  zu  irgend  einer  Geraden  der  Ebene  eve\  pa- 
rallel läuft;  am  einfachsten  jene  Gerade  (A^A^«),  welche  zur  Bildebene 
und  folglich  auch  zur  Bildflächtrace  e^  der  Ebene  e  parallel  ist. 

In  diesem  Falle  ist  X»  durch  a«  parallel  zu  6»  und  X'g  durch  a'^ 
parallel  zur  Grundlinie  zu  führen  und  deren  Schnitt  tf«  mit  der  Grund- 
ebene zu  bestimmen. 

Legen  wir  durch  diese  Gerade  eine  Ebene  E^E'^,  deren  schiefe 
Projection  E\  der  Grundflächtrace  durch  die  schiefe  Projection  6^  des 
Durchstoßpunktes  der  Geraden  (A«A',)  mit  der  Grundebene  parallel  zu 
e'u  ist  und  deren  Bildflächtrace  E^  parallel  zu  e^  läuft,  so  ist  E^E^ 
die  gesuchte  Ebene. 

Vermittelst  der  eben  entwickelten  principiellen  Aufgaben  sind 
wir  nun  im  Stande,  jedes  beliebige  Problem  „über  Beziehungen 
von  Punkten,  Geraden  und  Ebenen"  in  schiefer  Projection  con- 
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structiv  durchzufuhren,  und  mögen  in  dieser  Hinsicht  noch  einige  er- 
läuternde Beispiele  folgen. 

§.  367. 

125.  Aufgabe.  Es  Ist  der  Neigungswinkel  zweier  durch  ihre 
Traoen  E„E'^  und  e,e'^  gegebenen  Ebenen  seiner  wahren  Größe  nach, 
zu  bestimmen. 

Wie  schon  wiederholt  gesagt,  besteht  die  Lösung  der  gestellten 
Aufgabe  einfach  darin,  eine  Ebene  zu  construieren,  welche  auf  der  Schnitt- 
geraden der  beiden  Ebenen  senkrecht  steht,  und  die  Schnittlinien  der 
so  geführten  Ebene  des  Neigungswinkels  mit  den  beiden  gegebenen 
Ebenen  zu  bestimmen.  Der  von  diesen  letzterwähnten  Schnittgeraden 
gebildete  Winkel  ist  sodann  durch  TJmlegung  leicht  in  seiner 
wahren  Grösse  zu  ermitteln. 

Die  Schnittlinie  der  beiden  gegebenen  Ebenen  EpE's  und  e,el 
(Taf.  XXIV,  Fig.  398)  erscheint  durch  (?,!',)  dargestellt. 

Die  zur  Schnittgeraden  (Z,Z',)  durch  den  Durchstoßpunkt  d,  mit 
der  Grundebene  geführte  senkrechte  Ebene  sei  S^Si  Die  Bildfiächtrace 
Sp  derselben  schneidet  die  Bildflächtracen  Et  und  e«  beziehungsweise  in 
den  Punkten  m  und  n,  daher  man  in  mSt  und  nda  die  schiefen  Pro- 
jectionen  der  Schnittlinien  der  Ebene  S  mit  den  Ebenen  E  und  e  dar- 
gestellt erhält. 

Um  den  von  d«w  und  dgn  gebildeten  Winkel  in  wahrer  Größe 
zu  erhalten,  hat  man  diese  Geraden  um  die  Bildfiächtrace  S^  ihrer 
Ebene  in  die  Bildebene  umzulegen,  was  einfach  dadurch  bewerkstelligt 
werden  kann,  dass  man  den  den  beiden  Geraden  gemeinschaftlichen 
Punkt  Ss  auf  bekannte  Weise  um  S^  in  die  Bildebene  hineindrebt,  und 
den  so  umgelegten  Punkt  Öq  mit  m  und  n  verbindet. 

Der  Winkel  N^  welchen  die  umgelegten  Geraden  dpm  und  dg^n 
miteinander  einschließen ,  repräsentiert  den  gesuchten  Neigungs- 
winkel. 

§.  368. 

126.  Aufgabe.  Eine  Ebene  ist  durch  ilire  Tracen  E,El  und 
eine  Gerade  durch  ihre  Projectlonen  h  und  l'a  gegeben ;  es  ist  der 
Winkel  zu  bestimmen,  welclien  die  Gerade  mit  der  Ebene  ein- 
BoUleM. 

Berücksichtigen  wir,  dass  wenn  man  von  einem  Punkte  der  Ge- 
raden L  auf  die  Ebene  E  eine  Senkrechte  fällt,  letztere  mit  der  Ge- 
raden L  einen  Winkel  einschließt,  welcher  den  gesuchten  Neigungs- 
winkel zwischen  L  und  E  zu  einem  rechten  Winkel  ergänzt,  so  wird 
die  Lösung  und  graphische  Durchführung  der  vorstehenden  Aufgabe 
sich  höchst  einfach  gestalten. 


367 

Wir  ermitteln  vorerst  die  Richtung  (*,v,  dsv')  (Taf.  XXIV, 
Fig.  399)  der  zur  Ebene  E  senkrechten  Geraden,  ziehen  sodann  durch 
irgend  einen  Punkt  dieser  Senkrechten,  am  einfachsten  durch  deren 
Durchstoßpunkt  cJ«  mit  derQrundebene  eine  Parallele  (A,A',)  zu  (i«?'«)>  er- 
mitteln ferner  die  Bildflächtrace  e^  der  durch  (*,v,  daV)  und  (A«^'«)  ge- 
henden Geraden,  und  legen  die  beiden  letztgenannten  Geraden  um  e^  in 
die  Bildebene  um,  wobei,  da  v  und  v^  in  der  Drehachse  e^  liegen,  nur 
die  tJmlegung  des  gemeinschaftlichen  Punktes  d«  erforderlich  ist.  Die 
beiden  umgelegten  Geraden  v  (Öq)  und  v^  (d^,)  ergeben  den  Complement- 
winkel  v  (d^)  v,  des  gesuchten  Neigungswinkels  jV. 

§.  269. 

127.  Aufgabe.  Eine  Ebene  ist  durch  ihre  Tracen  E^Eu  und  ein 
Punkt  durch  seine  Projectionen  ps  nnd  p's  gegeben ;  es  ist  der  Abstand 
des  Punktes  von  der  Ebene  seiner  wahren  Größe  nach  zu  bestimmen. 

Wir  ermitteln  vorerst  die  Richtung  der  Senkrechten  (daV,  Av') 
(Taf.  XXIV,  Fig.  400)  zu  der  gegebenen  Ebene  EvEi,  ziehen  zu  der 
erhaltenen  Geraden  (d,  v,  <J,  v')  durch  den  gegebenen  Punkt  (pap'a) 
eine  Parallele  (SsSt)  und  ermitteln  deren  Schnittpunkt  {naX\)  mit  der 
Ebene  E^E'„  durch  Hinzuziehung  der  grundfläch  -  projicierenden  Hilfs- 
ebene e^el 

Die  wahre  Größe  der  Strecke  {pl^Cay  p'\%'a)  ergibt  bereits  den 
verlangten  Abstand. 

Um  die  wahre  Größe  von  {pa^s, p'a^^s)  zu  bestimmen,  berück- 
sichtigen wir,  dass  die  wahren  Größen  von  Strecken,  welche 
auf  parallelen  Geraden  liegen,  zu  ihren  bezüglichen  schiefen  Pro- 
jectionen in  constantem  Verhältnisse  stehen« 

Die  wahre  Größe  X  der  Strecke  paTta  wird  sich  demgemäß 
zur  schiefen  Projection  pa^a  so  verhalten,  wie  d'^v  zu  daV. 

Diese  einfache  Thatsache  gibt  folgendes  Mittel  zur  Construction: 
Wir  ziehen  durch  p'a  eine  Parallele  zu  d^^v  und  durchschneiden  die- 
selbe in  den  Punkten  p^  und  ä^  durch  die  Verlängerungen  der  Geraden 
dad^^  und  daV,  so  besteht  das  Verhältnis: 

und  daher  ist,  auf  Grund  des  Vorausgeschickten,  Po^o=X  der  gesuchte 
Abstand  des  Punktes  (paP^a)  von  der  Ebene  E^E^  in  wahrer  Größe* 
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X,  Capitel. 
Orthographische  Parallel-Perspective. 

§.  370. 
Einleitende  Bemerkongen. 

Die  Darstellung  eines  Baumgebildes  in  schiefer  Projection 
mit  Zuhilfenahme  der  schiefen  Projection  des  Grundrisses 
hat  den  besonderen  Yortheil  der  „Anschaulichkeit''  der  nach 
dieser  Methode  erzeugten  Bilder  für  sich. 

Besagte  Projectionsart  hat  jedoch,  trotz  ihrer  anerkennenswerten 
Vorzüge,  auch  wieder  gewisse  Mängel  im  Gefolge,  die  namentlich 
darin  bestehen,  dass  wahre  Längen  von  Strecken  und  Winkelgrößen 
nicht  mit  jener  Leichtigkeit  bestimmt  werden  können,  wie  es  dem  Gon- 
structeur  oft  erwünscht  sein  muss,  um  möglichst  rasch  zum  Ziele  zu 
gelangen,  und  wie  es  beispielsweise  in  der  gewöhnlichen  Orthogonal- 
Projection  mit  aller  Bequemlichkeit  erreicht  werden  kann. 

Blernach  fühlt  man  sich,  um  kurz  zu  sprechen,  zu  dem  Aus- 
spruche veranlasst:  Die  schiefe  Projection  eignet  sich,  wenn  der 
^Bildlichkeit^  in  erster  Linie  Rechnung  getragen  werden  soll,  vor- 
züglich zur  „anschaulichen  Darstellung^  von  projectivischen 
Beziehungen  der  Baumgrößen;  ist  also  dann  als  Darstellungsmittel 
zu  wählen,  wenn  es  sich  um  bloße  Lagenverhältnisse  oder  Lagen- 
beziehungen handelt. 

Die  orthogonale  Projection  hingegen  tritt  in  ihre  alten  Rechte, 
sobald  zur  Darstellung  und  Untersuchung  metrischer  Be- 
ziehungen von  Raumformen  geschritten  werden  solL 

In  manchen  Fällen  ist  es  aber  von  Vortheil  oder  mindestens  doch 
wünschenswert,  die  Bildlichkeit  der  schiefen  Projection  mit  den  metri- 
schen Gonstiuctionsvortheilen  der  orthogonalen  Projection  zu  verbinden. 

Um  eine  auch  in  dieser  Hinsicht  brauchbare  Projectionsmethode 
zu  entwickeln,  wollen  wir  folgende  Betrachtang  voranschickeiu 

Die  schiefe  Projection  mit  Zuhilfenahme  der  Grundebene  ver- 
dankt ihren  hohen  Grad  von  Anschaulichkeit  namentlich  dem  Umstände, 
dass  nicht  nur  die  schiefe  Projection  eines  Raumgebildes  durch  die- 
selbe vollkommen  bestimmt  wird,  sondern  auch  die  in  der  Grundebene 
liegenden  Gebilde,  wie  beispielsweise  die  orthogonalen  Grundrisse  und 
die  Spuren  der  Raumgebilde  auf  der  Grnndebene  mit  abgebildet 
werden,  und  eben  die  Hinzufügung  der  schiefen  Projectionen  der 
Grundrisse  auf  das  Anschauungsvermögen  etwa  in  der  Weise,  wie  die 
Angabe  des  Schlagschattens  eines  Raumgebildes,  unterstützend  wirken. 
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Würde  man  in  der  orthogonalen  Projection,  sobald  die  Grund- 
ebene auf  der  Bildebene  senkrecht  steht,  die  orthogonalen  Bildfläch- 
projectionen  der  Grundrisse  zu  Hilfe  nehmen  wollen,  so  hätte  man  offen- 
bar nichts  erreicht,  indem  sich  diesfalls  die  Bilder  sämmtlicher  Grund- 
risse auf  die  „Grundlinie^  reducieren. 

§•  371. 

Ein  anderes  und  ganz  brauchbares  Besultat  erzielt  man  jedoch, 
wenn  man  die  Grundebene  nicht  senkrecht  zur  Bildebene  wählt, 
sondern  unter  irgend  einem  beliebigen  Winkel,  gegen  die  letztere  ge- 
neigt voraussetzt  **). 

Sei  nämlich  BE  (Taf.  XXIV,  Fig.  401)  die  Bildebene;  GE 
die  „Grundebene^,  welche  mit  der  Bildebene  den  Winkel  q  ein- 
schließen mag  und  dieselbe  in  einer  Geraden  gg^der  „Grundlinie'^, 
schneidet. 

Nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  A  im  Baume  an  und  be- 
stimmen wir  dessen  orthogonale  Projectionen  a  und  a,  in  Bezug  auf 
die  vorliegenden  Projectionsebenen  BE  und  GE. 

Der,  bezüglich  der  Wahl  der  Projectionsebenen,  getroffenen  An- 
nahmen zufolge  ist  sofort  ersichtlich,  dass  der  Punkt  Ä  nicht 
nur  eine  orthogonale  Bildfiiächprojection  a  liefert,  sondern  dass  man 
nunmehr  auch  im  Stande  ist,  die  orthogonale  Bildflächprojection  a' 
seines  orthogonalen  Grundrisses  »i  anzugeben  und  nutzbringend  zu 
verwerten. 

Durch  dieses  höchst  einfache  Hilfsmittel  ist  nicht  nur  die  An- 
schaulichkeit der  Abbildung  eines  Baumgebildes,  unter  Voraussetzung 
orthogonal-projicierender  Strahlen,  erreicht,  sondern  es  bleiben  gleich- 
zeitig auch  die  metrisch-constructiven  Vortheile  der  orthogo- 
nalen Projection,  wie  wir  in  der  Folge  sehen  werden,  unbeeinträchtigt 
aufrecht  erhalten. 

Diese  Projectionsart  führt  den  Namen  „orthographische 
Parallel-Perspective"  und  dürfte  diese  Bezeichnung  darin  ihren 
Orund  finden,  dass  man  ehemals  nicht  nur  die  Centralprojection  eines 
Gebildes,  sondern  überhaupt  jede  bildliche  Darstellung,  welche  einen 
gewissen  Grad  von  Anschaulichkeit  an  sich  trug,  als  „Perspective'^ 
bezeichnete. 

Die  orthogonale  Bildflächprojection  a  eines  Baum- 
punktes Ä  pflegt  man  dessen  „Parallel-Perspective",  dessen 
„Perspective"  oder  dessen  Bild  oder  auch  dessen  „Bildeben-  oder 
Bildflächprojection''  zu  nennen, 

Peschka,  Darstellende  v.  projective  Geometrie«  24 
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Die  orthogonale  Projection  a^  des  Punktes  Ä  auf  die 
Grundebene  6rJB  wird  der  „Grundriss"  oder  die  „Grundfläch- 
projection^  des  Punktes  A  genannt,  während  man  die  ortho- 
gonale Bildflächprojection  a*  der  eben  genannten  Grund- 
flächprojection  a,  die  „Perspective  des  Grundrisses"  oder 
das  ^Bild'^  des  Grundrisses  nennt. 

An  weiteren  Benennungen  sind  hervorzuheben:  der  „Elevations- 
Winkel^  d.  i.  der  Winkel  ^,  welchen  die  Grundebene  mit  der 
zur  Bildebene  senkrechten  Ebene  einschließt.  Jener  Winkel, 
welchen  die  BE  mit  der  QE  bildet,  heisse  q.  Selbstverständlich  er- 
gänzen sich  diese  beiden  Winkel  97  und  q  zu  90^ 

Die  Entfernung  Äa  ==  l  des  Punktes  Ä  im  Räume  von  seinem 
Bilde  oder  von  der  Bildebene  heißt  die  ^Länge"  des  Punktes; 
der  Abstand  Aa^  =  A  des  Baumpunktes  A  von  der  Grund- 
ebene dagegen,  wird  als  die  „Höhe^  des  Punktes  A  bezeichnet. 

Denken  wir  uns  endlich  von  dem  Baumpunkte  A  die  Senkrechte 
Aa  auf  die  Grundlinie  gg  gefällt,  so  pflegt  man  den  Abstand  Oa  =  b 
des  Fußpunktes  a  dieser  Senkrechten  von  einem  zwar  beliebigen,  aber  als 
fix  angenommenen  Punkte  0  der  Grundlinie  gg  (welcher  gewissermaßen 
den  Ursprung  oder  Anfangspunkt  der  Coordinaten  repräsentiert),  die 
„Breite'^  des  Punktes  A  zu  nennen. 

Eine  jede  auf  der  Grundlinie  gg^  mithin  auch  auf  der  Bild-  und 
Grundebene  senkrecht  stehende  Ebene  wird  eine  „Profil ebene" 
genannt. 

An  conventioneilen  Bezeichnungen  sind  noch  hervorzuheben:  der 
Abstand  a^a'  =  e  des  Grundrisses  a^  eines  Baumpunktes  A  von  der 
Bildebene  und  der  Abstand  aa^  =z  i,  des  Grundrisses  a^  von  der 
Grundlinie  gg. 

§.  372. 

Znaammenhang  zwischen  den  beiden  Perspectiven  eines  Punktes.  Räom- 
liche  Bestimmung  eines  Panktes  ans  seinen  Projectionen. 

Denken  wir  uns  durch  den  Punkt  A  (Taf.  XXIV,  Fig.  401)  die 
demselben  entsprechende  Profilebene,  d.  i.  die  auf  der  Grundlinie  gg 
senkrechte  Ebene  gelegt,  so  enthält  diese: 

a)  den  vom  Punktet  ausgehenden  orthogonal  bildfläch-projicieren- 
den  Strahl  Aa; 

b)  den  von  A  ausgehenden  orthogonal  grundfläch-projicierenden 
Strahl  A  a, ; 

c)  das  von  A  auf  die  Grundlinie  gg  gefällte  Perpendikel  Aa^ 
uud  endlich 
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d)  den  von  der  Grandflächprojection  a^  ausgehenden  orthogonal 
bildfläch-projicierenden  Strahl  a^a'. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Punkte  a,  a  und  a'  als 
Punkte,  welche  gleichzeitig  der  Bildebene  und  der  genannten  Profil- 
ebene angehören,  in  der  Bildflächtrace  der  letzteren,  also  in  einer  zur 
Grundlinie  gg  senkrechten  Geraden  aaa*  liegen  müssen.  Daher  gilt 
als  wesentliche  Bedingung:  „Die  Bildebenprojection  und  die 
Perspective  der  Grundflächprojection  eines  Punktes 
liegen  stets  in  einer  und  derselben  zur  Grundlinie  senk- 
rechten Geraden". 

Was  die  Längenbeziehungen  zwischen  den  verschiedenen 
Punkten  A^  a,  a^^  a  und  a'  anbelangt,  so  ist  unmittelbar  zu  entnehmen, 
dass  a^a  =  X  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  a^a'a 
repräsentiert,  in  welchem  der  eine  spitze  Winkel,  und  zwar  jener  bei 
a^  durch  den  Elevationswinkel  tp  vertreten  ist,  während  a,  a'  und  a'  a 
die  diesem  Winkel  beziehungsweise  anliegende  und  gegenüberliegende 
Kathete  vorstellen. 

Ferner  bilden  die  Punkte  Ä,  a,  a  und  a^  ein  Viereck,  in  welchem 
die  Winkel  bei  a  und  a,  rechte  Winkel  sind,  der  Winkel  bei  Ä  aber 
d.  i.  der  Winkel  aAa^  =  Qj  den  Complementwinkel  des  Elevations- 
winkels  9  darstellt,  und  die  Geraden  aa,  aa,  =A,  a^Ä=:h  und 
Aa  =^l  die  Längen  der  vier  Seiten  repräsentieren. 

Dieses  Viereck  {aaa^A)  lässt  sich  construieren,  sobald  die  Größen 
a  a,  9  und  a  a^  oder  da  a,  a  aus  9  und  a'  a  abgeleitet  werden  kann,  so- 
bald aa,a'a  und  9  als  gegeben  vorliegen. 

Hierauf  beruht  die  räumliche  Lagenbestimmung  eines 
Punktes  aus  seinen  beiden  Projectionen,  wenn  außer  den 
letzteren  die  Größe  des  Elevationswinkels  g>  =  a'a^a  bekannt  ist. 

§.  373. 

Setzen  wir  voraus,  a  und  a'  (Taf.  XXV,  Fig.  402)  seien  zwei 
Punkte,  welche  in  einer  und  derselben  zur  Grundlinie  seokrechten 
Geraden  liegen;  die  Verbindungslinie  aa'  treffe  die  Grundlinie  gg  im 
Punkte  a.  Bezeichnete  Punkte  sollen  die  beiden  Projectionen,  d.  i.  die 
Bildebenprojection  und  die  Perspective  der  Grundflächprojection  eines 
Eaumpunktes  darstellen.  Es  wird  um  die  Lage  des  letzteren  gefragt, 
wenn  der  Elevationswinkel  9  als  derjenige  Winkel  gegeben  ist, 
welchen  eine  gleichfalls  gegebene  Gerade  JT  mit  der  Grund- 
linie gg  einschließt. 

Den  früheren  Betrachtungen  gemäß  haben  wir  nur  durch  cc  eine 
Parallele  aa^  zu  K  und  durch  a'  eine  Parallele  a'a^  zur  Grundlinie  ^^f 

24* 
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zu  ziehen,  um  im  Schnitte  a^  einen  Eckpunkt  des  vorgenannten  Pro- 
jectionsviereckes  zu  erhalten.  Der  vierte  Eckpunkt  Ä  ergibt  sich 
im  Schnitte  der  durch  a  auf  aa  und  der  durch  a,  auf  aa^  senkrecht  ge- 
zogenen Geraden. 

Hiedurch  ist  das  Proje  oticus  Viereck  in  seiner  wahren 
Größe  aiuaÄ,  d.  i.  in  der  um  aa  in  die  Bildebene  gedrehten  Lage 
construiert. 

Die  Seite  Äa  =  1  repräsentiert,  wie  wir  wissen,  die  wahre  Größe 
des  Abstandes  des  Punktes  Ä  von  der  Bildebene.  Der  Punkt  Ä  im 
Baume  selbst  liegt  nun  in  der  durch  seine  Bildflächprojection  a  senk- 
recht zur  Bildebene  gezogenen  Geraden  und  zwar  in  einem  Abstände 
von  a,  welcher  der  eben  ermittelten  Strecke  l  gleichkömmt.  Man  er- 
sieht hieraus,  dass  die  räumliche  Lage  eines  Punktes  durch  Angabe 
seiner  beiden  Projectionen  und  der  Größe  des  Elevationswinkels  9 
vollständig  eindeutig  bestimmt  sei. 

§.  374. 
Specielle  Lagen  eines  Punktes. 

a)  Liegt  ein  Punkt  Ä  in  der  Grundebene,  so  föUt  er  mit  seiner 
Grundflächprojection  a^  zusammen;  das  Gleiche  gilt  daher  auch  von 
seiner  Bildflächprojection  a  (Taf.  XXV,  Pig.  403)  und  dem  Bilde  a* 
seiner  Grundflächprojection. 

b)  Liegt  ein  Punkt  Ä  in  der  Bildebene,  so  fällt  er  mit  seiner 
Bildflächprojection  a  (Taf.  XXV,  Fig.  404)  zusammen,  und  ist  selbst- 
verständlich durch  die  letztere  vollkommen  bestimmt.  Das  Bild  a 
seines  Grundrisses  ist  vermittelst  des  Elevationswinkels  q>  leicht  ab- 
zuleiten. 

Man  projiciert  a  orthogonal  auf  die  durch  cc  parallel  zu  K  ge- 
zogene Gerade  a  a^  nach  a^  und  hierauf  a^  orthogonal  nach  a^  auf  a  a. 
Dieser  Gonstruction  gemäß  ist: 

a*a  z=  a^cc .  sin  tp  :=^  aa  .  sin^tp, 
oder 

a*a        .  „ 

=sm-'g), 

aa  ^ 

also  constant  für  alle  Punkte  der  Bildebene. 

c)  Ein  Punkt  B  in  der  Grundlinie  gg  (Taf.  XXV,  Pig.  404) 
fällt  mit  seinen  beiden  Projectionen  (bh*)  zusammen. 
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§.  375. 
Darstellung  einer  Geraden. 

Eine  jede  Gerade  im  Baume  ist  vollständig  bestimmt,  sobald 
zwei  ihrer  Funkte  gegeben  sind. 

Nachdem  wir  es  in  der  orthographischen  Parallel-Perspective  nur 
mit  orthogonalen  Projectionen  zu  thun  haben,  und  die  orthogonale 
Projection  einer  Geraden,  als  Inbegriff  der  Orthogonalprojectionen 
aller  ihrer  Punkte,  bekanntlich  wieder  eine  Gerade  ist,  so  wird  eine 
Gerade  L  parallel-perspectiyisch  vollkommen  bestimmt  sein,  wenn  die 
Projectionen  (aaO  und  (66')  (Taf.  XXV,  Fig.  405)  zweier  ihrer 
Punkte  als  gegeben  vorliegen. 

Die  Parallel-Perspective  l  derselben  wird  sodann  durch  die  Ver- 
bindungsgerade von  a  und  6,  und  die  Perspective  V  des  Grundrisses 
durch  die  Verbindungsgerade  von  a*  und  b*  dargestellt  erscheinen. 

Da  die  Punkte  a,  a',  6  und  6'  ganz  beliebige,  jedoch  von  der 
Lage  der  Baumgeraden  abhängige  Entfernungen  von  der  Grundlinie 
besitzen  können,  so  ist  einleuchtend,  dass  man  überhaupt  jedes  belie- 
bige Geradenpaar  als  die  Projectionen  einer  Baumgeraden  betrachten 
kann. 

Selbstverständlich  darf  hiebei  die  eine  Projection  l  oder  V  nicht 
senkrecht  zur  Grundlinie  sein,  wenn  die  andere  gegen  die  Grund- 
linie geneigt  ist,  was  übrigens  schon  daraus  erhellt ,  dass  die  beiden 
Projectionen  eines  und  desselben  Baumpunktes  immer  in  einer  und 
derselben  zur  Grundlinie  senkrechten  Geraden  liegen  müssen. 

§.  376. 
Darchstoßpnnkt  einer  Geraden  mit  der  Bild-  und  Grandebene. 

Auf  einer  jeden  Geraden  haben  wir  zwei  besondere  Punkte, 
das  sind  die  Schnittpunkte  derselben  mit  der  Bildebene 
und  der  Grundebene,  zu  unterscheiden. 

Seien  also  QV)  (Taf.  XXV,  Fig.  405)  die  beiden  Projectionen 
einer  beliebigen  Geraden  X,  deren  Schnittpunkte  mit  der  Grund-  und 
Bildebene  zu  construieren  sind. 

Der  Schnittpunkt  der  Geraden  mit  der  Grundebene  ist  ein  Punkt, 
welcher  mit  seinem  Grundriss  zusammenfällt,  dessen  beide  Projectionen 
mithin  gleichfalls  coincidieren. 

Ferner  muss  aber  die  Bildflächprojection  des  besagten  Punktes 
auch  auf  der  Bildflächprojection  {  der  Geraden  liegen,  und  das  Bild 
seines  Grundrisses  in  dem  Bilde  V  des  Grundrisses  der  Geraden  sich 
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vorfinden;  der  verlangte  Punkt  kann  sonach   nur  jener   sein,    dessen 
beide  Projectionen  h  und  h'  im  Schnitte  von  l  und  V  vereinigt  sind. 

Was  den  Durchstoüpunkt  mit  der  Bildebene  anbelangt, 
so  müssen  dessen  beide  Projectionen  v  und  v*  einerseits  in  Ij  resp.  l' 
liegen,  und  andererseits  muss^  wie  vorher  gefunden  wurde,  zwischen  den 
Abständen  vv  und  v*v  dieser  Projectionen  von  der  Grundlinie,  die 
Beziehung 

vv  ^ 

bestehen. 

Auf  Grund  dieser  Eigenschaften  kann  man  den  Bildfläch-Durch- 
stoßpunkt  constructiv  folgendermaßen  bestimmen. 

Wir  nehmen  in  der  Bildflächprojection  l  der  Geraden  einen  be- 
liebigen Punkt  p  an,  und  bestimmen  unter  der  Voraussetzung,  dass  p 
in  der  Bildebene  liege,  das  Bild  p'  seines  Grundrisses  auf  bereits  be- 
kannte Weise. 

Es  ist  sodann: 

^ —  =  sm"  qp. 
pjc  ^ 

Verbindet  man  nun  p*  mit  dem  Schnittpunkt  ft  von  l  mit  der 
Grundlinie,  so  wird  die  erhaltene  Verbindungsgerade  a  die  Projection  l' 
in  einem  Punkte  v'  treffen,  welcher  bereits  die  Perspective  des  Grund- 
risses des  gesuchten  Bildfläch-Durchstoßpunktes  repräsentiert. 

Das  Bild  v  des  letzteren  oder  beziehungsweise  den  Durchstoß- 
punkt selbst  erhält  man  im  Schnitte  von  l  mit  der  durch  v*  senkrecht 
zur  Grundlinie  gezogenen  Geraden  v'vv. 

Nachdem  nämlich  einerseits 

v'v        p'it         .  „ 
—  =  ^ —  =  sirrn 
vv         p7t 

ist,  gehört  der  Punkt  {vv')  der  Bildebene  an,  und  nachdem  anderer- 
seits V  und  v'  in  den  Projectionen  l  und  V  der  Geraden  liegen,  muss 
auch  der  durch  (W)  dargestellte  Punkt  der  Kaumgeraden  selbst  an- 
gehören. 

§.  377. 

Die  besonderen  oder  speeiellen  Lagen,  welche  eine 
Gerade  annehmen  kann,  sind  aus  ihren  Projectionen  leicht  zu  ent- 
nehmen. 

a)  Liegt  eine  Gerade  L  in  der  Grundebene,  so  fällt  sie  mit 
ihrem  Grundrisse  zusammen ;  es  wird  daher  auch  ihr  Bild  l  (Taf.  XXV, 
Fig.  406)  mit  dem  Bilde  {'  ihres  Grundrisses  zusammenfallen. 
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b)  Liegt  eine  Gerade  L  in  der  Bildebene,  so  fällt  sie  mit  ihrem 
Bilde  l   (Taf.  XXV,  Fig.  407)  zusammen.     Da  die  Projectionen  a,  a' 

eines  jeden  Punktes  dieser  Geraden  der  Relation  —  =  sin^tp  genügen 

müssen,  so  ist  einleuchtend,  dass  das  Bild  V  des  Grundrisses  dieser 
Geraden  durch  den  Schnittpunkt  (h  h')  von  l  mit  der  Grundlinie  gehen 
muss,  und  dass  daher  l^  V  und  g  von  einer  zu  gg  senkrechten  Geraden 
stets  in  drei  Punkten  a,  a\  a  geschnitten  werden  müssen,  welche  die 

Gleichung  ?  "  =  sin^  tp  erfüllen. 

c)  Steht  eine  Gerade  L  auf  der  Grundebene  senkrecht,  so 
wird  das  Bild  l  (Taf.  XXV,  Fig.  408)  derselben  zur  Grundlinie 
senkrecht  sein.  Der  Grundriss  der  Geraden  und  folglich  auch  das  Bild 
des  Grundrisses  ist  ein  Punkt  V. 

d)  Wenn  eine  Gerade  G  normal  zur  Bildebene  ist,  so  redu- 
eiert  sich  ihr  Bild  auf  einen  Punkt  g  (Taf.  XXV,  Fig.  408),  während 
deren  Grundriss  und  demgemäß  auch  dessen  Bild  g*  senkrecht  zur 
Grundlinie  gg  steht. 

e)  Das  Bild  s  (Taf.  XXV,  Fig.  408,)  einer  zur  Bildebene 
parallelen  Geraden  S  ist  zu  dieser  selbst  parallel ;  der  Grundriss 
dieser  Geraden  und  folglich  auch  dessen  Bild  ist  parallel  zur 
Grundlinie. 

f)  Hat  eine  Gerade  jß  eine  zur  Grundebene  parallele  Lage, 
so  ist  sie  mit  ihrem  Grundrisse  parallel;  es  sind  daher  auch  das  Bild  r 
(Taf.  XXV,  Fig.  408,)  und  das  Bild  r'  des  Grundrisses  einer  solchen 
Geraden  untereinander  parallel. 

g)  Ist  endlich  die  Gerade  L  parallel  zur  Grundlinie,  so 
ist  es  auch  ihr  Grundriss  und  folglich  sind  deren  beiden  Bilder  l  und 
l'  (Taf.  XXV,  Fig.  409)  zur  Grundlinie  gg  parallel. 

§.  378. 
Gegenseitige  Beziehungen  der  Geraden- 

a)  untereinander  parallele  Geraden  haben  parallele 
Grundrisse.  Da  aber  die  Geraden  und  ihre  Grundrisse  orthogonal  auf 
die  Bildebene  abgebildet  werden,  so  folgt  unmittelbar,  dass  zu  ein- 
ander parallele  Geraden,  parallel-perspectivisch  dargestellt,  sowohl  pa- 
rallele Bilder  l  und  J,  (Taf.  XXV,  Fig.  410),  als  auch  zueinander 
parallele  Grundriss-Perspectiven  l'  und  l\  besitzen  müssen. 

b)  Schneiden  sich  zwei  Geraden,  haben  dieselben  also 
einen  Punkt  gemeinschaftlich,  so  muss  dies  auch  7on  ihren  Projectionen 
gelten.     Die  Bilder   l   und   l^    (Taf.  XXV,  Fig.  411)   zweier  sich  in 
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einem  Punkte  schneidenden  Geraden  müssen  sich  sonach  in  einem 
Punkte  a  treffen,  welcher  das  Bild  des  genannten  Schnittpunktes  dar- 
stellt. Ebenso  müssen  sich  die  Bilder  V  und  l\  der  Grundrisse  beider 
Geraden  in  einem  Punkte  a*  schneiden,  welcher  das  Bild  des  Grund- 
risses obigen  Schnittpunktes  repräsentieren  wird.  Da  nun  a  und  a'  als 
Projectionen  eines  und  desselben  Baumpunktes  in  einer  zur  Grund- 
linie senkrechten  Geraden  liegen  müssen,  so  folgt  nachstehendes  Kri- 
terium: ^Zwei  Geraden  schneiden  sich  oder  schneiden  sich 
nicht,  jenachdem  die  Gerade,  welche  den  Schnittpunkt  ihrer  Bilder 
mit  dem  Schnittpunkt  der  Bilder  ihrer  ^.Grundrisse  verbindet,  zur 
Grundlinie  senkrecht  steht  oder  nicht." 

§.  379. 
Bestimmung  der  wahren  Grö5e  einer  geradlinigen  Strecke. 

Sei  ah  (Taf.  XXV,  Fig.  412)  das  parallel-perspectivische  Bild 
einer  Strecke  und  a'b*  das  Bild  ihres  Grundrisses. 

Die  wahre  Länge  der  Strecke  AB  im  Baume  ist  die  vierte  Seite 
eines  Trapezes,  in  welchem  die  der  Geraden  im  Baume  gegenüberliegende 
Seite  des  letzteren  durch  die  Bildflächprojection  ah  dargestellt  wird, 
während  die  beiden  anderen,  zu  einander  parallelen  und  auf  ah  senk- 
recht stehenden  Seiten  die  „Längen'^  der  beiden  Endpunkte  der  Strecke, 
d.  b.  die  Abstände  Aa  und  Bh  'dieser  Grenzpunkte  der  Strecke  von 
der  Bildebene  repräsentieren.  Zieht  man  daher  in  a  und  h  senkrechte 
Geraden  auf  ah  und  trägt  auf  denselben  Strecken  A^a  und  B^h  auf, 
welche  beziehungsweise  den  Abständen  Aa  und  Bh  der  Punkte  {aa') 
und  {bV)  von  der  Bildebene  gleich  sind,  so  erhält  man  das  vorher 
genannte  Trapez  {ahA^BQ)  in  der  um  a 6  in  die  Bildebene  gedrehten 
Lage  und  in  A^B^  die  wahre  Größe  der  durch  ihre  Projec- 
tionen (ah,a'h^  gegebenen  Strecke. 

§.  380. 
Parallel-perdpectivische  Darstell ang  einer  Ebene. 

Eine  jede  Ebene  ist  durch  zwei  in  ihr  liegende  Geraden  voll- 
kommen bestimmt. 

Zur  parallel-perspectivischen  Darstellung  werden  sich  selbstver- 
ständlich, sowie  in  den  anderen  Projectionsmethoden,  jene  Geraden  am 
besten  eignen,  deren  Darstellung  sich  am  einfachsten  bewerkstelligen 
lässt.  Auf  Grund  dieser  Bemerkung  werden  wir  die  beiden  Schnitt- 
geraden der  Ebene  E  mit  der  Bild-  und  Grundebene  zu  wählen  haben. 
Die  erstere  £,  oder  Et  (Taf.  XXV,  Fig.  413),  welche  wir  wieder,  als  die 
Schnittgerade  der  Ebene  E  mit  der  Bildebene,  die  „Bildflächtrace" 
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der  Ebene  heißen,  föllt  mit  ihrer  Bildflächprojection  zusamnaen,  ist 
daher  durch  directe  Angabe  dieses  Schnittes  bestimmt.  Die  Schnitt- 
linie Eg  der  Ebenem  mit  der  Grundebene,  d.  i.  die  ^Grundfläch- 
trace^  der  Ebene,  wird  durch  die  Bestimmung  ihres  Bildes  JB^^^  dar- 
gestellt. 

Das  Bild  der  Grundfläch-  oder  Grundrisstrace  wollen  wir,  wie 
üblich,  die  Perspective  der  Grundflächtrace  nennen. 

Da  die  Bildflächtrace  und  die  Grundflächtrace  einer  Ebene  in 
einem  Punkte  der  Grundlinie,  d.  i.  in  dem  Schnittpunkte  der  letzteren 
mit  der  darzustellenden  Ebene  zusammentreffen,  so  müssen  sich  auch 
die  Geraden  E^  und  E*g  in  einem  Punkte  der  Grundlinie  schneiden. 

Durch  die  beiden  Geraden  E^  und  E'g  ist  die  Ebene  im  Baume 

vollständig  bestimmt. 

§.  381. 

Specielle  Lagen  der  Ebene. 

Jede  besondere  Lage  einer  Ebene  gegen  die  Bildebene  oder  Grund- 
ebene oder  gegen  beide  zugleich,  ist  aus  der  Lage  ihrer  beiden  Tracen 
leicht  zu  erkennen. 

a)  Steht  eine  Ebene  auf  der  Bildebene  senkrecht,  so  ver- 
einigt ihre  Bildflächtrace  B^  (Taf.  XXV,  Fig.  413i)  die  orthogra- 
phischen Parallel-Perspectiven  aller  in  dieser  Ebene  liegenden  Geraden, 
mithin  auch  das  Bild  B'g  der  Grundrisstrace  dieser  Ebene  in  sich, 
d.  h.  die  Bildflächtrace  und  das  Bild  der  Grundflächtrace  fallen  in 
eine  und  dieselbe  Gerade. 

h)  Ist  die  Ebene  parallel  zur  Grundebene,  so  ist  ihre 
Bildflächtrace  a,  (Taf.  XXV,  Fig.  413^)  parallel  zur  Grundlinie;  die 
Grundflächtrace  einer  derartigen  Ebene  fällt  in  unendliche  Feme  und 
gilt  daher  das  Gleiche  auch  von  dem  Bilde  derselben. 

c)  Eine  Ebene,  welche  parallel  zur  Bildebene  ist,  besitzt 
keine  oder  richtiger  eine  unendlich  ferne  Bildflächtrace.  Die  Grund- 
flächtrace und  mithin  auch  deren  Bild  e'g  (Taf.  XXV,  Fig.  4183) 
sind  parallel  zur  Grundlinie. 

d)  Ist  eine  Ebene  parallel  zur  Grundlinie,  so  gilt  das  Gleiche 

offenbar  auch  von  ihrer  Bildflächtrace  Ej,  (Taf.  XXV,  Fig.  414),  sowie 

von   ihrer   Grundflächtrace    und   daher  auch  von  dem  Bilde  E'g  der 

letzteren. 

§.  382. 

128.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  zweier  durch  ihre  Tracen 
Ej,  E*g  nnd  e„  e'g  gegebenen  Ebenen  E  und  e  zu  construieren. 

Die  Bildflächtracen  E^  und  e,  (Taf.  XXV,  Fig.  415)  schneiden 
sich  in  einem  Punkte  v,  welcher  Punkt  aus  gleichen  Gründen  wie  in 
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den  bereits  besprochenen  Frojectionsarten,  ein  Punkt  des  gesuchten 
Schnittes  sein  wird.  Derselbe  liegt  in  der  Bildebene  und  ist  daher  der 
Bildfiäch-Durchstoßpunkt  der  gesuchten  Schnittgeraden.  Die  Bilder  E*^ 
und  e'g  der  beiden  Grundflächtracen  treffen  sich  in  einem  Punkt  Qh'k')^ 
welcher  gleichfalls  das  Bild  eines  Punktes  der  zu  construierenden 
Schnittgeraden  repräsentiert.  Bezeichneter  Punkt  liegt  in  der  Grund- 
ebene und  stellt  das  Bild  des  Grundfläch-Durchsoßpunktes  der  Schnitt- 
geraden dar.  Die  Bildflächprojection  der  letzteren  ist  daher  die  gerade 
Verbindungslinie  s  der  beiden  Punkte  v  und  Qih*).  um  endlich 
noch  das  Bild  des  Grundrisses  der  Schnittgeraden  zu  erhalten,  con- 
struieren  wir  mittelst  des  Elevationswinkels  9  das  Bild  v*  des  Grund- 
risses des  Bildfläch-Durchstoßpunktes  v  der  Schnittgeraden  und  ver- 
binden V*  mit  (ÄÄ')  durch  die  Gerade  sf. 

§.  383. 

129.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnittpunkt  einer  Geraden  {IV)  mit 
einer  Ebene  -B«  E'g  zu  construieren. 

Um  den  der  gegebenen  Ebene  und  der  gegebenen  Geraden  gemein- 
schaftlichen Punkt  zu  construieren,  legen  wir  durch  die  Gerade  ilV) 
(Taf.  XXV,  Fig.  416)  irgend  eine  Hilfsebene.  Im  allgemeinen  wird 
man  für  den  vorliegenden  Zweck  eine  zur  Bildebene  senkrechte  Ebene 
als  die  geeigneteste  finden,  da,  wie  oben  gezeigt  wurde,  die  Bildfiäch- 
trace  B^  und  die  Perspective  B^g  der  Grundflächtrace  einer  solchen 
Ebene  in  eine  und  dieselbe  Gerade  fallen  und  diese  letztere  wiederum 
keine  andere  sein  kann,  als  die  Bildflächprojection  l  der  gegebenen 
Geraden  selbst.  Der  Schnitt  dieser  Hilfsebene  B^  B'g  mit  der  vor- 
gegebenen Ebene  E„  E'g  ist,  wie  im  vorhergehenden  Falle,  die  Verbin- 
dungsgerade (ss*)  der  Durchstoß  punkte  Qih')  und  {vv),  wobei  v'  aus 
V  mittelst  des  Elevations winkeis  9  abgeleitet  wurden.  Selbstverständ- 
lich fällt  diesfalls  nothwendig  s  mit  l  zusammen. 

Die  beiden  Geraden  {ss*)  und  (IV)  schneiden  sich  in  einem  Punkte 
(d^')j  dessen  Perspective  der  Grundrissprojection  ^*  unmittelbar  als 
Schnitt  von  sf  und  V  erhalten  wird.  Dieser  Punkt  {^^*)  liegt,  auf 
Grund  des  hier  eingeschlagenen  Weges,  gleichzeitig  in  der  Ebene  EgE'g, 
der  Ebene  jß«  B'g  und  in  der  Geraden  (IV),  ist  mithin  der  gesuchte 
Schnittpunkt  von  {IV)  mit  der  gegebenen  Ebene  E„E'g, 
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§.  384. 

130.  Aufgabe.  Die  eine  Projeclion  a  eines  in  einer  Ebene  Er,Wg 
liegenden  Punktes  ist  gegeben ;  die  zweite  Projection  a*  dieses  Punktes 
ist  aus  a  abzuleiten  und  so  za  bestimmen,  dass  der  Punkt  {aa')  in 
der  Ebene  E  liegt. 

Um  die  zu  ermittelnde  Örundrissperspective  a'  (Taf.  XXV, 
Fig.  417)  des  Punktes  (aa^  zu  finden,  werden  wir  eine  in  der  Ebene 
-Ep  E*g  liegende,  durch  den  fraglichen  Punkt  gehende  Gerade  durch 
ihre  Projectionen  darstellen  und  auf  dieser  den  Punkt  bestimmeD. 

Am  einfachsten  werden  wir  dies  in  folgender  Weise  bewerk- 
stelligen. 

Wir  wählen  als  Bildflächprojection  dieser  Hilfsgeraden  den  durch 
a  gehenden  zu  E^  parallelen  Strahl  l. 

Das  Bild  V  des  Grundfläch-Durchstoßpunktes  dieser  Hilfsgeraden 
ergibt  sich  unmittelbar  im  Schnitte  (Aä')  von  l  mit  E'g,  Durch  diesen 
Ponkt  (ÄÄ')  muss  offenbar  auch  die  Perspective  des  Grundrisses  V  der 
Geraden  iJiV)  gehen. 

Erwägen  wir  ferner,  dass  infolge  der  Parallelität  von  l  undjE», 
auch  die  Hilfsgerade  im  Baume  selbst  parallel  zu  E^^  also  parallel 
zur  Bildebene  sein  müsse^  so  gelangen  wir  zu  dem  Schlüsse,  dass 
deren  Grundriss  und  mithin  auch  dessen  Projection  V  parallel  zur 
Grundlinie  sein  werde.  Wir  erhalten  daher  die  Perspective  des  Grund- 
risses V  einer  in  der  Ebene  E  liegenden  Geraden,  welche  zur  Bild- 
ebene parallel  läuft,  als  die  durch  (Aä')  parallel  zur  Grundlinie  ge- 
führte Gerade.  Auf  V  ergibt  sich  endlich  vermittelst  der  durch  a 
senkrecht  zur  Grundlinie  gezogenen  Geraden  die  Grundrissperspective 
a'  des  gesuchten  Punktes. 

Wäre  a  aus  a'  abzuleiten,  so  hätte  man  die  Folge  der  Construc- 
tionen  bloß  umzukehren  oder  könnte  man  auch  eine  Gerade  {XX') 
in  der  Ebene  E  bestimmen,  welche  parallel  zur  Grundebene  und  da- 
her auch  zu  E%  parallel  ist. 

§.  385. 

131,  Aufgabe.  Es  ist  die  wahre  Größe  eines  in  einer  gegebenen 
Ebene  liegenden  Gebildes  zu  ermitteln. 

Die  Bestimmung  der  wahren  Größe  eines  in  einer  gegen  die 
Bildebene  geneigten  Ebene  liegenden  Gebildes  wird  bekanntlich  da- 
durch ermöglicht ,  dass  man  diese  Ebene  sammt  dem  Gebilde  um  die 
Bildflächtrace  der  Ebene  so  lange  dreht ,  bis  die  letztere  mit  der  Bild- 
ebene zur  Coincidenz  gelangt. 

Da  die  Parallelperspective  eines  ebenen  Gebildes  dem  Wiesen 
nach  die  orthogonale  Bildflächprojection  des  Gebildes  ist,    so  werden 
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bekanntlich  die  letztere  und  das  um  die  Bildflächtrace  umgelegte  Ge- 
bilde orthogonal  affin,  in  Bezug  auf  die  Bildfläch- 
trace sein. 

Die  Bildflächprojection  eines  jeden  Punktes  der  Ebene  und  dessen 
ümlegung  werden  folglich  in  einer  zur  Bildflächtrace  senkrechten  Ge- 
raden liegen  und  außerdem  wird  das  Verhältnis  der  Abstände  beider 
von  der  Bildflächtrace  constant^  d.  i.  dem  Cosinus  des  Neigungswinkels 
der  Ebene  gegen  die  Bildebene  gleich  sein. 

Diese  affine  Beziehung  wird  selbstverständlich  durch  die  üm- 
legung  eines   Punktes  der  Ebene   vollkommen   bestimmt   sein. 

Ist  daher  E,  E*g  (Taf.  XXV,  Fig.  418)  die  umzulegende  Ebene, 
so  nehmen  wir  zweckmäßig,  direct  mE*g  einen  beliebigen  Punkt  {dd') 
an,  welcher  offenbar  die  Bildflächprojection  eines  in  der  Grundflächtrace 
und  daher  auch  in  der  Ebene  liegenden  Punktes  repräsentiert. 

Der  Abstand  dd'^  dieses  Punktes  von  der  Bildebene  ergibt  sich 
auf  bekannte  Weise  vermittelst  des  Elevations winkeis  göd'^  =  (p  aus 
dem  rechtwinkligen  Dreiecke  ödd^^. 

Nun  kann  der  Punkt  (dd^)  nach  derselben  Methode  umgelegt 
werden,  welche  bei  der  orthogonalen  Projection  zur  Verwendung  ge- 
langt. Man  bildet  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  dessen  eine  Kathete  der 
senkrechte  Abstand  dJ  der  Bildflächprojection  d  von  der  Bildfläch- 
trace Ev  und  dessen  zweite  Kathete  dd\  =  dd"„  ist.  Die  Hypotenuse 
^d\  dieses  Dreieckes,  welche  bekanntlich  die  wahre  Größe  des 
Drehungsradius  des  Punktes  {dd')  vorstellt  (während  der  Winkel 
dJd\  den  Bildfläch-Neigungswinkel  der  Ebene  E^E'g  repräsentiert) 
wird  von  J  aus  nach  ^d^  auf  /id  übertragen  und  so  in  d^  der  um 
Ej,  umgelegte  Punkt  erhalten. 

Mit  Hilfe  der  beiden  Punkte  {dd')  und  d^  lässt  sich  nun  jedei 
beliebige  Punkt  der  Ebene  höchst  einfach  umlegen. 

Wählen  wir  beispielsweise  den  Punkt  (fla*)^  dessen  Bildfläch- 
projection a  ist.  Es  genügt  diesfalls  durch  a  die  zur  Bildflächtrace 
Ef,  senkrechte  Gerade  aa  im  zienen,  ferner  die  Gerade  ad  bis  zum 
Schnitte  s  mit  der  Trace  jE?«  zu  verlängern,  um  im  Schnitte  von  sd^ 
und  aa  den  umgelegten  Punkt  %  zu  erhalten. 

§.  386. 

132,  Aufgabe,  Durch  einen  Punkt  {pp*)  ist  eine  Gerade  zu 
ziehen,  welche  auf  einer  gegebenen  Ebene  E^  E'g   senkrecht  steht 

Die  zur  Ebene  E^  E%  (Taf.  XXV,  Fig.  418)  senkrechte  Gerade 
wollen  wir  zunächst,  der  Einfachheit  wegen,  durch  den  Punkt  {dd*) 
der  Grundflächtrace  führen. 
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Bezeichneter  Punkt  wird  sodann  selbstverständlich  den  Grund- 
fläch-Durchstoßpunkt  der  gesuchten  Senkrechten  repräsentieren,  und 
werden  demnach  die  beiden  Projectionen  S  und  S'  der  letzteren  durch 
denselben  hindurchgehen  müssen. 

Die  Bildflächprojection  S  wird  unmittelbar  erhalten; 
dieselbe  ist  nämlich,  da  man  es  mit  orthogonalen  BildflächprOjectionen 
za  thun  hat,  identisch  mit  der  durch  d  senkrecht  zu  £<,  gezogenen 
Geraden  dv. 

In  der  durch  d^  oder  8  gehenden,  zur  Bildebene  senkrechten 
Ebene  liegt  nun  offenbar  die  fragliche  Senkrechte,  und  zwar  schließt 
sie  mit  der  Bildebene,  also  speciell  mit  ihrer  Pröjection  S  denjenigen 
Winkel  ein ,  welcher  den  Bildfläeh-Neigungswinkel  der  Ebene  Ev  E*g 
zu  einem  Bechten  ergänzt. 

Construiert  man  daher,  wie  in  der  vorhergehend  besprochenen 
Aufgabe  den  Winkel  dJd\,  welchen  die  Ebene  E  mit  der  Bildebene 
einschließt,  so  hat  man  nur  d%t;  senkrecht  zu  ^d\  zu  ziehen,  um  in 
8^  bereits  die  gesuchte  Senkrechte  in  der  um  ihre  Pröjection  8 
in  die  Bildebene  gedrehten  Lage  zu  erhalten. 

Dabei  ergibt  sich  im  Schnitte  von  8  und  d\v  unmittelbar  der 
Bildfläch-Durchstoßpunkt  v  der  gesuchten  Senkrechten. 

Leitet  man  aus  v  vermittelst  des  Elevationswinkels  (p  die  Per- 
spective des  Grundrisses  t?'  dieses  Punktes  ab,  so  repräsentiert'  v'd' 
oder  S'  die  Grundrissperspective  der  durch  {dd')  gehenden  Senk- 
rechten. 

Nachdem  somit  die  Richtung  der  zur  Ebene  normalen  Geraden 
durch  ihre  Projectionen  festgestellt  ist,  wird  es  ein  leichtes  sein,  die 
durch  (i>i)0  senkrecht  zur  Ebene  E^E'g  zu  führende  Gerade  pa- 
rallel-perspectivisch  darzustellen. 

Die  durch  den  gegebenen  Punkt  {pp')  gehende  Senkrechte  ist 
nämlich  diejenige  Gerade,  deren  Projectionen  8p  und  8'p  durch  p  und 
p'  beziehungsweise  parallel  zu  8  und  8*  gezogen  werden  können. 

§.  387. 

133.  Aufgabe.  Durch  eine  gegebene  Gerade  (i  V)  ist  eine  Ebene 
zu  legen,  welche  mit  der  Bildebene  einen  gegebenen  Winkel  a  ein- 
schließt. 

Betrachten  wir  einen  beliebigen  Punkt  dieser  Geraden  ({ V) 
(Taf.  XXV,  Fig.  419)  —  am  einfachsten  den  Grundfläch-Durchstoß- 
punkt  (ÄÄ')  —  als  Scheitel  eines  Kegels,  dessen  sämmtliche  Erzeu- 
genden mit  der  Bildebene  den  gegebenen  Winkel  a  einschließen. 
Dieser  Kegel  schneidet  bekanntlich  die  Bildebene  in  einem  Kreise  K, 
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dessen  Mittelpunkt  der  Fußpunkt  der  vom  Scheitel  auf  die  Bildebene 
gerillten  Senkrechten,  d.  i.  die  Bildflächprojeotion  h  ist  und  dessen 
Radius  hr  sich  als  die  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  ergibt,  in 

welchem  die  zweite  Kathete  dem  Abstände  hh^  des  Punktes  (hh')  von 
der  Bildebene  und  der  dieser  Kathete  gegenüberliegende  Winkel  hr\ 
dem  gegebenen  Winkel  a  gleich  ist. 

Jede  Taogente  dieses  Kreises  repräsentiert,  wie  wir  wissen,  die 
Bildflächtrace  einer  Ebene,  welche  durch  den  Punkt  (hh')  geht  und 
mit  der  Bildebene  den  Winkel  a  einschließt. 

Ziehen  wir  daher  durch  den  Bildfläch-Durchstoßpunkt  v  der  ge- 
gebenen Geraden  {II')  die  Tangenten  E^  und  e^  an  den  Kreis  K  und 
verbinden  wir  deren  Schnittpunkte  m  und  n  mit  der  Grundlinie,  mit 
dem  Punkte  (hh')  durch  die  Geraden  E'g  und  e'^j  so  repräsentieren 
EpE'g  und  e^e^ff  die  beiden  der  Aufgabe  entsprechenden  Ebenen. 

Eine  jede  von  diesen  genannten  Ebenen  geht  nämlich  durch  die 
Gerade  {lV)j  da  ihre  Tracen  durch  die  bezüglichen  Durchstoßpunkte 
V  und  h  von  l  gehen  und  jede  dieser  Ebenen  hat  die  Bildflächneigung 
a,  da  deren  Bildflächtracen  den  Kreis  K  berQhren. 

§.  388. 

134.  Aufgabe.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  (pp')  ist  eine  Ge- 
rade {IV)  zu  ziehen,  welche  mit  der  Bild-  und  Grnndebene  beziehnngs- 
weise  die  gegebenen  Winkel  a  und  ß  einschlieM 

Die  zu  ziehende,  den  gestellten  Bedingungen  entsprechende  Ge- 
rade wird  sich  bekanntlich  als  der  Durchschnitt  zweier  Kegel  ergeben, 
welche  den  Punkt  (pp*)  (Taf.  XXV,  Fig.  420)  zum  gemeinschaft- 
lichen Scheitel  haben,  während  gleichzeitig  die  Erzeugendon  des  einen 
Kegels  mit  der  Bildebene  den  Winkel  a,  jene  des  anderen  dagegen 
mit  der  Grundebene  den  Winkel  ß  einschließen. 

Der  Kegel,  dessen  Scheitel  {pp')  ist,  und  dessen  Erzeugenden 
mit  der  Bildebene  den  Winkel  a  einschließen,  schneidet  die  letztere 
in  einem  Kreise  K,  dessen  Mittelpunkt  das  Bild  p  des  Scheitels  ist 
und  dessen  Badius  pr  sich  als  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreieckes 
2) Po''*  ergibt,  in  welchem  die  zweite  Kathete  dem  Abstände  pp^  des 
Punktes  (pp*)  von  der  Bildebene  (auf  bekannte  Weise  durch  Umlegung 
der  dem  Punkte  (pp^)  entsprechenden  Profilebene  ermittelt),  und  der 
dieser  Kathete  gegenüberliegende  Winkel  dem  gegebenen  Winkel  a 
gleich  ist. 

Sämmtlicbe  Erzeugenden  dieses  Kegels  besitzen,  vom  Scheitel 
{pp*)  bis  zur  Bildebene  gerechnet,   eine  Länge,   deren  wahre  Größe 

durch  PqV  dargestellt  erscheint. 
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Die  Profilebene  des  Panktes  (pp')  schneidet  die  Grundebene  in 
einer  Geraden,  welche ,  nach  der  Umlegang  der  Profilebene  um  ihre 
Bildflächtrace  pp'  oder  Ch,  durch  np^  dargestellt  ist,  wobei  p^  gleich- 
zeitig den  um  pp'  umgelegten  Grundriss  des  Punktes  (pp^)^  und  p^ 
den  umgelegten  Punkt  (pp')  selbst  vorstellt. 

Ziehen  wir  durch  p^  eine  Gerade  p^^^  unter  dem  Winkel  ß  gegen 
Pi^ty  so  repräsentiert  dieselbe  eine  in  der  Profilebene  liegende  Erzeu- 
gende desjenigen  Kegels,  dessen  Erzeugenden  mit  der  Grundebene  (in 
der  um  pp*  umgelegten  Lage)  den  gegebenen  Winkel  ß  einschließen. 

Der  genannte  Kegel  schneidet  die  Grundebene  in  einem  Kreise, 
dessen  Mittelpunkt  die  Grundflächprojection  p^  des  Kegelscheitels  (pp') 
und  dessen  Radius  gleich  p^  9,  ist. 

Es  wird  aber  auch  eine  jede  andere  zur  Grundebene  parallele 
Ebene  den  Kegel  in  einem  Kreise  schneiden.  Unter  allen  diesen  Ebenen 
wählen  wir  zur  Durchführung  unserer  dermaligen  Construction  diejenige, 
welche  von  den  Kegelerzeugenden  Stficke  abschneidet,  die  der  Länge 
p^r  der  Erzeugenden  des  anderen  Kegels  [{pp')tcc]  gleich  sind. 

Die  umgelegte  Profiltrace  dieser  Ebene  erhält  man  folgender- 
maßen. 

Wir  schneiden  auf  p^p,  voü  p^  aus  die  Länge  jp^r,  =1)0»'  ab. 
Die  durch  r,  parallel  zu  np^  geführte  Gerade  rj<y  repräsentiert 
die  vorgenannte  umgelegte  Profiltrace.  Zieht  man  ferner  durch  den 
Schnittpunkt  6  von  r^6  und  der  Bildflächtrace  pxp'  der  Profilebene 
eine  Parallele  e^  zur  Grundlinie,  so  erhält  man  die  Bildflächtrace  der- 
jenigen zur  Grundebene  parallelen  Ebene,  welche  von  den  Erzeugenden 
des  dem  Winkel  ß  entsprechenden  Neigungskegels  Stficke  abschneidet, 
die  gleich  p^r  sind. 

Umgekehrt  wird  jede  durch  (pp')  gehende  Gerade,  welche  zwi- 
schen ipp')  und  dieser  Ebene  die  Länge  p^r  besitzt,  mit  dieser  Ebene, 
also  auch  mit  der  Grundebene  den  Winkel  ß  einschließen. 

Betrachten  wir  nun  insbesondere  einen  der  beiden  Punkte  v,  in 
welchem  e,  den  Kreis  K  schneidet.  Die  Yerbindungsgerade  dieses  in 
der  Bildebene  liegenden  Punktes  mit  dem  Punkte  {pp')  repräsentiert 
«ine  Erzeugende  des  Neigungskegels  {p,  K) ,  schließt  daher  mit  der 
Bildebene  den  Winkel  a  ein  und  besitzt  überdies  zwischen  p  und  v 
die  Länge  p^r. 

Nachdem  aber  v  auch  in  der  Ebene  e  liegt,  und  die  Länge  der 
Geraden  pv  zwischen  p  und  dieser  Ebene  gleich  p^r  ist,  so  schließt 
sie  mit*e,  also  auch  mit  der  Grundebene   den  Winkel  ß  ein. 

Hienach  ist  pv^=l  die  Bildflächprojection  einer  der  Aufgabe 
entsprechenden  Geraden.    Leitet  man  aus  v  auf  bekannte  Weise  die 
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Grundrissperspective  v'  ab,   so]  wird  durch  p'v'  =r  V  die  Perspective 
des  Grundrisses  der  gesuchten  Geraden  dargestellt. 

Durch  diese  kurzgefassten  Auseinandersetzungen  und  die  ange- 
schlossenen Aufgaben  durften  die  Principien  dieser  Projectionsmethode 
vollkommen  klar  gelegt  sein.  Es  wird  somit  keinerlei  Anstand  unter- 
liegen, jedes  beliebige  Problem  nach  dieser  Methode  zu  lösen  und 
durchzufahren  und  dürfte  es  noch  viel  weniger  Schwierigkeiten  bieten, 
irgend  welches  Gebilde  in  der  Parallelperspective  dar- 
zustellen, sobald  die  nöthigen  Daten  für  die  Construction  vor- 
liegen, also  die  Höhen  ^  Breiten  und  Längen  der  einzelneu  Punkte 
direct  gegeben  sind  oder  doch  leicht  gefunden  werden  können. 


XI.  Capitel. 
Axonometrie. 

r 

§.  389. 
Allgemeine  Bemerkungen.    Terminologie. 

In  der  vorher  besprochenen  Methode  der  „schiefen  Projection^ 
wurde  ein  räumliches  Gebilde  nicht  nur  an  und  für  sich  klinographisch 
auf  die  Bildebene  projiciert,  sondern  es  wurde  ein  Gleiches  auch  be- 
züglich einer  „Projection^  dieses  Gebildes  vollzogen. 

Wir  wählten  als  letztere  die  orthogonale  Grundrissprojection  und 
projioierten  diese  in  gleicher  Weise,  wie  das  räumliche  Gebilde  selbst, 
auf  die  Bildebene,  wodurch  die  schiefe  Projeotion  des  Grundrisses  er- 
halten wurde. 

Diese  Methode  gestattet  eine  Erweiterung,  welche  in  Folgendem 
erörtert  werden  soll. 

Beziehen  wir  zu  diesem  Behufe  das  darzustellende  Baumgebilde 
auf  drei  wechselseitig  zu  einander  senkrechte  Projectionsebenen,  indem 
im  auf  jede  dieser  drei  Ebenen  das  besagte  Gebilde  orthogonal 
projicieren. 

Projicieren  wir  ferner  das  räumliche  Gebilde  sammt  dessen  drei 
eben  erwähnten  Projectionen,  sei  es  nun  Ortho-  oder  klinographisch, 
auf  eine  vierte  feste  Ebene,  „die  Bildebene*',  und  unterziehen  wir 
schließlich  die  gegenseitigen  Beziehungen  des  Gebildes  zu  den  drei 
auf  einander  senkrecht  stehenden  Projectionsebenen,  welche  wir  „Coor- 
dinatenebenen^  nennen  wollen,  einer  näheren  Betrachtung. 

Die  vorgenannten  drei  Coordinatenebenen  schneiden  sich  in  drei 
ebenfalls    aufeinander    senkrecht    stehenden    Geraden    X,     Y,    Z, 
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(Taf.  XXV,  Fig.  421),  welche  die  ^Goordinatenachsen''  heißen 
mögen. 

Der  Pankt  0,  in  weichem  diese  Achsen  zusammentreffen ,  ist 
derselbe,  in  welchem  die  drei  Coordinatenebenen  sich  schneiden,  und 
heißt  der  „Coordinatenursprnng*^. 

Ist  nun  P  irgend  ein  beliebiger  Punkt  im  Baume,  so  kann  der- 
selbe auf  die  drei  Projectionsebenen  durch  seine  Projectionen  oder  auf 
die  drei  Coordinatenachsen  mittelst  seiner  orthogonalen  Projectionen 
bezogen  werden. 

Im  letzteren  Falle  erhält  man  die  Projectionen  x,  y,  z  des 
Punktes  P  auf  die  Coordinatenachsen  X,  7,  Z  als  die  Schnitt- 
punkte dieser  letztgenannten  Achsen,  mit  den  durch  den  Punkt  P 
parallel  zu  den  Coordinatenebenen  FZ,  ZX^  XT  geführten  Ebenen. 

Verbindet  man  die  Projectionen  p^^p^^Pi  des  Punktes  P  auf  die 
Coordinatenebenen  mit  den  Projectionen  y,  z\  xr,  x\  x,  j/,  so  erhält 
man  ein  rechtwinkliges  Parallelepiped ,  dessen  übrige  Stücke  leicht 
bestimmt  werden  können ,  wenn  die  Eckpunkte  0,  x^  y^  z  als  gegeben 
vorliegen.  Die  Strecken  Ox^  Oy,  Oz  nennt  man  die  „Coordinaten^ 
des  Punktes  P,  bezogen  auf  das  Coordinatensystem  0(XYZ), 

Denken  wir  uns  weiter  den  Punkt  P  sowohl,  als  auch  die  drei 
Coordinatenachsen  X,  Y^  Z,  sammt  den  Coordinaten  Xy  y,  z  des  Punktes  P 
auf  eine  beliebige  Ebene  B  durch  parallele  Strahlen  projiciert  und 
bezeichnen  wir  die  Projectionen  der  drei  Achsen  OXy  OY,  OZ  be- 
ziehungsweise mit  ox^  oy,  oz;  die  Projection  des  Punktes  P  mit  p, 
sowie  endlich  die  Projectionen  seiner  Coordinatenendpunkte  x,  y,  z  mit 
Px,  Pw  lind  p,. 

Die  Projectionen  o(x,yyZ)  nennen  wir  das  „Achsenkreuz^, 
p  die  „axonometrische^  Projection  des  Punktes  P  und  oi^o: y  oj?,, 
opg  dessen  „axonometrische^  Coordinaten. 

Die  Methode,  aus  den  letzteren  die  axonometrische  Projection 
des  Punktes  abzuleiten,  pflegt  man  y^Axonometrie^  zu  heißen. 

Jenachdem  das  Achsenkreuz  o(xyz)  als  orthographische 
oder  als  klinographische  Projection  der  Coordinatenachsen 
herrorgeht,  unterscheidet  man  die  orthographische  oder  die  klino- 
graphische Axonometrie. 

§.  390. 
Tragen  wir  auf  den  Coordinatenachsen  OX^  OY,  OZ  drei 
gleiche  Strecken,  deren  Größe  wir  als  Einheit  voraus- 
setzen wollen,  auf,  so  werden  die  Projectionen  derselben  in  Bezug 
auf  die  Ebene  JS,  welche  im  allgemeinen  in  verschiedenen  Größen 
erscheinen,  die  „axonometrischen  Einheiten^  genannt. 

Peichka,  Dantellende  n.  projeeiire  Geometrie.  25 
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Sind  diese  Einheiten  sämmtlich  von  einander  verschieden,  so 
heißt  die  so  entstehende  axonometrische  Projection  eine  „triaie- 
trische^;  haben  zwei  derselben  eine  gleiche  Länge,  so  heißt  die  Pro- 
jection eine  „dimetrische^  und  sind  alle  drei  Achsenprojectionen 
einander  gleich,  eine  ^isometrische^« 

§.  391. 

Die  erste  Frage,  welche  wir  zu  beantworten  haben  werden, 
wird  die  sein,  in  welchem  Verhältnisse  das  Achsenkreuz,  die 
axonometrischen  Maßstäbe,  der  Normalmaßstab  (die  wahre 
Größe  der  Einheit),  sowie  die  Lage  des  Projectionsstrahles 
gegen  die  Projectionsebene  und  das  Coordinatensystem, 
zu  einander  stehen. 

Es  fragt  sich  also,  ob  in  dem  Falle,  wenn  die  Winkel,  welche 
die  Geraden  des  Achsenkreuzes  o  {xyz)  einschließen,  gegeben  sind, 
das  gegenseitige  Verhältnis  der  axonometrischen  Maßstäbe  bereits  be- 
stimmt ist  oder  umgekehrt;  und  ob  die  Lage  des  Projectionsstrahles 
oder  jene  des  Coordinatensystems  im  Baume  bestimmt  ist,  wenn  eine 
gewisse  Anzahl  der  vorangegebenen  Stücke  (Winkel  und  Strecken)  ge- 
geben sind,  und  so  weiter. 

Behufs  Beantwortung  der  aufgeworfenen  Fragen,  stellen  wir 
folgende  Untersuchung  an. 

Es  seien  ox,  oy^oe  drei  in  dem  Punkte  o  (Taf.  XXV,  Fig.  422) 
unter  beliebigenWinkeln  zusammenstoßende  Geraden,  auf  welchen 

wir  die  ebenfalls  ganz  willkürlich  gewählten  Strecken  ox^  oy,  oe 
auftragen. 

Die  anzustellenden  Untersuchungen  werden  sich  vor  allem  mit 
der  Ermittlung  zu  beschäftigen  haben,  ob  o  {xyz)  ein  Achsenkreuz 
sein  könne,  dessen  axonometrische  Einheiten  oder  Maßstäbe  beziehungs- 
weise den  Strecken  ox^  oy^  und  ob  gleich  sind  oder  mit  anderen 
Worten,  es  wird  sich  zunächst  darum  handeln,   zu  bestimmen,    ob  es 

zulässig  sei,  die  Strecken  ox^  oy  oz  als  die  Parallelprojectionen 
dreier  auf  einander  senkrecht  stehender  und  gleichzeitig  gleich  langer 
Geraden  zu  betrachten'). 

Um  diesbezüglich  möglichst  einfach  zu  einem  endgiltigen  Schlüsse 
zu  gelangen,  wollen  wir  einstweilen  annehmen^  dass  o  {xyz)  wirklich 
die  Parallelprojection  eines  solchen  Systemes  gleicher  Strecken  dar- 
stelle. 


')  Peschka,  Sitzungsberichte  der  kais.  Akademie  der  Wissenschaften.  Wien. 
Band  hXXXVIII.  Jahrgang  1878. 
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Gelingt  es,  an  dem  Gebilde  o  (xyjg)  gewisse  Yeränderungen  vor- 
zunehmen,  welchen  im  Räume  bloße  Lagenveränderungen  des  voraus- 
gesetzten Systems  bezQglich  der  Bildebene  entsprechen,  ohne  dass  hie- 
durch  die  gegenseitige  Lage  der  einzelnen  Theile  eine  Veränderung 
erfährt,  und  werden  wir  durch  diese  Operationen  auf  ein  Gebilde  ge- 
führt, welches  leicht  und  mit  voller  Berechtigung  als  die  Parallel- 
projection  eines  Coordinatensystems  von  gleichen  Strecken  erkannt 
werden  kann,  so  wird  hiedurch  zweifelsohne  die  obige  Voraussetzung,  ^die 
muthmaßlich  ausgesprochene  Möglichkeit^  zur  vollen  Gewissheit  werden. 

Zwei  Veränderungen  eines  räumlichen  Gebildes,  welche  an  den 
Projectionen  des  Gebildes  mit  Leichtigkeit  graphisch  ausgeführt  werden 
könneji,  sind  uns  bereits  bekannt.  Es  sind  dies  die  Parallel  Ver- 
schiebung und  die  Drehung. 

Es  ist  unschwer  einzusehen,  dass,  unter  Voraussetzung  paralleler 
Projectionsstrahlen ,  einer  Parallelverschiebung  des  räum- 
lichen Objectes  gleichfalls  nur  eine  Parallelverschiebung 
der  Projection  entspricht,  und  dass  sich  hiebei  weder  die  Größe 
noch  die  Gestalt  der  letzteren  ändert« 

Anders  dagegen  verhält  es  sich  mit  der  Drehung  des  räum- 
lichen Gebildes.  Derselben  entspricht  im  allgemeinen  immer  eine 
Form*  und  Größen  Veränderung  der  zugehörigen  Projection. 

Wir  wollen  denmach  diesfalls,  behufs  Erreichung  des  vorgegebenen 
Zweckes  die  Form  des  Achsenkreuzes  o(xyB)  durch  zweckentspre- 
chende Drehungen  möglichst  zu  vereinfachen  suchen. 

Denken  wir  uns  demgemäß  die  Coordinatenachse  OX  des  vor- 
ausgesetzten Coordinatensystems  als  Drehungsachse  angenommen,  so 
wird  dieselbe  bei  der  Drehung  ungeändert  bleiben,  und  wird  selbst- 
verständlich das  Gleiche  auch  von  ihrer  Projection  ox  gelten. 

Jeder  andere  nicht  in  der  Drehungsachse  liegende  Punkt  im 
Baume  wird,  wie  bekannt,  bei  dieser  Drehung  einen  Kreis  beschreiben, 
dessen  Ebene  auf  der  Drehungsachse  senkrecht  steht,  dessen  Mittelpunkt 
der  Schnitt  der  Drehungsebene  mit  der  Drehungsachse  ist,  und  dessen 
Badius  der  Entfernung  des  zu  drehenden  Punktes  von  der  Drehungs- 
achse gleichkommt,  also  mit  der  Entfernung  des  zu  drehenden  Punktes 
von  dem  genannten  Ereismittelpunkte  übereinstimmt. 

Es  wird  somit  der  Endpunkt  Y  (im  Baume)  der  Strecke  OY  bei 
der  Drehung  um  OX  einen  Kreis  beschreiben,  dessen  Ebene  mit  der 
Coordinatenebene  OYZ  zusammenfällt,  dessen  Mittelpunkt  also  un- 
mittelbar in  0  liegt  und  dessen  Badius  der  Strecke  OY  gleich  ist. 

Den  nämlichen  Kreis  beschreibt  aber  auch  der  Endpunkt  Z,  da 
seine  Drehungsebene  ebenfalls  die  Coordinatenebene  OYZ,  sein  Mittel- 
st* 
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punkl  0  und  sein  Drehungsradius  OZ^  der  gemachten  Voraussetzung 
zufolge,  gleich  OY  ist. 

Da  überdies  OT  und  OZ  (im  Baume)  aufeinander  senkrecht 
stehen,  also  zwei  rechtwinklige  Halbmesser  des  gemeinschaftlichen 
Drehungskreises  repräsentieren,  so  wird  es  uns  leicht  werden,  die 
Projection  des  letzteren  zu  bestimmen.  Besagte  Projection  wird  näm- 
lich jene  Ellipse  sein,  für  welche  die  angenommenen  Projeo- 
tionen  oy  und  oz  zwei  conjugierte  Halbmesser  darstellen. 

Denken  wir  uns  nun  die  beiden  Endpunkte  Y  und  Z  um  0  ge- 
dreht, so  werden,  nachdem  die  gegenseitige  Lage  derselben  ungeändert 
bleibt,  die  Geraden  OY  und  OZ  (im  Baume)  in  jedem  Momente  der 
Drehung  einen  rechten  Winkel  bilden,  u  nd  deren  Projectionen  folglich 
als  conjugierte  Halbmesser  der  durch  oy  und  ojs  (Fig.  422)  gege- 
benen Ellipse  erscheinen. 

Ersetzen  wir  demnach  die  conjugierten  Halbmesser  oy  und  oz, 
durch  ein  anderes  Paar  conjugierter  Halbmesser,  so  wird  hiedurch 
eine  Veränderung  an  der  Projection  vollzogen ,  welcher  räumlich  eine 
Drehung  des  Achsensystemes  um  die  Achse  OX  entspricht. 

um  das  Achsenkreuz  o  {xye)  zu  vereinfachen,  nehmen  wir  das 
neue  Paar  conjugierter  Halbmesser  {py^,  oe^)  derart  an,  dass  der  eine 
Halbmesser  oy^  in  die  Verlängerung  von  ox  fällt. 

Die  Länge  und  Lage  der  genannten  Geraden  kann  man  dadurch 
bestimmen,  dass  man  die  vorher  bezeichnete  Ellipse  (oy,  ob)  als  affin 
mit  einem  Kreise  K^  betrachtet,  wobei  die  Tangente  A  der  Ellipse 
im  Punkte  z  als  Affinitätsachse  genommen  wird. 

Wären  wir  nunmehr  im  Stande  durch  directe  Anschauung  zu 
erkennen  oder  durch  einfache  geometrische  Betrachtungen  nachzu- 
weisen, dass  0  {xy^z^)  die  Projection  eines  Sjstemes  von  drei  auf- 
einander senkrecht  stehenden  und  gleich  langen  Strecken  darstellen, 
so  wäre  hiedurch  sichergestellt,  dass  auch  das  ursprüngliche  Gebilde 
0  (xyz)  die  Projection  eines  solchen  Systemes  repräsentiere. 

Da  dies  jedoch  nach  dem  bisher  Vorliegenden  noch  nicht  möglich 
ist,  nehmen  wir  eine  zweite  Drehung,  und  zwar  um  die  Achse  OZ^  vor. 
Dabei  wird  offenbar  die  Projection  oz^  ungeändert  bleiben,  während 
die  beiden  in  eine  Gerade  fallenden  Projectionen  ox  und  oy^  ihre 
Länge  verändern  werden. 

Nachdem  weiter  die  Drehung  der  Achsen  0  X  und  0  Y^  (im  Baume) 
in  einer  projioierenden  Ebene  erfolgt,  sind  wir  veranlasst,  nachstehende 
Hilfsbetrachtung  anzustellen. 

Denken  wir  uns  in  einer  Ebene,  welche  zum  Projectionsstrahle 
parallel  ist  und  die  Projection  sebene  in  der  Geraden   E   (Taf.  XXV, 
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Fig.  424)  schneidet,  einen  rechten  Winkel  von  gleich  langen  Schenkeln 
OX  und  Or,  um  seinen  Scheitel  0  gedreht»  und  suchen  wir  jene 
Beziehungen,  welche  zwischen  den  Projectionen  dieser  Schenkel  statt- 
finden. Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  die  Ebene  E  in  die  Bild- 
ebene umgelegt. 

Bezeichnen  wir  die  Länge  der  Schenkel  OX  und  OY^  mit  l; 
den  Winkel,  welchen  dieselben  mit  der  Richtung  der  Projections- 
strahlen  einschließen  mit  a  resp.  90"  —  a,  und  die  Neigung  der 
Projectionsstrahlen  gegen  E  mit  cd,  so  ist 

V       ,     sin  a  ,  xr        l  cos  a 

OX  =  aX  =  1 .  — :    oy.  =oY.=  ~, — , 

stn  (ö'       ^'  '        sm  G)^ 

daher 

—  J« 

d.  h.  der  vorstehende  Ausdruck  ist  fflr  einen  bestimmten  Winkel  cd 
constant. 

Man  ersieht  hieraus,  dass  für  eine  und  dieselbe  Richtung  des 
Projectionsstrahles  die  Längen  der  Strecken  ox  und  oy^  für  jeden 
Moment  der  Drehung  bestimmt  werden  kennen,  vorausgesetzt  dass 
ihre  Längen  für  irgend  eine  Lage,  wie  etwa  ox  und  oy^  (Taf.  XXY, 
Fig.  422),  gegeben  sind. 

Bildet  man  aus  diesen  Längen  als  Katheten,  ein  rechtwinkliges 
Dreieck   xorj    (Taf.  XXV,  Fig.  422),    so  stellt  die   Hypotenuse  r^x 

die  Quadratwurzel  jener  Constanten  (^j-^«)  vor. 

'  Denkt  man  sich  ferner  den  Winkel  xoy^  so  lange  gedreht,  bis 
beispielsweise  der  eine  Schenkel  o  y^  parallel  zum  projicierenden  Strahle 
wird,  so  wird  dessen  Projection  ein  Punkt,  während  die  Länge  der 
Projection  ox^  des  andern  Schenkels  ox,  damit  obige  Gleichung  er- 
füllt werde,  gleich  - —  =  xti  werden  muss. 

Auf  diese  Weise  gelangen  wir  zu  einem  neuen  Achsenkreuze 
0  {x^y^j8^)y  dessen  eine  Strecke  oy^  gleich  Null  ist,  welchem  also  das 
vorausgesetzte  Achsensjstem  in  einer  solchen  Lage  entspricht,  dass 
die  eine  Coordinatenachse  OY  parallel  zum  Projectinonsstrahle  wird. 

Nehmen  wir  endlich  noch  eine  dritte  Drehung  vor,  und  zwar 
eine  Drehung  um  die  letztgenannte  projicierende  Achse  OY. 

Die  Endpunkte  X^  und  Z^  der  beiden  anderen  Achsen  werden, 
sowie  bei  der  ersten  Drehung  einen  und  denselben  Kreis  beschreiben, 
dessen  Projection  jene  Ellipse  sein  wird,  deren  conjugierter  Halbmesser 
ox^  und  oz^  sind. 
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Ersetzen  wir  diese  conjugierten  Halbmesser  ox^  und  ojg^  durch 
ein  anderes  Paar  conjugierter  Halbmesser,  so  entspricht  dieser  Än- 
derung eine  Drehung  des  Coordinationssystems  um  die  Achse  OY, 

Wir  wollen  aber  insbesondere  für  die  obbezeichneten  conjugierten 
Halbmesser  der  Ellipse  die  Achsen  ox^  und  0£i^  substituieren,  deren 
Lage  und  Länge  auf  bekannte  Weise  mittelst  eines  affinen 
Kreises  K^  erhalten  werden,  indem  wir  die  Tangente  J.^  der  Ellipse 
im  Punkte  js^  als  Affinitätsachse  wählen. 

Nunmehr  kann  leicht  dargethan  werden,  dass  das  Achsenkreuz 
0  (x^y^z^  in  der  That  die  Projection  eines  Systemes  dreier 
aufeinander  senkrecht  stehender,  gleich  langer  Geraden 
darstellt 

Es  erübrigt  nämlich  nur  noch  der  NachKeis,  dass  ox^z^  die 
Projection  eines  rechten  Winkels  mit  gleich  langen 
Schenkeln  unter  der  Voraussetzung  sei,  dass  die  Ebene  dieses 
rechten  Winkels  zur  Richtung  der  Projectionsstrahlen  senk- 
recht stehe. 

Besonders  bemerken  wollen  wir  diesfalls  noch,  dass  die  Projection 
des  genannten  rechten  Winkels  selbst,  durch  einen  rechten  Winkel 
ox^z^   (Fig.  422)  dargestellt  erscheine. 

Wir  haben  nunmehr  zweierlei  zu  berücksichtigen.  Einerseits  sind 
ox^  und  oz^  als  die  Projectionen  gleich  langer  Strecken,  welche  auf 
der  Sichtung  des  Projectionsstrahles  senkrecht  stehen,  zu  betrachten 
und  andererseits  sind  ox^^  und  oz^  die  Achsen  jener  Ellipse,  welche 
sich  als  die  Projection  des  Drehungskreises  0  (X,  Z)  ergibt. 

Es  ist  nun  klar,  dass  o  x^ ,  als  die  kleine  Halbachse  der  besagten 
Ellipse,  die  Lage  jenes  Kreisdurchmessers  OX  im  Baume  vorstellt, 
dessen  Projection  die  kleinste  Länge  hat. 

Hieraus  folgt  mit  Berücksichtigung  des  ümstandes,  dass  OX 
gleichzeitig  auch  auf  dem  Projectionsstrahle  senkrecht  stehen  soll,  un- 
mittelbar, dass  OX  zur  Bildebene  parallel  sein  müsse,  also  gegen  den 
Projectionsstrahl  und  gegen  die  Bildebene  B  eine  derartige  Lage,  wie 
die  Gerade  OX^  (Taf.  XXV,  Fig.  425)  haben  werde. 

Eine  weitere  Folge  dieser  Eigenschaft  ist,  dass  die  Projection  ox^ 
(Taf.  XXV,  Fig.  422  und  425)  dieser  Achse  in  wahrer  Länge 
erscheinen  muss^  dass  also  ox^  die  wahre  Länge  der  drei-räum- 
liehen,  gleich  langen  Strecken,  also  auch  die  wahre  Länge 
von  oz^  darstellt. 

Die  Achse  OZ^  (Taf.  XXV,  Fig.  425)  muss  sowohl  auf  dem 
projicierenden  Strahle,  als  auch  auf  der  Geraden  OX,  senkrecht  stehen^ 
liegt  daher  mit  dem  durch  0  gehenden  projicierenden  Strahle  in  einer 
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zur  Bildebene  und  speciell  zur  Geraden  OX^  senkrechten  Ebene,  deren 
Bildfl&chtrace  gleichzeitig  die  Projection  ozo  ist. 

Es  wird  nunmehr  auch  keinerlei  Schwierigkeit  bieten,  aus  den 
bisher  bekannten  Daten,  die  Sichtung  des  Projectionsstrahles 
gegen  die  Bildebene  zu  bestimmen. 

Die  orthogonale  Projection  des  besagten  Strahles  auf  die  Bild- 
ebene ist  die  Gerade  oz^.  Die  Gerade  OZ^  (Taf.  XXV,  Fig.  425)  steht 
auf  dem  Projeetionsstrahie  senkrecht  und  ist  gleich  ox^^=  OX,.  Das- 
selbe gilt  demnach  auch  von  der  Geraden  oz^  welche  durch  o  parallel 
zu  OZa  gezogen  wird.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  ein  bei  z  recht- 
winkliges Dreieck,  desssen  Hypotenuse  05,  ist,  dessen  eine  Kathete 
zz^  den  projicierenden  Strahl  vorstellt,  und  dessen  andere  Kathete 
ojgr  =  OZg  gleich  ox^  ist. 

Die  Construction  dieses  Dreieckes  führen  wir,  um  die  Linien 
nicht  zu  häufen,  statt  in  (Taf.  XXV,  Fig.  422)  an  deren  Parallel- 
verschiebung (Taf.  XXV,  Fig.  423)  durch,  indem  wir  über  oz^^=:OZ^ 
einen  Halbkreis  beschreiben,  und  mit  jenem  Kreise,  dessen  Badius 
oäTj  =  OXj  ist,  aus  dem  Mittelpunkte  0  in  Z  durchschneiden. 

I  • 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  das  Dreieck  ZOZ^  in  seiner  üm- 
legung  um  oZg^  =  OZ^  und  mithin  in  dem  Winkel  q>  =z  ^  ZZ^O 
den  Neigungswinkel  des  Projectionsstrahles  gegen  die 
Bildebene. 

Fällen  wir  noch  von  Z  auf  OZ^  die  Senkrechte  ZZ'  und  be- 
trachten wir  dieselbe  als  „Distanz^,  so  stellt  ZZ'Z,  das  „Projec- 
tionsdreieck"  vor. 

Es  ist  hiemit  nachgewiesen,  dass  das  Gebilde  o  {x^y^z^)  in  der 
That  die  Parallelprojection  eines  Systems  von  drei  zu 
einander  senkrechten,  gleich  langen  Strecken  darstellt. 

Das  gleiche  gilt  somit  auch  von  all  den  vorhergehenden  Gebilden, 
aus  welchen  das  letzte  durch  successive  Drehungen  des  räum- 
lichen Gebildes  abgeleitet  wurde. 

TJm  sich  von  der  Richtigkeit  dieser  Behauptung  zu  überzeugen, 
hätte  man  nichts  anderes  zu  thun,  als  das  Achsenkreuz  o  {x^y^z^^ 
welches  als  Projection  eines  Coordinatensystems  gleicher  Länge  erkannt 
wurde,  wieder  durch  Drehungen  auf  die  ursprüngliche  Form  o  (xyz) 
zurückzuführen. 

Diese  wichtige  fundamentale  Beziehung,  welche  zuerst  von 
Pohlke  aufgestellt  wurde,  lässt  sich  in  folgendem  Satze,  welchen 
wir  den  „Pohlke'schen  Fundamentalsatz  der  Axonometrie^  nen- 
nen, aussprechen^^): 
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124.  yj  Zieht  man  in  einer  Ebene  von  einem  Punkte  o  atis 
unter  beliebigen  Witzln  drei  Geraden,  und  trägt  mam  a/uf  denselben 
vom  Punkte  o  aus,  beliebige  Strecken  ox,  oy  und  oe  auf,  so  können 
diese  letzteren  immer  ah  die  Parallelprojectionen  dreier  gleich  langer 
Strecken  im  Baume  betrachtet  werden,  welche  sich  in  einem  Punkte 
schneiden  und  wechselseitig  aufeinander  senkrecht  stehen.^ 

Selbstverständlich  ist,  dass  nicht  zu  gleicher  Zeit  zwei  der 
Winkel  oder  zwei  der  Strecken  gleich  Null  sein  dürfen. 

§.  392. 

Unter  den  verschiedenen  Beweisen,  welche  bisher  fQr  die  Richtig- 
keit des  Fohlke'schen  Satzes  geliefert  wurden,  dünkt  uns  unter  an- 
derem der  folgende,  von  dem  Erfinder  selbst  gegebene,  von  besonderem 
Interesse. 

Die  Beweisführung  gründet,  ähnlich  der  vorhergehenden,  auf  der 
Voraussetzung  der  Existenz  eines  Coordinatensjstems  im  Baume,  dessen 
Projection  das  gegebene  Achsenkreuz  ist  und  weist  schließlich  diese 
Annahme  als  gerechtfertigt  nach. 

Sei  0  {xyz)  (Taf.  XXV,  Fig.  426)  das  in  der  Bildebene  beliebig 
gewählte  Achsenkreuz. 

Verbinden  wir  die  Punkte  y  und  e  und  verlängern  die  Gerade  o  x 
bis  zum  Schnittpunkte  >H ...  (t»)  mit  der  Geraden  xy\  denken  wir  uns 
ferner  ein  System  gleich  langer,  wechselseitig  aufeinander  senkrechter 
Strecken  OX,OT,  OZ  (Taf.  XXVI,  Fig.  427)  in  allgemeiner  Pro- 
jection oder  einer  o-^o-tm^-Zeichnung  angenommen  und  untersuchen 
wir  ob  0  {xyz)  (Taf.  XXV,  Fig.  426)  als  die  Projection  eines  Gebildes 
angesehen  werden  könne,  welches  dem  Gebilde  0(XYZ)  (Taf.  XXVI, 
Fig.  427)  ähnlich  ist. 

Dies  vorausgesetzt,  kann  auch  durch  Umkehrung  des  Gesagten 
in  folgender  Weise  geschlossen  werden. 

Der  Pohlke'sche  Satz  wird  erwiesen  sein,  sobald  es  möglich  ist, 
mit  dem  Gebilde  0  (X  YZ)  (Taf.  XXVI ,  Fig.  427)  eine  gewisse 
Richtung  parallel-projicierender  Geraden,  und  eine  gewisse  Projections- 
ebene  derart  zu  verbinden,  dass  die  Projection  0  (XYZ)  dem  Gebilde 
0  (xyz)  ähnlich  wird. 

Stellen  wir  uns  zu  diesem  Behufe  vor,  der  Punkt  m  gehöre 
der  Geraden  yz  und  der  Punkt  n  der  Geraden  ox  an. 

Dem  Punkte  m  wird  sodann  auf  YZ  jener  Punkt  M  entsprechen, 
welcher  die  Strecke  YZ  innerhalb  der  Endpunkte  Y  und  Z  in  dem- 
selben Verhältnisse  theilt,  wie  der  Punkt  m  die  Strecke  yz.  Ferner 
wird   dem   Punkte   n  jener  Punkt  jY  auf  OZ  entsprechen   müssen, 
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welcher  die  Strecke  OX  außerhalb  der  Punkte  X  und  0  und  zwar 
auf  der  Seite  von  0  in  demselben  Verhältnisse  theilt,  wie  die  Strecke  o  x 
durch  n  getheilt  wurde. 

Es  ist  nun  klar,  dass  weil  die  Punkte  m  und  n  als  Projectionen 
zweier  verschiedenen  Punkte  im  Baume  zusammenfallen,  die  Ver- 
bindungslinie s  der  Punkte  M  und  N  die  relative  Lage  des  Pro- 
jectionsstrahles  gegen  das  System  0  (XYZ)  vorstellen 
müsse. 

Nachdem  somit  die  Sichtung  der  Projectionsstrahlen  bekannt 
ist,  wird  es  sich  nur  darum  handeln,  eine  Projections ebene  der- 
art zu  bestimmen,  dass  die  Projection  von  0  (X  YZ)  auf  diese  Ebene 
dem  Gebilde  o  {xyz)  ähnlich  werde,  oder  dass  das  Projectionsprisma, 
welches  von  den  drei  durch  X,  T,  Z  parallel  zu  s  gezogenen  Strahlen 
gebildet  wird,  durch  die  gesuchte  Ebene  in  einem  Dreiecke  geschnitten 
werde,  welches  dem  Dreiecke  xyz  ähnlich  ist.  Hiemit  ist  das  vor- 
liegende Problem  auf  die  Aufgabe  118)  zurückgeführt  und,  nachdem 
die  Möglichkeit  der  Lösung  dieser  letzteren  dargethan  wurde,  wird 
das  bereits  Nachgewiesene,  auch  auf  den  vorliegenden  Fall  angewendet, 
seine  Giltigkeit  beibehalten;  es  kann  sonach  auch  auf  diesem  Wege 
die  Richtigkeit  des  obigen  Satzes  als  erwiesen  angesehen  werden. 

§.  393. 

Für  die  Darstellung  technischer  Objecte,  wobei  es  sich  um  mög- 
lichste Klarheit  und  Deutlichkeit  der  Bilder  handelt,  sind  nament- 
lich die  folgenden  speciellen  Formen  des  Achsenkreuzes  von  Be- 
deutung. 

a.  Zwei  der  Achsen,  allenfalls  oz  und  ox  (Taf.  XXVI, 
Fig.  428)  haben  eine  gleiche  Länge  und  stehen  aufeinander 
senkrecht,  während  die  dritte  Achse  oy  gegen  ox  resp.  oz  unter 
beliebigem  Winkel  geneigt  ist,  und  als  axonometrische 
Einheit  eine  willkürliche  Länge  besitzt. 

In  diesem  Falle  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  beiden  Achsen 
ox  und  oz  parallel  zur  Bildebene  liegen,  und  daher  in  wahrer 
Größe  erscheinen  müssen.  Man  nennt  diese  Darstellungsform  die 
„klinographisch-dime  tri  sehe  Axonometrie^. 

h.  Zwei  der  Strecken,  beispielsweise  oo;  und  oz  (Taf.  XXVI, 
Fig.  429)  stehen  aufeinander  senkrecht,  und  alle  drei 
Strecken  sind  von  gleicher  Länge.  ^ 

Auch  diesfalls  sind  die  beiden  Achsen  OX  und  OZ  parallel 
zur  Bildebene;  die  drei  axonometrischen  Einheiten  jedoch  er- 
scheinen sämmtlich  inwahrerGröße. 
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Diese  Form  des  Achsenkreuzes  pflegt  man  die^klinographisch- 
isometrische  Axonometrie",  die  „Militair-"  oder  „Cavalier- 
perspectiye"  zu  nennen. 

Diese  isometrische  Projection  ist  für  die  Darstellung  gewisser 
technischer  Objecto  (Steinschnitt  u.  dgl.)  sehr  bequem,  und  auch  in- 
soferne  von  Wert,  als  alle  Dimensionen  des  dargestellten  Objectes 
direct  der  axonometrischen  Projection  in  wahrer  Größe  entnommen 
werden  können.  Auch  liefert  dieselbe  bei  ? oll  er  Richtigkeit  der 
Darstellung  übersichtliche  und  anschauliche  Bilder. 

Orthographische  Axonometrie. 

§.  394. 

Mit  Zugrundelegung  des  Pohlke'schen  Satzes  haben  wir  nach- 
gewiesen, dass  einem  beliebig  angenommenen  Achsenkreuze  eine,  aber 
auch  nur  eine  einzige  Bichtung  des  Projectionsstrahles 
entspricht. 

Wird  demnach  bezüglich  des  Projectionsstrahles  im  vorhinein 
irgend  eine  Voraussetzung  gemacht,  beispielsweise  etwa  die,  dass  die  Pro- 
jectionsstrahlen  senkrecht  zur  Bildebene  stehen  sollen,  so  ist  klar,  dass 
durch  die  getroffene  Wahl  des  projicierenden  Strahles  die  beliebige 
Annahme  des  Achsenkreuzes  entfällt,  dass  also  in  diesem  Falle 
zwischen  den  Winkeln  und  den  Strecken  des  Achsenkreuzes  bereits 
gewisse  anderweitige  Beziehungen  bestehen  müssen. 

Unsere  derzeitige  Aufgabe  besteht  demgemäß  darin,  diese  Be- 
ziehungen zu  ermitteln,  und  darauf  fußend,  aus  der  Anzahl  der  ge- 
gebenen Winkel  beziehungsweise  Strecken  des  Achsenkreuzes 
die  übrigen  zu  finden,  sowie  auch  weiter  die  Lage  des  Goor- 
dinatensystems  im  Baume  zu  bestimmen. 

Nach  dem  Pohlke'schen  Satze  ist  ein  Achsenkreuz  für  die 
klinographische  Axonometrie  durch  fünf  Stücke  vollkonmien 
festgestellt. 

Die  besagten  fünf  Bestimmungsstücke  sind  bekanntlich  die  drei 
Strecken  ox^  oy,  oe  und  die  zwei  Winkel  xoy  und  yoz  (der  dritte 
Winkel  zox  ist  hiedurch  selbstverständlich  schon  bestimmt). 

Durch  diese  Annahme  ist,  wie  wir  gesehen  haben,  auch  die 
Bichtung  des  projicierenden  Strahles  unzweideutig  fixiert. 

Wird  also  bezüglich  des  Projectionsstrahles  irgend  eine  „ein- 
fache*^ Bedingung  gestellt,  so  muss,  um  die  Aufgabe  möglich  zu 
machen,  eines  von  den  fünf  vorher  gegebenen  Stücken  unbestimmt 
gelassen  werden. 
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Wäre  beispielsweise  die  Größe  des  Winkels,  welchen  der 
projicierende  Strahl  mit  der  Bildebene  einschließt,  ge- 
geben, so  gilt  dies  als  eine  einfache  Bedingung  und  es  muss  daher 
entweder  eine  der  Strecken  oder  einer  der  Winkel  unbestimmt 
bleiben. 

Ist  aber  die  Richtung  des  Projectionsstrahles  gegeben 
d.  h.  ist  außer  der  Neigung  desselben  gegen  die  Bildebene  auch  noch 
die  Bichtung  seiner  Orthogonalprojection  auf  die  Bildebene  bestimmt, 
so  liegen  zwei  einfache  Bedingungen  vor  und  es  müssen  folglich 
von  den  Strecken  resp.  Winkeln,  zwei  Stucke  unbestimmt  bleiben; 
die  Aufgabe  ist  somit  durch  drei  Stücke  (Winkel  und  Strecken)  voll- 
ständig bestimmt. 

Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  es  sich  um  ^orthogonale  Axo- 
nometrie^ handelt,  d.  h.  wenn  die  Richtung  der  Projectionsstrahlen 
senkrecht  zur  Bildebene  gegeben  sind. 

§.  395. 

Inder  orthogonalen  Axonometrie  ist  mithin  das  Achsen- 
kreuz durch  drei  seiner  Stücke  festgestellt  und  zwar: 
ä)  durch  zwei  Winkel  und  eine  Achse; 
b),  durch  zwei  Achsen  und  einen  Winkel; 
c)  durch  alle  drei  Achsen. 

Wir  wollen  nun  fQr  jeden  einzelnen  dieser  soeben  angeführten 
Fälle  die  fehlenden  Stücke  graphisch  bestimmen^). 

§.  396. 

Im  ersten  Falle  sind  zwei  Winkel,  d.  h.  die  Richtungen 
oX,  oY  und  oZ  (Taf.  XXVI,  Fig.  430)  der  Achsen  und  eine 
Strecke,  etwa  ox  gegeben.  Zu  bestimmen  sind  sodann  die  beiden 
anderen  Strecken  oy  und  oz,  sowie  deren  wahre  Längen. 

Die  Coordinatenachsen ,  deren  Projectionen  oX  und  oY  sind, 
liegen  in  einer  Ebene,  welche  zu  der  dritten  Achse  senkrecht  steht. 
Die  Trace  e^  dieser  Ebene  muss  demnach  auf  der  orthogonalen  Pro- 
jection  oZ  der  dritten  Achse  senkrecht  stehen. 

Denken  wir  uns  nun  die  Geraden  oX  und  oF  um  die  Trace  e^ 
ihrer  Ebene  in  die  Bildebene  umgelegt. 

Um  letzteres  zu  vollführen,  haben  wir  bloß  zu  berücksichtigen, 
dass   einerseits   die  Punkte  d,  und  d^,    in    welchen  o  Y  und  o  X  die 


')  Peschka,  graphische  Lösung  der  axonometrischen  Probleme.    Zeitschrift 
deutscher  Ingenieure.  Berlin  1875.  bd,  XIX. 
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Trace  6§  treffen,  bei  der  ümlegang  ungeändert  bleiben,  und  dass 
andererseits  die  Geraden  oX  und  o  Y  im  Baume,  also  auch  nach  ihrer 
ümleguDg,  aufeinander  senkrecht  stehen,  der  umgelegte  Punkt  Oo 
demnach  auf  dem  über  d^  d^  als  Durchmesser  beschriebeneo  Kreise  K^ 
liegen  muss.  Ferner  wird  der  Puukt  o^  in  der  von  seiner  Projection 
0  auf  die  Trace  e^  senkrecht  gezogenen  Geraden,  also  im  Schnitte 
dieser  mit  dem  vorgenannten  Kreise  K^  liegen  müssen. 

Man  erhält  somit  die  beiden  um  e^  umgelegten  Achsen  in  ^^0f^ 
und  dt^OQ  dargestellt. 

Der  Endpunkt  x  der  Achse  oX  wird  nach  der  ümlegung  um  e^ 
in  ö^Oq  liegen,  und  zwar  wird  sich  derselbe  als  Schuittpunkt  z^^  von 
d,  Oq  mit  der  von  x  auf  e^  senkrecht  geführten  Geraden  xx^  ergeben. 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  in  o^^x^  bereits  diewahreLängel 
der  drei  Achsen. 

Mit  Zuhilfenahme  der  festgestellten  wahren  Achsenlänge  ist  es 
nun  auch  leicht  möglich,  die  beiden  anderen  Strecken  oy  uud  o^er  zu 
erhalten.  Übertragen  wir  nämlich  die  Strecke  0^x^  =  1  auf  die  Gerade 
OqÖ^  nach  o^yQ,  so  stellt  y^  offenbar  den  umgelegten  Endpunkt  der 
Achse  oF  dar,  während  sich  die  Projection  y  dieses  Punktes  im 
Schnitte  von  oY  mit  der  durch  y^  zu  e^  gezogenen  Senkrechten 
ergibt. 

Der  Endpunkt  0  der  dritten  Achse  oZ  wird  in  analoger  Weise 
erhalten,  wenn  man  entweder  die  Achsen  oX  und  oZ  um  die  Trace  e„^ 
welch'  letztere  durch  *j  senkrecht  zu  0  F  gezogen  wurde ,  in  die 
Bildebene  umgelegt  oder  wenn  man  die  Achsen  0  Z  und  0  Y  durch 
ümlegung  um  die  Trace  e^,  die  durch  d^  senkrecht  zu  oZ  geführt 
wurde,  beziehungsweise  in  die  Lagen  von  8^0"^  und  d^o"  bringt  und 
dann  so  wie  vorher  verfährt. 

Zu  bemerken  ist  hiebei  noch,  dass  durch  die  Annahme  der 
Trace  e^  bereits  die  sämmtlichen  Durchstoßpunkte  d,,  d^  und  d^  der 
drei  Achsen  oX^  oY  und  oZ  mit  der  Bildebene  bestimmt  sind..  Denn 
d^  und  d,  ergeben  sich  unmittelbar  im  Schnitte  der  Trace  e^  mit  den 
Geraden  oX  und  oF,  während  ^3  direct  im  Schnittpunkte  der  Ge- 
raden oZ  mit  der  durch  8^  zn  oY  senkrecht  gezogenen  Trace  e„  er* 
halten  wird. 

Die  Trace  e^  jener  Ebene,  welche  die  Achsen  0  Y  und  0  Z  ent- 
hält, ergibt  sich  nunmehr  als  gerade  Verbindungslinie  der  Durch- 
stoßpunkte d,  und  ^3.  Besagte  Trace  e^  soll  aber  zu  oX  normal  sein. 
Dies  ist  auch  in  der  That  der  Fall  \   denn   in  dem  Dreiecke   d,  d^  8^ 
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sind  oY  und  oZ  zwei  Höhen,  es  muss  demnach  oX  die  dritte  Höhe 
sein  and  folglich  oX  z\x  e^  senkrecht  stehen. 

§.  397. 

Das  Achsenkreuz  sei  nun  durch  zwei  Strecken  0:2;  und 
oy  (Taf,  XXVI,  Fig.  431)  und  den  Winkel  xoy,  welchen  jene 
Strecken  einschließen,  gegeben.  Zu  bestimmen  ist  die  Lage  und 
Länge  der  dritten  Strecke  ojer,  sowie  die  wahre  Länge  der  Achsen. 

Zunächst  setzen  wir  voraus,  dass  der  Punkt  0  mit  seiner  Pro- 
jection  0  zusammenfalle,  dass  also  0  selbst  in  der  Bildebene  liege. 
Hiedurch  wird  die  Allgemeinheit  der  Aufgabe  nicht  im  mindesten  be- 
einträchtigt, indem  diese  Bedingung  durch  eine  entsprechende  Pa- 
rallelverschiebung  des  räumlichen  Achsensystems  längs 
des  Projectionsstrahles  immer  erreicht  werden  kann. 

Der  Voraussetzung  gemäß  sind  ox  und  oy  die  Projectionen 
zweier  aufeinander  senkrecht  stehender  Qeraden  von  gleicher  Länge, 
nämlich  der  beiden  Achsen  OX  und  OY  im  Baume. 

Die  durch  die  conjugierten  Halbmesser  ox  und  oy  bestimmte 
Ellipse  ist  mithin  die  orthogonale  Projection'  jenes  Kreises  K  im 
Baume,  dessen  Mittelpunkt  0  ist,  und  welcher  durch  die  Punkte  X 
und  Y  geht. 

Bestimmen  wir  die  Hauptachsen  og  und  01}  dieser  Ellipse,  indem 
wir  dieselbe  als  Affinfigur  zu  einem  Kreise  Kq  von  dem  Badius  o^y 
=  ox  betrachten,  welcher  die  Ellipse  in  y  berührt,  so  wird  die  ge- 
meinschaftliche Tangente  Ä  im  Punkte  y  (parallel  zu  ox)  die  Affi- 
nitätsachse vorstellen. 

Die  Bichtung  der  Affinitätsstrahlen  ist  somit  oo^,  und 
die  Hauptachsen  sind  jene  Geraden,  welche  sich  als  Verbindungslinien 
von  0  mit  denjenigen  Punkten  d^  und  d,  ergeben,  in  welchen  der  durch 
0  und  Oq  gehende  Hilfskreis  K\,  dessen  Mittelpunkt  auf  Ä  liegt, 
die  Affinitätsachse  Ä  schneidet. 

Die  den  Achsen  od^  und  od,  affinen  Kreisdurchmesser  sind  o^d^ 
und  Ogd,  und  die  Endpunkte  |  und  17  der  Halbachsen  sind  die  den 
Endpunkten  1^  und  %  der  Kreisdurchmesser  o^d^  und  o^d,  affin 
entsprechenden  Punkte,  so  dass  wir  in  o|  und  ori  die  Halb- 
achsen der  Ellipse  o{xy)  sowohl  der  Länge  als  auch  der 
Lage  nach  erhalten. 

Da  nun  die  Ellipse  0  (xy)  oder  0  (^rf)  die  orthogonale  Projection 
eines  Kreises  ist,  so  muss  bekanntlich  die  Bildfiächtrace  e,  zur  großen 
Achse  der  Ellipse,  d.  h.  zu  o§  parallel  sein. 


398 

Nachdem  aber  vorausgesetzt  wurde,  dass  der  Puakt  o  in  der 
Bildebene  liege,  so  ßUt.  unmittelbar  die  Trace  e,  der  Ereisebene  mit 
o|  zusammen,  woraus  auch  sofort  hervorgeht,  dass  og  die  wahre 
Länge  von  ox  und  oy  darstelle. 

Denn  og  ist  der  in  der  Bildflächtrace  eg  liegende  Badius  des 
Kreises  0  (XIT),  erscheint  somit  in  wahrer  Länge. 

Der  Neigungswinkel  Uh  der  Ereisebene  gegen  die  Bild- 
ebene ergibt  sich  ebenso  einfach,  wenn  wir  beachten,  dass  die  kleine 
Halbachse  ori  die  Projection  des  zur  Bildflächtrace  e,  senkrechten 
Ereisradius  vorstellt. 

Legen  wir  demnach  diesen  Ereisradius  um  seine  Projection  oij 
nach  oa^  um,  so  wird  öao  =  o6  gleichzeitig  die  Hypotenuse  eines  recht- 
winkligen Dreieckes  oa^ri  darstellen,  in  welchem  der  der  Eathete  017 
anliegende  Winkel  a^ori  den  gesuchten  Neigungswinkel  n^  liefert. 

Die  Projection  og  der  dritten  Achse  ist  zur  Trace  e,  der  Ebene 
der  beiden  anderen  Achsen  oy  und  ox  senkrecht. 

Die  Achse  oZ  im  Baume  schließt,   da  sie  auf  der  Ebene  XoY 
senkrecht  steht,    mit   der  Bildebene  einen  Winkel   ein,    welcher   den 
Winkel  n^  zu  einem  rechten  ergänzt. 

Wir  erhalten  demgemäß  die  um  ihre  Projection  oz  umgelegte 
Achse  in  oy^  senkrecht  zu  oa^.  Die  wahre  Länge  oy^  derselben 
ist  bekannt,  denn  es  ist  selbstverständlich  o^^  =  occq  =  o|  und  ergibt 
sich  somit  die  gesuchte  Projection  oe  durch  Zurückführung  des 
Punktes  y^  nach  z^  womit  das  Achsenkreuz  o{xyz)  vollständig 
bestimmt  ist. 

§.  398. 

Construction  des  Achsenkreuzes  wenn  alle  drei 
Strecken  ox,  oy,  ojs  (Taf.  XXVI,  Fig.  432)  ihrer  Länge  nach 
gegeben  sind. 

Zu    diesem  Zwecke    nehmen    wir    unmittelbar    die    Strecke  00 

(Taf.  XXVI,  Fig.  433)  gleich  der  gegebenen  Strecke  öz  (Taf.  XXVI, 
Fig.  432)  als  die  Projection  der  einen  Achse  an,  wobei  wir  wieder 
voraussetzen  wollen,  dass  der  Punkt  Ödes  räumlichen  Achsen- 
Systems  in  der  Bildebene  liege  und  demnach  mit  seiner  Projection  0 
zusammenfalle. 

Die  Trace  eg  der  Ebene  der  beiden  anderen  Achsen  0  X  und  0  T 
ist  sodann  jene  Gerade,  welche  durch  0  senkrecht  zu  o;er  gezogen 
werden  kann. 

Es  wird  sich  nun  darum  handeln  die  beiden  Achsen  oX  und  oT 
in  dieser  Ebene  e,   deren  Neigung   gegen   die  Bildebene   bisher  noch 
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unbekannt  ist,  so  zu  bestimmen,   dass   ihre  Projectionen    den  ge- 
gebenen Strecken  ox  und  oy  (Taf.  XXVI,  Fig.  432)  gleich  sind. 

Betrachten  wir  zu  diesem  Behufe,  wenn  auch  nur  für  einen 
Augenblick,  die  zur  vorhergehenden  Aufgabe  gehörige  Figur  431. 

Die  Strecken  ox  und  oy  (Taf.  XXVI,  Fig.  431)  bestimmen 
als  conjugierte  Halbmesser  eine  Ellipse,  deren  Halbachsen  o§  und  017 
sind.  Es  ist  sonach: 

Vx^  J^Ty"^  =  öf  +  öri^ 1) 

Aus  den  beiden  congraenten  Dreiecken  oa^ri  und  y^oz  folgt 
ferner,  dass 

o'n  =  ^n 

und  daher 

oe^  =  ol^  —ori^ 2) 

Durch  Addition  von  1)  und  2)  erhält  man 

2Ö1«  ==  ö^«  +  ö^«  +  ö^« 3) 

d.  h.    das   doppelte  Quadrat   der   wahren  Achsenlänge  ist 
gleich  der  Quadratsumme  der  drei  Achsenprojectionen. 

Denken  wir  uns  demnach  ein  rechtwinkliges  Dreieck  abc 
(Taf.  XXVI,  Fig.  434)  construiert,  in  welchem  ab  =  ox  und  hc  =  oy 
ist,  so  wird: 

ac  =zV  ab^  -f-  hc^  =  vox^'\-oy^. 

Verzeichnen  wir  weiters  das  rechtwinklige  Dreieck  acd,  in 
welchem  cd  gleich  oz  ist,  so  wird:    • 

ad  =  Väb^  +  5c'  -f  cd^  =  Vöx^  +  0»'  +  oe". 
Construiert  man   endlich   über  ad  ^=  ad^    als  Hypotenuse   das 
rechtwinklige  gleichschenklige  Dreieck  ad^e^  so  ist: 

1/  ox  -^-oy  -\-  oz  j. 

ae:=ae^=i  y    1 =o|. 

Nachdem  somit  die  wahre  Länge  der  Achsen  festgestellt 
wurde,  kann  man  die  Gerade  oz  (Taf.  XXVI,  Fig.  433)  um  ihre  Pro- 
jection  nach  oy  umlegen,  wobei  selbstverständlich  oy  =  oj  =  a«  und 
zy  senkrecht  zu  o;er  ist. 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  den  Winkel  yoz,  welchen  die 
Achse  oZ  mit  der  Bildebene  einschließt;  der  Gomplement- 
winkel  n^  desselben,  ist  sodann  der  Neigungswinkel  der  Achsen- 
ebene XoF  gegen  die  Bildebene. 

Verfolgen  wir  die  in  Taf.  XXVI,  Fig,  431  erzielten  Kesultate 
weiter,  so  finden  wir,  dass  sich  die  kleine  Halbachse  ori  aus  0  (x^  ==  0 1 
vermittelst  der  Senkrechten  a^rj  ergab. 


400 

Übertragen  wir  dies  auf  Taf;  XXVI,  Fig.  433,  so  erhalten  wir 
die  Halbachsen  og  und  ori  jener  Ellipse,  deren  conjugierte  Halbmesser 
ox  und  oy  sein  müssen. 

XTm  die  Lage  von  ox  zu  finden,  d.  h.  um  denjenigen  Halb- 
messer der  Ellipse  zu  bestimmen,  welcher  gleich  ox  ist,  denken  wir 
uns  aus  dem  Mittelpunkte  o  der  Ellipse  die  Kreise  £j,  K^  und  K^ 
beschrieben,  deren  Badien  beziehungsweise  gleich  oo;,  o|  und  oi^  sind, 
beschreiben  ferner  über  |(o  einen  Halbkreis,  welcher  den  Kreis  K^ 
in  A  trifft;  und  zeichnen  das  rechtwinklige  Dreieck  ^(oX.  Dieses  Drei- 
eck ^(oX  drehen  wir  um  o  so  lange,  bis  die  Seite  ^A  =  ^^r^  zu  e, 
senkrecht  wird,  also  in  die  Lage  ^'x  übergeht.  In  dieser  Lage  gehört, 
wie  aus  einer  populären  EUipsenconstruotion  bekannt  ist,  der  Punkt 
X  Oder  x^  sowohl  dem  Kreise  K^  als  auch  der  Ellipse  o  ($  ij)  an,  d.  h. 
ox  ist  der  gesuchte  Halbmesser  der  Ellipse,  und  somit  die  verlangte 
Achse  ox  des  Achsenkreuzes  o  (xye). 

In  ganz  gleicher  Weise  verfilhrt  man,  um  die  Achse  oy  zu  er- 
mitteln. Hiernach  ist  das  Achsenkreuz  o  {xye)  dargestellt  und  voll- 
kommen bestimmt. 

§.  399. 

Haben  zwei  der  Achsenprojectionen  eine  gleiche 
Länge,  so  nennt  man  das  Achsenkreuz  ein  „orthogonal  di- 
metrisches  Achsenkreuz^  und  die  Projection  „orthogonal 
dimetrische  Axonometrie^. 

Sind  alle  drei  Achsenprojectionen  von  gleicher  Länge, 
so  heißt  das  Achsenkreuz  ein  „orthogonal  isometrisches'^ 
und  die  Projection  eine  „orthogonal  isometrische  Axono- 
metrie". 

Obwohl  es,  mit  Zugrundelegung  der  vorausgeschickten  Achsenkreuz- 
Bestimmung,  keinerlei  Schwierigkeit  unterliegen  kann,  das  Achsen- 
kreuz auch  unter  den  letzgestellteu  Bedingungen  zu  construieren, 
mögen  denn  doch  für  die  dimetrische  und  isometrische  Pro- 
jection noch  besondere  „directe  Methoden"  angegeben  werden. 

§.  400. 

Es  seien  \p  {x,  y,  z),  o'  {x\  y\  z*)]  (Taf.  XXVI,  Fig.  435) 
beziehungsweise  die  verticale  und  horizontale  Projection  eines  gleich- 
schenkligen Goordinatensystems,  wobei  wir,  der  Einfachheit 
wegen,  voraussetzen  wollen,  dass  der  Ursprung  {po^  in  der  Grund- 
linie gg  und  die  Achse  oz  unmittelbar  in  der  verticalen  Projections- 
ebene  (Bildebene)  liege. 
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Drehen  wir  dieses  Achsensystem  um  die  Grundlinie  gg  so  lange 
bis  in  Bezug  auf  die  Verticalebene  die  Projectionen  von  (oa?,  occf) 
und  {pz^  0^)  in  gleicher  Länge  erscheinen  oder  mit  anderen  Worten, 
betrachten  wir  die  verticale  Projectionsebene  als  Bildebene  und  drehen 
wir  das  Achsensystem  o  {xy  z)  um  die  Grundlinie  -gg  so  lange,  bis 
wir  ein  dimetrisches  Achsenkreuz  erhalten.  Bei  dieser  Drehung 
werden  die  Endpunkte  {xxf)^  {yy*)  und  {zz')  Kreise  beschreiben,  deren 
Ebenen  zur  Grundlinie  senkrecht  stehen. 

Die  verticalen  Projectionen  x  und  z  werden  mithin  vor  und 
nach  der  Drehung  in  der  nämlichen  zur  Grundlinie  senkrecht  stehen- 
den Geraden  liegen. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  die  orthogonalen  Projectionen  zweier  gleich 
langen  Geraden,  wie  es  ox  und  oz  sind,  in  Bezug  auf  dieselbe  Ebene 
nur  dann  gleiche  Längen  besitzen  können,  wenn  sie  gegen  die  Bild- 
ebene gleich  geneigt  sind,  oder  im  vorliegenden  Falle,  wo  sich  die 
beiden  Geraden  in  einem  Punkte  o  der  Bildebene  schneiden,  wenn  die 
gerade  Verbindungslinie  der  beiden  anderen  Endpunkte  x  und  z  eine 
zur  Bildebene  parallele  Lage  annimmt. 

Das  vorliegende  Problem  ist  somit  auf  das  folgende  reduciert. 

Das  System  o  (xyz)  ist  um  die  Grundlinie  so  lange  zu  drehen, 
bis  die  Gerade  {xZy  x'z')  zur  Bildebene  (verticalen  Projectionsebene) 
parallel  wird. 

Um  das  Gesagte  constructiv  durchzuführen,  ist  nur  zu  berück- 
sichtigen, dass  die  Ereuzrissprojection  einer  zur  Bildebene  parallelen 
Geraden  zur  verticalen  Kreuzrissachse  parallel  sein  müsse. 

Denken  wir  uns  also  die  Keuzrissprojection  zx"  der  Geraden 
{xz,  x'z*)  bestimmt,  indem  wir,  der  Einfachheit  halber,  die  Kreuzriss- 
ebene unmittelbar  durch  die  Achsen  oz  legen. 

Bei  der  Drehung  der  Geraden  {xz^  x'z')  um  die  Grundlinie  wird, 
da  die  relative  Lage  der  einzelnen  Punkte  sich  nicht  ändert,  deren 
Kreuzrissprojection  zx**  stets  Tangente  an  einem  Kreis  k"  sein,  dessen 
Mittelpunkt  o  und  dessen  Halbmesser  der  Drehungsradius  oq  ist. 

Selbstverständlich  wird  dieser  B[reis  fc"  sowohl  die  ursprüngliche 
Projection  zx*\  als  auch  die  Projection  z'\  x'\  nach  vollbrachter  Drehung 
berühren  müssen.  Zieht  man  demnach  an  diesen  Kreis  k**  eine  zur 
Grundlinie  gg  senkrechte  Tangente  z*\x'\^  so  stellt  diese  bereits  die 
Kreuzrissprojection  der  gedrehten  Geraden  {zx^  ^  x')  vor. 

Nachdem  die  Drehung  des  Gebildes  um  die  Grundlinie  vorge- 
nommen wird,  so  beschreiben  die  Kreuzrissprojectionen  z  und  x"  Kreis- 
bögen zz'\\mix*'x'\,  deren  Mittelpunkt  in  o  liegt. 

Peschka,  Darütellende  a.  projeciire  Geometrie.  26 
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Die  verticalen  oder  Bildfläch-ProjectioDen  ss^  und  x^  ergeben  sich 
einfach  als  die  Schnittpunkte  der  Geraden  zo  und  xx*  mit  den 
beziehungsweise  durch  js^\  und  x'\  zur  Grundlinie  parallel  geführten 
Geraden  z^z'\  und  a:,a:",. 

Die  Projection  oy^  der  dritten  Achse  ist  durch  Drehung  des 
Punktes  (yy)  um  die  Grundlinie  leicht  zu  bestimmen,  indem  die 
Größe  des  Drehungswinkels  für  alle  Punkte  des  Gebildes  der  nämliche 
ist  und  durch  den  Winkel  o  =  -4^  zoz'\  ^  ^  QOQ^  gegeben  er- 
scheint. 

§.  401. 

Noch  einfacher  gestaltet  sich  die  Darstellung  des  Achsen- 
kreuzes für  die  orthogonal  isometrische  Axonometrie* 

Die  Achsenbilder  ox,  oy,  oe  (Taf.  XXVI,  Fig.  436)  sollen  dies- 
falls gleiche  Längen  erhalten;  nachdem  aber  die  Achsen  im  Baume 
selbst  gleiche  Längen  besitzen,  so  ist  dies  nur  dann  möglich,  wenn 
alle  drei  Achsen  gegen  die  Bildebene,  in  Bezug  auf  welche  deren  Pro- 
jectionen  bestimmt  werden  sollen,  gleich  geneigt  sind. 

Bepräsentieren  demnach  OX,  OY,  OZ  (Taf.  XXVI,  Fig.  436) 
drei  aufeinander  senkrecht  stehende  gleich  lange  Achsen  im  Baume, 
so  wird  die  Bildebene,  für  welche  die  Projection  eine  isometrische 
sein  soll,  nothwendig  parallel  zu  jener  Ebene  sein  müssen^  welche  die 
Endpunkte  X,  T,  Z  der  Achsen  verbindet. 

Die  Projection  o  des  Ursprunges  0  auf  diese  Ebene  ist  dann 
oflFenbar  kein  anderer,  als  der  Höhensohnittpunkt  o  des  gleichseitigen 
Dreieckes  XYZ.  Hieraus  entnehmen  wir  auch,  dass  die  Winkel,  welche 
in  diesem  Falle  die  Achsenbilder  miteinander  einschließen,  unterein- 
ander gleich  sind,  jeder  derselben  also  gleich  120^  ist. 

§.  402. 

Die  Construction  eines  orthogonal-isometrischen 
Achsenkreuzes  bei  gegebener  wahrer  Länge  der  Achsen 
wird  sich  demnach  in  folgender  Weise  gestalten. 

Man  denkt  sich  ein  gleichschenkliges,  rechtwinkliges  Dreieck  o^xy 
(Taf.  XXVI,  Fig.  437)  construiert,  in  welchem  die  beiden  Katheten 
OqX  und  o^y  der  gegebenen  wahren  Länge  {  gleich  sind.  Über  der 
Hypotenuse  xy,  als  Seite,  beschreiben  wir  ein  gleichseitiges  Drei- 
eck xyjg^  suchen  die  Höhen  xx^,  yy^  und  zz^^  desselben  und  be- 
stimmen deren  Schnittpunkt  o,  so  repräsentiert  o  {xyz)  bereits  das 
gesuchte  Achsenkreuz. 
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Der  Beweis  fdr  die  Richtigkeit  dieser  Darstellung  kann  direct 
der  vorhergehenden  erläuternden  Fig.  436,  Taf.  XXVI  entnommen 
werden. 

Man  kann  denselben  aber  auch  in  folgender  Weise  führen. 

Aus  der  Symmetrie  ist  nämlich  von  vornherein  leicht  zu  ent- 
nehmen, dass  jedes  Achsenbild  eines  orthogonal-isome- 
trischen Achsenkreuzes  gegen  die  beiden  anderen  Achsen- 
bilder die  nämliche  relative  Lage  habe,  dass  also  die  Achsen- 
bilder untereinander  die  Winkel  von  120®  einschließen  müssen. 

Ferner  muss,  da  allgemein 

2  ?«  =  öi«  +  öy«  +  Ö5« 

ist,  für  die  isometrische  Projection: 

2?«  =  3ö7« 
sein. 

Nach  der  vollführten  Construction  dagegen  ist: 

Weiter  ist  O0^j  als  die  Projection  der  Höhe  des  gleichseitigen 
Dreieckes  xy0y  durch  die  Belation: 

gegeben. 

Da  aber  o  gleichzeitig  der  Schwerpunkt  des  Dreieckes  xyz  ist, 
wird 

OZ  =r  %  ZZ^ 

oder 

^«  =  ^l~zz\  =  V3  ^*  =  %  i'  und 

2  I«  =  3  oz^ 

welches  Besultat  mit  dem  obigen  im  Einklänge  steht. 

Selbstverständlich  könnte  die  Ableitung  des  AchsenkreuBes  o{xyz) 
für  die  isometrische  Projection  auch  in  ganz  übereinstimmender  Weise 
mit  jener  für  die  dimetrische  Axonometrie  vollsogen  werden,  nur  ntüsste» 
um  die  diesbezüglichen  Bedingungen  zu  erfüllen,  das  Achsensystem 
0  (X  YZ)  gleich  von  vornherein  in  eine  solche  Lag6  gegen  die  Bild-« 
ebene  gebracht  werden^  das  die  Ebenen  ZOX  und  ZOY  gleiche  Win- 
kel mit  der  Bildebene  oder  beziehungsweise  die  Achsen  ox  und  oy 
(Taf.  XXVI,  Fig,  435)  gleiche  Winkel  mit  der  Grundlinie,  also  jede 
derselben  mit  der  letzteren  den  Winkel  von  4£fi  einschließen. 
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Vierter  Abschnitt 

Allgemeines  über  Lagenveränderung  räumlicher 

Gebilde. 

XII.  Capitel. 

Transformation  der  Projectionen. 

§.  403. 

Xis  kommt  in  der  darstellenden  Geometrie  häufig  vor,  dass  ge- 
wisse Constructionen  oder  auch  die  Lösungen  gewisser  Probleme  prin- 
cipiell  keinerlei  Schwierigkeiten  bieten,  dass  hingegen  die  graphischen 
Durchführungen  derselben  nicht  selten  mit  solchen  verbunden  sind. 

Der  Grund  hievon  kann  ein  mehrfacher  sein,  doch  ist  derselbe 
im  allgemeinen  immer  in  der  gegenseitigen  Lage  der  geometrischen 
Gebilde,  das  Projectionscentrum  und  die  Projectionsebene  mit  inbe- 
griffen, zu  suchen. 

Bezüglich  dieser  gegenseitigen  Lage  können  im  allgemeinen 
folgende  Fälle  Erwähnung  finden. 

a)  Die  Constructionen,  und  namentlich  die  untergeordneten  oder 
Hilfsconstructionen  nehmen  einen  so  verwickelten  Charakter  an,  dass 
man  nur  mühsam  und  offenbar  nur  auf  Kosten  der  Genauigkeit  und 
Eleganz  der  Darstellung  zum  Schlussresultate  gelangt. 

h)  Die  Größe  der  zu  Gebote  stehenden  Zeichnungs-  oder  Construc- 
tionsebene,  welche  gleichzeitig  immer  als  Projectionsebene  angesehen 
wird,  ist  beschränkt  und  wird  unzureichend,  so  dass  gewisse  wichtige 
Punkte  oder  Gerade,  die  für  die  gedeihliche  Durchführung  eines  ge- 
stellten Problemes  unerlässlich  sind,  außerhalb  derselben  fallen  und 
folglich,  als  nicht  direct  benutzbar,  durch  zeitraubende  Zwischen-  oder 
Hilfsconstructionen  ersetzt  werden  müssen. 

Dieser  Umstand  ist  namentlich  dann  höchst  unbequem,  wenn  mit 
diesen  außerhalb  der  Grenzen  der  Zeichnungsfläche  fallenden  Gebilden 
metrische  Beziehungen  verbunden  sind. 
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Letzteres  triift  beispielsweise  ein,  wenn  ein  ebenes  Gebilde 
in  die  Bildebene  umgelegt  werden  soll,  und  die  als  Drehungsachse  zu 
benutzende  Bildflächtrace  seiner  Ebene  nicht  mehr  auf  der  Zeichnungs- 
fläche erhalten  werden  kann. 

c)  Die  Gonstructionen  werden  schwerßUig,  ungenau,  unverlässlich 
oder  undeutlich  und  nicht  übersichtlich« 

Diese  Mängel  einer  constructiven  Zeichnung  äußern  sich  unter 
anderem  besonders  dadurch,  dass  gewisse  Gebilde  in  der  Projection 
sehr  klein  erscheinen,  dass  Schnittpunkte  von  Geraden  sehr  spitze 
Winkel  mit  einander  einschließen,  dass  sich  Constructionslinien  auf 
einer  und  derselben  Stelle  der  Zeichnungsfläche  in  großer  Menge 
häufen,  dass  Geraden  u.  dgl.,  die  als  möglichst  getrennt  von  einander 
zu  wünschen  sind,  nahezu  zusammenfallen  etc.  etc. 

§.  404. 

Um  diesen  Übelständen  abzuhelfen  gibt  es  nur  ein  Mittel,  das 
darin  besteht,  die  gegenseitige  Lage  des  darzustellenden  Gebildes, 
des  Projectionscentrums  und  der  Projectionsebene  (Bildebene),  welche 
solche  ungünstige  Resultate  nach  sich  zieht,  oder,  wie  man  oft  schon 
im  vorhinein  erkennen  kann,  nach  sich  ziehen  würde,    aufzuhebend^). 

Letzteres  wird  offenbar  bewirkt,  wenn  man  die  Lage  des  einen 
Gebildes  ändert,  während  die  beiden  anderen  ihre  gegenseitige 
Lage  beibehalten,  oder  wenn  zwei  der  Gebilde  ihre  gegen- 
seitige Lage,    sowie  auch  die  Lage  gegen  das  dritte  ändern. 

Man  nennt  Lagenveränderungen  dieser  Art  die  „Transfor- 
mation der  Projectionen",  und  zwar  eine  „einfache"  Trans- 
formation falls  nur  das  eine  Gebilde  und 

eine  „combinierte"  Transformation,  wenn  zwei  von  den 
Gebilden  eine  Lagen  Veränderung  erfahren. 

Bezüglich  der  „einfachen"  Transformation  unterscheidet  man: 

a)  Transformation  des  Projectionscentrums, 

l)  Transformation  der  Projectionsebene, 

c)  Transformation  des  darzustellenden  Objectes; 
und  bezüglich  der  „combinierten'' Transformationen: 

a)  Transformation  des  Projectionscentrums  und  der 
Projectionsebene. 

ß)  Transformation  des  Projectionscentrums  und  des 
Objectes. 

y)  Transformation  der  Projectionsebene  und  des  Ob- 
jectes. 

Endlich  wollen  wir  noch  zwischen  „combinierten"  und  „dop- 
pelten" Transformationen  unterscheiden. 
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Während  Dämlich  unter  den  ersteren  eine  Verbindung  zwei  er 
ungleichartiger  Transformationen  verstanden  wird,  bezeichnet 
letztere  eine  wiederholte  Transformation  desselben  Ge- 
bildes. 

§.  405. 

Bevor  wir  auf  die  graphische  Behandlung  der  Transformationen 
übergehen,  mögen  noch  einige  allgemeine  Bemerkungen  über  die  Arten 
der  Lagenveränderungen,  welche  ein  geometrisches  Gebilde  er- 
fahren kann,  hier  ihren  Platz  finden. 

Man  unterscheidet  zweierlei  elementare  Lagenverände- 
rungen eines  Baumgebildes,  und  zwar: 

A.  Die  Drehung  und 

B.  die  Parallelverschiebung. 

Die  letztere  kann,  nebenbenbei  bemerkt,  immer  als  eine  specielle 
Art  der  ersteren  betrachtet  werden,  und  zwar  als  Drehung  um  eine 
unendlich  ferne  Achse,  welche  zur  Richtung  der  Parallel- 
verschiebung normal  ist. 

Die  Lagenveränderung  durch  Drehung  zerßlllt  wieder 
in  zwei  Arten: 

a)  Die  „einfache^  Drehung  oder  die  Drehung  um  eine  ge- 
radlinige Achse  und 

h)  die  doppelte  Drehung,  oder  die  Drehung  um  einen 
Punkt. 

Die  einfache  Drehung  setzt  eine  gerade  Linie  als  ,,Dre- 
hungsachse^  voraus. 

Bei  der  Drehung  um  diese  Gerade  beschreiben  alle  Punkte  des  Ge- 
bildes Kreisbögen  von  gleich  großem  Centriwinkel  (Drehungs- 
winkel). Die  Ebenen  dieser  Kreisbögen  sind  normal  zur  Drehungs- 
achse; die  Kreismittelpunkte  sind  die  Schnittpunkte  dieser  Ebenen 
mit  der  Drehungsachse,  während  die  Badien  jener  Kreise  der  je- 
weiligen Entfernung  der  zu  drehenden  Punkte  von  der  Drehungs- 
achse gleich  sind. 

§.  406. 

Allgemeiner  ist  die  Drehung  eines  Gebildes  um  einen 
Punkt  im  Baume  aufzufassen. 

Setzen  wir  voraus,  ein  Gebilde  A  drehe  sich  um  einen  Punkt  M^ 
so  müssen  bei  einer  derartigen  Drehung  nothwendig  folgende  zwei  Be- 
dingungen erfüllt  werden. 

Jeder  Punkt  des  Gebildes  beschreibt  eine  krumme  Linie, 
welche   auf  jener    Kugel   liegt,   deren   Mittelpunkt  M  ist.    Die 
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darchlaufene  Garve  geht  darch  den  zu  drehenden  Punkt,  und  alle 
Punkte  des  Gebildes  behalten  bei  dieser  Lagenveränderung  ihre  relative 
Lage  sowohl  untereinander,  als  auch  gegen  den  Drehungsmittelpunkt 
unverändert  bei,  so  dass  letzterer  mit  dem  Gebilde,  soferne  es  sich 
bloß  um  die  Drehung  handelt,  als  in  starrer  Verbindung  angesehen 
werden  kann. 

Die  Drehung  eines  Gebildes  Ä  um  einen  Punkt  M  kann  übri- 
gens in  sehr  complicierter  Weise  vor  sich  gehen. 

Um  dies  einzuseheu,  braucht  man  sich  diesbezüglich  bloß  vor- 
zustellen, dass  irgend  ein  Puukt  x  des  Gebildes  Ä  eine  beliebige 
Curve  auf  der  Drehungskugel  M  (x)  beschreibe,  und  dass  sich  nebst- 
bei  das  Gebilde  in  jeder  Lage  des  Drehungsradius  Mx  noch  um  diesen 
selbst  drehe. 

So  verwickelt  jedoch  eine  solche  Drehung  um  einen  festen  Punkt 
auch  sein  mag,  so  kann  man  dennoch  zu  dem  gleichen  Resultate  auch 
durch  gewisse  zwei  einfache  Achsendrehuugen  gelaugeu. 

Den  Nachweis  hiefür  können  wir  durch  folgende  Betrachtung 
liefern : 

Sei  A  ein  beliebiges  Baumgebilde  und  M  der  Drehungsmittel- 
punkt, welchen  wir  mit  A  in  starrer  Verbindung  voraussetzen  und 
seien  ferner  P  und  Q  zwei  beliebige  Punkte  des  Gebildes  A. 

Wir  wollen  diesfalls  annehmen,  das  Gebilde  A  wäre  durch  was 
immer  für  eine  Drehung  um  den  Punkt  31  in  die  Lage  A'  überfährt 
worden,  wobei  gleichzeitig  die  Punkte  P  und  Q  beziehungsweise  nach 
P*  und  Q'  gelangt  wären. 

Die  nothwendige,  aber  auch  hinreichende  Bedingung  für  diese 
Drehung  besteht  darin,  dass  31 P  =  31  P\  31 Q  =  MQ'  und 
PQ  =  P'  Q'  sei. 

Es  ist  nun  nachzuweisen,  dass  zwei  einfache  Achsendrehungen 
genügen,  um  das  Gebilde  A  in  die  Lage  A'  zu  überführen. 

Denken  wir  uns  durch  die  Punkte  Jf,  P  und  P  eine  Ebene  ge- 
legt und  die  Normale  D,  dieser  Ebene  im  Punkte  31  gezogen.  Die 
Normale  D,  betrachten  wir  als  die   erste  Drehungsachse. 

Das  Gebilde  A  kann  offenbar,  da  31 P  =  3IP*  ist,  und  da  so- 
wohl 3IP  als  auch  3IP  zu  D^  senkrecht  stehen,  durch  eine  Drehung 
um  2)|  in  eine  Lage  A'*  gebracht  werden,  in  welcher  P  mit  P'  zu- 
sammenfällt. 

Nehmen  wir  an,  dass  bei  dieser  Drehung  der  Punkt  Q  nach  Q* 
gelangt  w9re,  so  wird  offenbar 

3fQ"  =  3£Q=  310"  und  PQ''  =  PQ  =  P'Q' 
sein  müssen. 
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Betrachten  wir  nun  die  Gerade  ^IfP*  als  zweite  Drehungs- 
achse D^  so  ist  einleuchtend,  dass  infolge  der  Gongruenz  der  Dreiecke 
F'MQ '  und  P'MQ'  der  Punkt  (?"  durch  eine  Drehung  um  D,  zur 
Deckung  mit  dem  Punkte  Q'  gebracht  werden  kann. 

Da  das  Gebilde  Ä  mit  den  Punkten  M,  P,  Q  immer  in  starrer 
Verbindung  vorausgesetzt  wurde,  so  folgt,  dass  das  Gebilde  Ä  durch 
eine  Drehung  um  D^  in  die  Lage  -4.'^  und  aus  dieser  Lage  durch 
eine  Drehung  um  die  Achse  Dj  in  die  Lage  Ä'  überführt  werden 
könne. 

Man  hat  daher  den  Satz: 

125.  jfJede  beliebige  Drehung  eines  räumlichen  Gebildes  um  einen 
festen  Fnnkt  kann  zurückgeführt  werden  auf  zwei  einfache  Achsen^ 
drehungen  des  Gebildes^  wobei  die  beiden  Drehungsachsen  durch  jenen 
festen  Punkt  gehen,"' 

Bei  der  Parallel  Verschiebung  eines  räumlichen  Gebildes 
beschreiben  alle  Punkte  desselben,  Geraden  von  gl  eicher  Eichtung 
und  Länge. 

§.  407. 

Mit  Hilfe  dieser  beiden  principiellen  einfachen  Lagen- 
veränderung'en  ist  es  immer  möglich  ein  gegebenes  Gebilde  in  jede 
beliebige  Lage  zu  bringen. 

Wir  wollen  zu  diesen  Zwecke  folgende  Untersuchung  anstellen. 

Wenn  e  i  n  Punkt  M  eines  Gebildes  fest  ist,  so  kann  das  Ge- 
bilde durch  Drehungen  um  diesen  Punkt  eine  zweifach,  unend- 
liche Mannigfaltigkeit  von  Lagen  annehmen. 

Sind  zwei  Punkte  M  und  P  eines  Gebildes  fest,  so  kann 
letzteres  durch  Drehung  um  die  Verbindungslinie  MP  eine  einfach 
unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Lagen  annehmen. 

Sind  jedoch  drei  Punkte  eines  Gebildes,  3/,  P,  Q  fest,  so  kann 
dieses  seine  Lage  gar  nicht  ändern. 

Es  wird  daher,  um  ein  geometrisches  Baumgebilde  in  irgend  einer 
Lage  aufzufassen,  genügen,  irgend  welche  drei  Punkte  üf,  P,  Q  des- 
selben zu  betrachten. 

Setzen  wir  voraus,  das  Gebildet,  sei  durch  was  immer  für  Be- 
wegungen in  die  Lage  Ä*  überführt  worden^  und  nehmen  wir  an,  dass 
hiebei  die  Punkte  -M,  P,  Q  in  die  Lage  M\  P\  Q*  übergangen  wären. 

Wir  wollen  nun  die  einfachste  Art,  ^das  Gebilde  A  in  die 
Lage  A'  zu  überführen^,  bestimmen. 

Letzteres  wird  offenbar  eintreten,  wenn  es  gelingt,  die  Punkte 
Jtf,  P  und  Q  beziehungsweise  mit  M\  P'  und  Q'  zur  Deckung  zu 
bringen. 
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Denken  wir  uns  zunächst  das  Gebilde  Ä  parallel  zu  M3r 
um  die  Strecke  MM*  verschoben.  Hiedurch  gelangt  das  Raum- 
gebilde Ä  in  eine  Lage  Ä^\  in  welcher  die  Punkte  M  und  M*  zu- 
sammenfallen, während  die  Punkte  P  und  Q  beziehungsweise  nach 
P"  und  Q^'  kommen,  wobei  PP"  gleich  und  parallel  zu  QQ'^  und 
MM'  ist. 

Aus  der  Lage  A*'  kann  nun  das  Gebilde  nach  dem  vorhergehenden 
Satze  in  die  Lage  Ä'  durch  eine  zweifache  Achsendrehung  überführt 
werden,  wenn  nicht  vielleicht  infolge  besonderer  Lage  entweder  schon 
beide  Punkte  P"  und  Q**  mit  P'  und  Q'  an  und  für  sich  zusammen- 
fallen oder  einer  derselben  mit  dem  ihm  entsprechenden  zusammen- 
fällt, wodurch  das  Verfahren  selbstverständlich  vereinfacht  wurde. 
Wir  gelangen  hiernach  zu  dem  Satze: 

126,  y^Ein  geometrisches  Raumgebilde  kann  aus  seiner  tir- 
sprünglichen  Lage  in  jede  beliebige  andere  Lage  gebracht  werden, 
woBu  höchstens  eitie  Parallelverschiebung  und  eine  doppelte  Ächsen- 
drehung  erforderlich  sind.^ 

§.  408. 

Zwei  Lagen  A  und  A'  eines  Raumgebildes,  welche  einen  Punkt  M 
gemein  haben,  können  nur  dann  durch  eine  ein  fache  Achsendrehung 
zur    Deckung    gebracht    werden ,   wenn    zwei    Paare    entsprechender 

Punkte  P  und  P';    Q  und  Q*   parallele  Verbindungslinien  PP'   und 

QQ*  ergeben. 

Zwei  Parallelverschiebungen  eines  Gebildes  können  immer  durch 
eine  einzige  Parallelverschiebung  ersetzt  werden. 

Sei  ein  Gebilde  A,  von  welchem  die  Punkte  M,  P,  Q  betrachtet 
werden,  durch  Parallel  Verschiebung  in  die  Lage  A\  M%  P',  Q'  über- 
führt und  sodann  aus  der  Lage  A'  durch  eine  zweite  Parallelver- 
schiebung in  die  Lage  A*\  M",  P",  Q"  gebracht  worden. 

Es  ist  hierbei  selbstverständlich  MM'  gleich  und  parallel  zu  PP' 
und  zu  QQ'  und  ebenso  M*  M'*  gleich  und  parallel  zu  P'P'  und 
zu  Q'Q'\ 

Hieraus  folgt,  dass  die  Dreiecke  MWM'\  PP'P"  und  QQ*Q'' 
untereinander  congruent  und  parallel  liegend  sind,  mithin  auch  die 
dritten  Seiten  M3f'\  PP"  und  Q  Q''  zu  einander  parallel  und  unter 
sich  gleich  sind,  welchem  umstände  die  Möglichkeit  der  directen 
Parallel  Verschiebung  A  nach  A'*  unmittelbar  zu  entnehmen  ist. 

Ein  Punkt  kann  aus  einer  Lage  in  jede  andere  beliebige  Lage 
einfach  durch  eine  geradlinige  Verschiebung  überfahrt  werden. 
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§•  409. 

In  der  darstellenden  Geometrie  haben  wir  es  in  der  That 
mit  dreierlei  Transformationen  zu  thnn^  und  zwar  handelt  es  sich 
diesfalls  um  Lagenveränderungen  des  Frojectionscentrums, 
des  Objectes  und  der  Projectionsebene. 

Wir  unterscheiden  auch  hier  einfache  und  combinierte 
Transformationen,  je  nachdem  bloß  eines  dieser  Gebilde  oder 
gleichzeitig  zwei  derselben  eine  Lagenveränderung  erfahren. 

Es  ist  unschwer  einzusehen,  dass  jede  einfache  Transformation, 
d.  h.  jede  beliebige  Lagenveränderung  des  einen  Gebildes  durch  eine 
combinierte  Transformation  der  beiden  anderen  Gebilde  ersetzt 
werden  kann. 

Wir  wollen  dies  allgemein  für  drei  beliebige  Baumgebilde 
A,  B  und  C  nachweisen. 

Setzen  wir  zu  diesem  Zwecke  voraus,  es  habe  das  Gebilde  A 
eine  Lagenveränderung  nach  A*  erfahren. 

Selbstverständlich  hat  hiebei  das  Gebilde  A  auch  seine  relative 
Lage  gegen  die  Gebilde  B  und  G  geändert. 

Es  fragt  sich  nun,  ob  man  bei  fest  vorausgesetztem  Gebilde  A 
den  Gebilden  B  und  C  nicht  derartige  Lagenveränderungen  ertheilen 
könne,  dass  als  Schlussergebnis  die  Zusammenstellung  A,  B\  C^  mit 
jener  voo  A',  B^  C  vollkommen  übereinstimme,  oder  was  dasselbe  ist,  ob 
noian  durch  eine  combinierte  Transformation  von  A  und  B  dieselbe 
relative  Lage  der  drei  Gebilde  gegeneinander  erzielen  kann,  als  dies 
durch  eine  Transformacion  des  Gebildes  A  allein  bewerkstelligt  wurde. 

Dies  ist  in  der  That  möglich  und  erreichbar.  Setzen  wir  näm- 
lich voraus,  das  Gebilde  A  sei  nach  A'  transformiert  worden.  Die 
nunmehrige  gegenseitige  Lage  der  Gebilde  A',  B,  C  wollen  wir  mit 
(J.',  B,  C)  bezeichnen. 

Denken  wir  uns  weiter  die  Gebilde  A\  B  und  C  in  starrer 
Verbindung  und  führen  wir  die  vorher  angegebene  Transformation  in 
entgegengesetztem  Sinne,  d.  i.  so  aus,  dass  das  Gebilde  A*  wieder 
in  seine  ursprüngliche  Lage  nach  A  gelangt.  Die  diesbezüglichen 
Lagen  der  Gebilde  B  und  C  seien  B'  und  G'.  Es  ist  nun  einleuchtend, 
dass  die  gegenseitige  Lage  {AB*0)  infolge  der  vorausgesetzten 
starren  Verbindung  die  nämliche  sein  müsse,  wie  {A'BG). 

Andererseits  wissen  wir  aus  dem  letztangeführten  Satze,  dass, 
welches  auch  immer  die  Lagen  der  Gebilde  B  und  B*,  resp.  G  und 
O  sein  mögen,  B  in  B'  und  G  in  O  immer  durch  eine  Parallelver- 
schiebung und  eine  zweifache  Drehung  überführt  werden  kann. 
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In  dem  vorliegenden  Falle  ist  sogar  die  Art  der  Transformation 
für  die  Gebilde  B  und  C  durch  jene  von  A  vollkommen  bestimmt. 

Gesetzt  nämlich,  A'  sei  aus  A  durch  eine  Parallelverbchiebung 
in  der  Richtung  und  Länge  einer  Geraden  PP'  und  durch  eine  zwei- 
malige DrehuDg  um  die  Achsen  D^  und  B^  mit  den  bezüglichen  Dre- 
huDgswinkeln  a^  und  a^  hervorgegangen. 

Damit  nunmehr  das  Gebilde  A'  wieder  nach  A  und  mithin 
gleichzeitig  die  Gebilde  B  und  G  nach  B'  und  C  gelangen^  hat  man 
die  angegebenen  Transformationen  in  entgegengesetztem  Sinne  auszu- 
führen. 

Um  also  durch  eine  combinierte  Transformation  von  B  und  G 
dieselbe  relative  Lage  {AB'G*)  zu  erhalten,  als  sich  durch  die  bloße 
Transformation  von  A  die  Lage  {A'BG)  ergeben  hat,  müssen  B  und 
G  zuerst  um  die  Achsen  D^  und  D^  mit  den  diesbezüglichen  Drehungs- 
winkeln (— «a)  und  (—  «i)  gedreht  und  nach  voUfflhrfcer  Drehung  in 
der  Richtung  und  Länge  der  Geraden  P'P  parallel  zu  sich  selbst  ver- 
schoben werden. 

Diese  combinierte  Transformation  ist  deshalb  von  Wich- 
tigkeit, weil  sie  eine  gewisse  einfache  Transformation  zu  ersetzen  hat, 
welche  graphisch  nicht  durchführbar  ist. 

Da  nämlich  die  Projectionsebene  mit  unserer  Zeichnungsebene 
immer  identisch  ist,  so  erscheint  es  unzulässig,  mit  derselben  irgend 
eine  Transformation  graphisch  zu  vollziehen ;  die  beabsichtigte  Lagen- 
veränderuug  ist  sodann  auf  eine  combinierte  Transformation  des  Pro- 
jectionscentrums  und  des  Objectes  zurückzuführen. 

§.  410. 

Im  Vorhergehenden  haben  wir  eine  einfache  Transformation 
des  Gebildes  J.  durch  eine  combinierte  Transformation  von  B  und 
G  ersetzt. 

Es  ist  unschwer  zu  erkennen,  dass  umgekehrt  eine  beliebige 
combinierte  Transformation  der  Gebilde  B  und  G  durch  eine  einfache 
Transformation  von  A  nur  in  dem  Falle  ersetzt  werden  kann,  falls 
die  transformierten  Gebilde  B^  und  G*  dieselbe  relative  Lage  wie  B 
und  G  besitzen,  d.  i.  nur  dann,  wenn  es  möglich  ist,  die  beiden  Ge- 
bilde B  und  G  in  die  Lagen  B^  und  G'  gemeinschaftlich,  also 
beide  durch  Verschiebung  in  derselben  Richtung  und  Drehung  um  die 
nämlichen  Achsen  zu  überführen. 

Wir  übergehen  hiemit  auf  den  constructiven  Theil  der 
Transformationen   und   wollen  diesfalls  die  allgemeinen  Normen 
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für  jede  der  verschiedenen  Projectionsarten   im  besonderen 
aufzustellen  versuchen. 


XIII.  Capitel. 
Transformation  der  Projectionen  in  centraler  Projection. 

§.  411. 
A.  Darch  Lagenverändernng  des  Projectionscentrnma. 

Sei  BE  (Taf.  XXVI,  Fig.  438)  die  Bildebene,  C  das  Projec- 
tiouscentrum,  A  der  Fußpunkt  der  von  C  auf  die  Bildebene  gefällten 
Normalen  oder  der  Hauptpunkt  und  endlich  P  irgend  ein  Punkt  im 
Baume,  dessen  centrale  und  orthogonale  Projection  in  Bezug  auf  die 
Bildebene  BE,  beziehungsweise  durch  p  und  d  dargestellt  sein  mögen. 

Setzen  wir  voraus,  das  Projectionscentrum  C  habe  eine  willkür- 
liche Lagenveränderung,  bei  welcher  es  nach  O  gelangte,  erfahren«  In 
dieser  veränderten  Lage  sei  Ä*  der  Hauptpunkt  und  p'  die  gleichzeitig 
mit  veräuderte,  d.  i.  transformierte  centrale  Projection  des  Punktes  P. 

Es  wird  sich  nun  darum  handeln,  den  Zusammenhang  von  p  und 
p'  und  der  übrigen  BestimmungsstQcke  festzustellen,  um  sodann, 
hierauf  gestützt,  bei  fixierter  Transformation  des  Centrums  C,  die  Pro- 
jectionen p*  aus  p  graphisch  ableiten  und  darstellen  <zu  können. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Behufe  noch  den  Durchstoßpunkt  s 
der  Geraden,  welche  die  beiden  Projectionscentra  verbindet,  mit  der 
Bildebene  bestimmt. 

Die  Projectionsstrahlen  CP  und  C'P  liegen,  wie  leicht  einzu- 
sehen, in  einer  und  derselben  Ebene,  und  zwar  in  der  nämlichen  Ebene, 
welche  auch  die  Gerade  CC*  enthält. 

Hieraus  ergibt  sich  unmittelbar,  dass  auch  die  Funkte  s,  p  und 
p'j  in  welchen  beziehungsweise  die  Strahlen  CC,  CP  und  C'P  die 
Bildebene  treffen,  in  einer  und  derselben  Geraden,  d.  i.  in  der  Bild- 
flächtrace  der  Ebene  GC'P  liegen  müssen. 

Nachdem  der  Punkt  s  fest  bleibt,  der  Punkt  P  hingegen  jede 
beliebige  Lage  im  Baume  annehmen  kann,  so  folgt  der  Satz: 

127.  j^Für  jede  beliebige  Lagenveränderung  des  Projectionscen- 
trums  gehen  die  Verbindungsgeraden  der  ursprünglichen  und  Irans- 
formierten  Projectionen  aller  Raumpunkte  durch  einen  uiid  denselben 
festen  Punkt,  Der  letztere  wird  durch  den  Schnittpunkt  der  Bild- 
ebene  mit  der  Verbindungslinie  des  ursprünglichen  und  des  abgeleiteten 
Projectionscentrums  dargestellt.^ 
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Die  Centralprojection  der  Geraden  Pd  für  das  ursprüng- 
liche Projectionscentrum  C  ist  dA.  Auf  dieser  letztgenannten  Geraden 
muss  bekanntlich  die  Centralprojection  p  des  Punktes  P  liegen.  Ebenso 
wird  sich  die  transformierte  Centralprojection^'  des  Punktes  P 
auf  der  Geraden  dÄ'  vorfinden  müssen. 

Hiemit  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt,  die  transformierte  Pro- 
jection  eines  Punktes  aus  seiner  ursprünglichen  Centralprojection  und 
seiner  orthogonalen  Projection  abzuleiten,  sobald  die  Lagen  Verän- 
derung des  Projectionscentruros  gegeben  ist. 

Selbstverständlich  muss  vorher  noch  der  Durchstoßpunkt  s 
(Taf.  XXVI,  Fig.  438)  des  Strahles  CG'  mit  der  Bildebene  bestimmt 
werden.    Hiezu  dient  folgende  Beziehung.    Es  verhält  sich  nämlich: 

Äs  :  A's  =  CA  :  OA', 
welche  Beziehung,  in  Worte  übertragen,  lautet:  Die  Strecke  der 
Hauptpunkte  A  und  A^  wird  von  dem  Punkte  s  in  dem 
Verhältnis  der  zugehörigen  „Distanzen"  CA  und  (?A'  ge- 
theilt  und  zwar  äußerlich  oder  innerlich,  jenachdem  das  trans- 
formierte Projectionscentrum  mit  dem  ursprünglichen  Centrum  auf 
einerlei  oder  auf  verschiedenen  Seiten  der  Projectionsebene  liegt. 

§.  412. 

Setzen  wir  voraus,  es  wäre  (A,  C)  (Taf.  XXVI,  Fig.  439)  das 
ursprüngliche  Projectionscentrum,  d  die  orthogonale  und  p  die  cen- 
trale Projection  eines  Punktes  P  im  Räume.  Ferner  sei  (A'y  C') 
das  transformierte  Projectionscentrum. 

Der  Punkt  s  liegt  auf  der  Geraden  AA',  theilt  die  genannte 
Strecke  AA*  (wir  nehmen  an  „äußerlich")  in  dem  Verhältnisse  der 
Distanzen  CA  und  CA'  und  wird  erhalten,  wenn  man  die  bezeich- 
neten Distanzen  zu  einander  parallel  zieht  und  den  Schnittpunkt  von 
AA*  mit  der  Geraden  CC'  bestimmt. 

Auf  Grund  des  Vorhergehenden  liegt  die  transformierte  Cen- 
tralprojection p'  sowohl  auf  der  Geraden  spf  als  auch  auf  der  Gera- 
den A'd]  ergibt  sich  somit  im  Schnitte  der  von  sp  mit  A'd. 

Um  den  Fluchtpunkt  einer  Geraden  zu  transformieren, 
wird  man  in  ähnlicher  Weise  vorgehen. 

Sei  beispielsweise  Cv  (Taf.  XXVI,  Fig.  438)  ein  Fluchtstrahl, 
so  wird  der  transformierte  Fluchtstrahl  Cv',  als  der  Projectionsstrahl 
desselben  unendlich  fernen  Punktes,  welch'  letzteren  auch  der 
Strahl  Gv  enthält,  zu  Cv  parallel  sein  müssen.  Hieraus  folgt,  dass  auch 
die  orthogonalen  Projectionen  Av  und  A*v*  dieser  Fluchtstrahlen 
zu  einander  parallel  sind. 
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Endlich  sehen  wir  auch,  dass  die  Fluchtpunkte  v  und  v'  auf 
einer  und  derselben  durch  s  gebenden  Greraden  liegen ,  und  dass  diese 
Gerade  keine  andere,  als  die  Trace  der  durch  Cv  und  Ct?'  bestimmten 
Ebene  sei. 

Aus  dieser  einfachen  Betrachtung  ergibt  sich,  um  einen  gege- 
benen Fluchtpunkt  v  (Taf.  XXVI,  Fig.  439)  zu  transformieren,  fol- 
gende Constrnction.  Man  verbindet  v  mit  $,  zieht  Ä^v'  parallel  zu 
vÄ  und  erhält  im  Schnitte  der  beiden  Geraden  vsvmdA^v*  den  trans- 
formierten Fluchtpunkt  t?'. 

Punkte,  welche  in  d^rBildebene  liegen  und  daher  mit  ihrer 
Projection,  das  Projectionscentrum  mag  wo  immer  liegen,  zusammen- 
Mlen,  werden  durch  die  Transformation  des  Gentrums  nicht  beein- 
flusst. 

Wäre  demnach  dv  (Taf.  XXVI,  Fig.  440)  irgend  eine  Gerader 
(G,  Ä)  das  ursprüngliche  Projectionscentrum  und  {C'Ä)  das  transfor- 
mierte Centrum,  so  wird  man  die  veränderte  Projection  der  Geraden 
dv  erhalten,  wenn  man  auf  die  vorangegebene  Weise  zuerst  den 
Fluchtpunkt  v  nach  v'  transformiert  und  sodann  i/  mit  dem  ungeändert 
gebliebenen  Durchstoßpunkte  d  verbindet.  Wäre  auf  dv  noch  ein 
beliebiger  Punkt  p  gegeben,  so  wird  derselbe  direct  in  dem  Schnitt- 
punkte p'  von  dv  und  sp  transformiert  erhalten. 

§.  413. 

Ist,  auf  das  eben  Erörterte  Bezug  nehmend,  ein  ebenes  Ge- 
bilde zu  transformieren,  so  bleibt  die  Bildflächtrace  seiner 
Ebene  ungeändert,  während  die  Fluchttrace  dieser  Ebene  wieder  in 
eine  zur  Bildflächtrace  parallele  Gerade  übergehen  wird. 

Denken  wir  uns  irgend  eine  beliebige  Gerade  der  Ebene 
transformiert,  so  schneiden  sich  die  ursprüngliche  und  die  transfor- 
mierte Projection  in  dem,  den  beiden  Projectionen  gemeinschaftlichen 
Durchstoßpunkte  mit  der  Bildebene,  also  in  einem  Punkte  der  zu- 
gehörigen Bildflächtrace. 

Ferner  ist  nach  Früherem  bekannt,  dass  die  geradlinige  Verbin- 
dungslinie der  ursprünglichen  und  der  transformierten  Projection  eines 
jeden  Kaumpunktes  durch  den  vorher  bezeichneten  festen  Punkt  s 
gehen.  Diese  Ergebnisse  zusammengefasst ,  gelangen  wir  unmittelbar 
zu  dem  Satze: 

128.  y^Die  ursprüngliche  und  die  transformierte  Projection  irgend 
eines  ehenefi  Gebildes  sind  collineare  Figuren,  wobei  die  Bildfläch- 
trace der  Ebene  dieses  Gebildes  die  Collineationsachse  und  der  Schnitt- 
punJct  s  der  Bildebene  mit  dem  Verbindungsstrahle  der  beiden  Pro- 
jectionscentra  das  Collineationscentrum  vorstellt,^ 
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§.  414. 

Mit  Zugrundelegang  dieses  Satzes  wird  es  sehr  leicht  sein  und 
auch  in  constroctiver  Beziehung  keinerlei  Schwierigkeit  bieten,  ein 
ebenes  Gebilde  zu  transformieren. 

Man  wird  diesfalls  zunächst  zwei  in  der  Ebene  liegende  Geraden 
transformieren,  und  da  hiedurch  die  coUineare  Beziehung  vollkommen 
festgestellt  ist,  die  übrigen  Elemente  auf  diese  beiden  Geraden  beziehen. 

Fällt  das  transformierte  Projectionscentrum  C  (Taf.  XXVI, 
Fig.  441)  in  den  Hauptstrahl  CA  des  ursprünglichen  Projectionscen- 
trums,  entspricht  also  den  beiden  Projectionscentren  derselbe 
Hauptpunkt  A,  dann  stellt  dieser  letztere  auch  den  Convergenz- 
punkt  der  Verbindungslinien  der  ursprünglichen  Projectionen  {p)  mit 
ihren  Transformationen  (p')  vor. 

Wird  durch  v  der  ursprüngliche  und  durch  v"  der  zugehörige  trans- 
formierte Fluchtpunkt  einer  Geraden  dargestellt^  so  wird  infolge  der 
Parallelität  der  beiden  Fluchtstrahlen  Gv  und  Ov*\ 

Av  :  Av'  =  CA  :  CA. 

Hiernach  wird  es  nunmehr  auch  keinem  Anstände  unterliegen, 
irgend  eine  Gerade  dv  (Taf.  XXVI,  Fig.  442)  und  einen  auf  der- 
selben liegenden  Punkt  p  zu  transformieren. 

Denkt  man  sich  nämlich  die  beiden  „Distanzen^  auf  einer  und  der- 
selben Geraden  D  von  A  aus  nach  A  C  und  A  O  aufgetragen,  so  hat  man, 
um  den  gegebenen  Fluchtpunkt  v  zu  transformieren,  nichts  anderes  zu 
thun,  als  das  ursprüngliche  Centrnm  C  mit  v  zu  verbinden  und  die 
Gerade  Av  durch  die  zu  Cv  parallele  Gerade  C'v^  in  dem  gesuchten 
Fluchtpunkte  v^  zu  durchschneiden. 

Die  transformierte  Gerade  ist  sodann  dv\  während  die  Trans- 
formation p'  des  Punktes  p  dadurch  vollführt  wird,  dass  man  dv'  mit 
der  Geraden  Ap  in  p*  zum  Schnitte  bringt. 

FQr  ein  ebenes  Gebilde  sind  die  beiden  Projectionen, 
mit  A  als  Collineationscentrum,  collinear. 

Liegt  ein  ebenes  Gebilde  in  unendlicher  Entfernung, 
besteht  also  dessen  Projection  nur  aus  Fluchtelementen,  so  ist  die 
transformierte  Projection  eine  der  ursprünglichen  ähnliche,  mit  dem 
Hauptpunkte  A  als  Ähnlichkeitspunkt. 

Denn  nach  dem  Vorausgeschickten  ist  das  Verhältnis  der  Ab- 
stände zweier  correspondierenden  Fluchtpunkte  v  und  v'  vom  Haupt- 
punkte constant  und  zwar  gleich  dem  Verhältnisse  der  Distanzen 
CA  und  CA. 
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§.  415. 

Eadlich  ist  noch  der  Fall  zu  berQcksichtigeu ,  wenn  das  Pro- 
jectionscentrum  in  einer  zur  Bildebene  parallelen  Rich- 
tung verschoben  wird,  wenn  sich  also  wohl  die  Lage  des  Haupt- 
punktes J.,  nicht  aber  auch  gleichzeitig  die  Distanz  ändert. 

Setzen  wir  diesbezüglich  voraus,  es  sei  BE  die  Bildebene,  (C^Ä) 
(Taf.  XXVI,  Fig.  443)  das  ursprüngliche  Projectionscentrum  und  P 
ein  Punkt  im  Baume,  dessen  orthogonale  Projection  d  und  dessen  cen- 
trale Projection  _p  sei.  Die  Verschiebung  des  Projectionscen- 
trum s  finde  in  einer  zur  Bildebene  BE  parallelen  Richtung  CC\  und 
zwar  um  die  Strecke  CG*  statt. 

Hiebei  wird  sich  gleichzeitig  der  Hauptpunkt  Ä  in  der  näm- 
lichen Richtung,  also  parallel  zu  CO  und  um  eine  gleiche  Strecke 
ÄÄ^  verschieben.  Die  transformierte  Projection  des  Punktes  p  sei  p\ 

Die  Ebene,  welche  durch  die  beiden  Projectionsstrahlen  CP  und 
O  P  bestimmt  ist,  enthält  selbstverständlich  auch  die  Gerade  CC  m 
sich,  und  da  diese  letztere  zur  Bildebene  parallel  ist,  muss  auch  die 
Trace  der  genannten  Ebene  auf  der  Bildebene,  d.  i.  die  Gerade  pp' 
zu  C(7',  also  auch  zu  ÄÄ'  parallel  sein.  Letzteres  entnehmen  wir 
auch  dem  Umstände,  dass  der  vorerwähnte  Punkt  s,  in  welchem  die 
Bildebene  von  CG'  getroffen  wird,   in  unendlicher  Entfernung  liegt. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Geraden,  welche  die  ursprünglichen  Pro- 
jectionen  aller  Punkte  mit  den  entsprechenden  transformierten  Pro- 
jectionen  verbinden,  untereinander  und  zu  ÄÄ^  parallel  sind. 

Ferner  ist  zu  ersehen,  dass  Ädp  die  centrale  Projection  von 
Pd  bezüglich  des  Projectionscentrums  G  und  A'dp'  die  Centralpro- 
jection  von  Pd  bezüglich  des  Projectionscentrums  (7  darstelle. 

Denken  wir  uns  weiter  einen  Fluchtpunkt  v  transfor- 
miert. 

Die  Fluchtstrahlen  Gv  und  G'v'  sind,  da  sie  den  nämlichen  unend- 
lich fernen  Punkt  projicieren,  untereinander  pai*allel;  nachdem  aber 
auch  vV  parallel  zu  GG\  also  auch  parallel  zu  ÄÄ*  ist,  wird 
vv'  =z  GC*  =  AÄ'  sein,  woraus  folgt,  dass  ein  Fluchtpunkt  diesfalls 
transformiert  wird,  wenn  man  dessen  Verschiebung  parallel  und  gleich 
der  Geraden  CC  =  ÄA^  bewirkt. 

§.  416. 

Wird  ein  ebenes  Gebilde  transformiert,  so  wissen  wir, 
dass  die  Bildflächtrace  seiner  Ebene  und  mithin  alle  in  ihr  liegenden 
Punkte  ungeändert  bleiben. 
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Ferner  wurde  vorher  der  Satz  aufgestellt,  dass  die  ursprüngliche 
und  die  transformierte  Projection  eines  ebenen  Gebildes  für  irgend 
eine  Lagenveränderung  des  Projectionscentrums  collineare  Gebilde  dar- 
stellen, deren  CoUineationsachse  die  Bildfiächtrace  der  Ebene  des  Ge- 
bildes ist;  und  weiter  wurde  hinzugefügt ,  dass  der  Schnittpunkt  s  der 
Bildebene  mit  dem  Strahle,  welcher  die  Projectionscentra  verbindet, 
das  CoUineationscentrum  repräsentiere. 

In  dem  eben  betrachteten  Falle  ist  aber  dieser  letztbezeichnete 
Strahl  parallel  zur  Bildebene,  daher  der  Schnittpunkt  desselben  mit  der 
Bildebene  in  unendliche  Entfernung  fällt. 

An  die  Stelle  der  Collineation  tritt  hiemit  die  Affi- 
nität und  wir  haben  demnach  den  Satz:  * 

129.  „  Wird  das  Projedionscentrum  in  einer  zur  Bildebene 
parallelen  Richtung  verschöben^  so  ist  die  transformierte  Projection 
eines  ebenen  Gebildes  mit  der  ursprünglichen  Projection  affin  ver- 
wandt; die  Affinitätsachse  ist  die  Bildfiächtrace  der  Ebene  jenes 
Gdnldes  und  die  Richtung  der  Affinitätsstrahlen  ist  identisch  mit 
der  Transformations-  oder  Verschiebungsrichtung  des  Projectionscen- 

trums,"^ 

§.417. 

Soll  irgend  ein  auf  dem  Träger  dv  gegebener  Punkt  p 
(Taf.  XXVI,  Fig.  444)  transformiert  werden,  so  wird  man  auf 
Grund  des  Vorhergegangenen  in  folgender  VTeise  verfahren. 

Es  sei  A  der  Hauptpunkt  des  ursprünglichen  und  A'  jener  des 
transformierten  Projectionscentrums. 

Hiemit  ist  durch  AA*  sowohl  die  Sichtung  als  auch  die  Größe 
der  Verschiebung  gegeben. 

Der  Fluchtpunkt  v  wird  bekanntlich  nach  v*  transformiert,  indem 
man  demselben  eine  Verschiebung  ertheilt,  welche  der  Bichtung,  dem 
Sinne  und  der  Größe  nach  mit  AA'  übereinstimmt.  Der  transformierte 
Träger  wird  sodann  in  dv',  und  der  auf  demselben  liegende  transfor- 
mierte Punkt  p^  im  Schnitte  dv*  mit  der  durch  p  zu  AA'  parallel 
gezogenen  Geraden  erhalten. 

Bemerkenswert  ist  hiebei,  dass  behufs  Durchführung  dieser  Con- 
struction  die  Länge  der  Distanz  gar  nicht  in  Betracht  kommt,  also 
auch  nicht  bekannt  zu  sein  braucht. 

Ferner  ist  noch  hervorzuheben,  dass  bei  einer  derartigen  Trans- 
formation das  System  der  Fluchtpunkte  und  Fluchtgeraden  irgend 
eines  Baumgebildes  in  seinem  Zusammenhange  nicht  gestört  wird, 
indem  dasselbe  bloß  eine  Parallelverschiebung  erfährt,  welche  mit 
jener  des  Projectionscentrums  in  Bichtung  und  Größe  übereinstimmt. 

Peschlca,  Darstellende  a.  projecÜTe  Geometrie.  27 
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Wir  wollen  in  Folgendem  die  Verschiebung  des  Pro- 
jectionscentrums  in  einer  zur  Bildebene  parallelen  Rich- 
tung kurzweg  als  „Parallelverschiebung"  des  Centrums,  da- 
gegen jene  in  der  Richtung  des  Hauptstrahles  als  „Normal- 
verschiebung^  des  Centrums,  bezeichnen. 

Bevor  wir  auf  die  besonderen  Transformationsarten  des  Centrums 
übergehen,  seien  an  dieser  Stelle  noch  einige  Aufgaben  bezüglich  der 
beiden  genannten  Verschiebungen  durchgeführt. 

§.  418. 

^  13o.  Aufgabe,  Es  sind  zwei  sich  kreuzende  Geraden  central- 
projectivisch  gegeben;  durch  eine  Parallelverschiebung  des  Gentrums, 
welche  der  Richtung  und  Größe  nach  zu  bestimmen  ist,  sollen  die 
Projectionen  dieser  Geraden  so  transformiert  werden,  dass  dieselben 
parallel  erscheinen  und  gleiche  Bildlängen  besitzen. 

Vor  allem  wird  diesfalls  die  bereits  bekannte  Thatsache  in  Er- 
innerung zu  bringen  sein,  dass  die  Richtung  der  centralen  Projection 
einer  Geraden  mit  der  des  Spurstrahles  dieser  Geraden,  d.  i.  der  Ver- 
bindungslinie des  Projectionscentrums  mit  dem  Spurpunkte  der  Geraden, 
in  Übereinstimmung  sei. 

Sollen  demnach  die  centralen  Projectionen  zweier  sich  kreuzen- 
den Geraden  gleiche  Richtung  haben,  so  müssen  ihre  Spurstrahlen  zu- 
sammenfallen, das  Projectionscentrum  muss  somit  in  der  Verbindungs- 
linie der  beiden  Spurpunkte  liegen. 

Ferner  ist  bekannt,  dass  die  Bildlänge  einer  central-projectivisch 
dargestellten  Geraden  gleich  ist  dem  Abstände  des  Projectionscentrums 
von  dem  Spurpunkte  der  Geraden.  Haben  demnach  zwei  Geraden  gleiche 
Bildlängen,  so  ist  das  Projectionscentrum  von  ihren  Spurpunkten  gleich 
weit  entfernt. 

Damit  also  die  in  der  vorgegebenen  Aufgabe  gestellten  Bedin- 
gungen erfüllt  werden,  ist  es  nöthig,  dass  das  neue  Projectionscentrum 
in  die  Verbindungslinie  der  Spurpunkte  der  beiden  sich  kreuzenden 
Geraden  falle  und  den  Abstand  derselben  halbiere. 

Ist  demnach  {CA)  (Taf.  XXVI,  Fig.  445)  das  ursprüngliche 
Projectionscentrum  und  sind  dv  und  d^v^  die  beiden  gegebenen  Ge- 
raden, so  haben  wir  zunächst  die  Spurpunkte  desselben  auf  irgend 
eine  Weise,  am  einfachsten  durch  ihre  orthogonalen  Projectionen  ^ 
und  ^,,  darzustellen. 

Wir  wissen  bereits,  dass  die  orthogonale  Projection  zf  des 
Spurpunktes  einer  Geraden  dv  der  vierte,   dem  Punkte  v  gegenüber- 
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liegende  Eckpunkt  eines  Farallelogrammes  ist,  in  welchem  d,  v  und  Ä 
die  Qbrigen  drei  Eckpunkte  repräsentieren. 

Sind  auf  diese  Weise  die  Funkte  jd  und  Jd^  bestimmt,  so  er- 
halten wir  in  ^J^d^  die  orthogonale  Projection  der  Verbindungslinie 
der  beiden  Spurpunkte.  Selbstverständlich  erscheint  die  Strecke  JJi 
hierbei  in  ihrer  wahren  Länge. 

Da  nun  das  neue  Frojectionscentrum  die  Strecke  der 
Spurpunkte  halbiert,  so  muss  dessen  orthogonale  Frojection,  d.  h. 
der  neue  Hauptpunkt  Ä'  im  Halbierungspunkte  von  ^^,  liegen. 
Hiemit  ist  die  Bichtung  und  Größe  der  Farallelverschiebung 
des  Centrums  durch  AÄ*  gegeben. 

Transformieren  wir  jetzt  auf  die  früher  angegebene  Weise  die 
beiden  Geraden  dv  und  d^v^,  so  werden  die  neuen  Frojectionen  dv* 
und  d,  t?/  den  in  der  Aufgabe  gestellten  Bedingungen  geiQäß,  unter- 
einander parallel  sein  und  gleiche  Bildlängen  besitzen. 

§•  419. 

136.  Aufgabe.  In  einer  Ebene  EbE^  ist  ein  Dreieck  abc  gegeben; 
es  soll  die  Richtnng  und  Größe  jener  ParaUelverschiebnng  des  Pro- 
jectionscentrums  ermittelt  werden,  fftr  welche  die  veränderte  Pro- 
jection des  Dreieckes  abc  einem  gegebenen  Dreiecke  ABC  ähn- 
lich wird. 

Um  diese  Aufgaben  zu  lösen ,  stellen  wir  folgende  Betrachtung 
an.  Die  veränderten  Frojectionen  der  Seiten  ab  und  ac  (Taf.  XXVI, 
Fig.  446)  müssen  denselben  Winkel  einschließen,  wie  die  Seiten  AB 
und  AC  des  gegebenen  Dreieckes  ABC. 

Nachdem  aber  die  Bichtung  der  centralen  Frojection  einer  Ge- 
raden mit  der  Bichtung  ihres  Spurstrahles  übereinstimmt,  so  muss 
das  neue  (zu  suchende)  Frojectionscentrum  C^  eine  solche  Lage  be- 
sitzen, dass  der  Winkel,  welcher  durch  die  Verbindungsgeraden  von  O 
mit  den  Spurpunkten  der  Dreieckseiten  ac  und  ab  gebildet  wird, 
dem  Winkel  BAC  gleich  sei. 

Diese  Bedingung  wird  aber  nach  Früherem  bekanntlich  dann  er- 
füllt, wenn  (7  auf  einem  in  der  Spurebene  verzeichneten,  durch  die 
genannten  Spurpunkte  gehenden  Ereis  Ka  derart  liegt,  dass  letzterer 
über  der  Sehne  der  Spurpunkte  den  Winkel  a  =  BAC  fasst. 

In  analoger  Weise  kommt  man  zu  dem  zweiten  gleichlautenden 
Besultate,  dass  C'  auch  auf  jenem  über  den  Spurpunkten  der  Seiten 
bc  und  ba  beschriebenen  Kreise  Kß,  welcher  über  der  Sehne  dieser 
Spurpunkte    den    Peripheriewinkel   ß  =  ABC  fasst ,    liegen    müsse. 

27* 
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Im   Schnitte   der  Kreise  Ka  und  Kß  erhalten   wir   sodann  das  neue 
Projectionscentrum  C*. 

um  also  die  vorliegende  Aufgabe  graphisch  durchzufahren,  er- 
mitteln wir  vorerst  die  orthogonalen  Projectionen  zfp /i»,^^ 
der  Spurpnnkte  der  Dreieckseiten  ah,bc,ca  auf  bekannte  Weise 
als  die  vierten  Eckpunkte  der  Parallelogramme  d^  v^  A^  d^  v^  Ä  und 
djiV^A.  Die  Verbindungslinie  /I^J^/I^  der  Spurpunkte  ^^  ^q  und 
^3  ist  selbstverständlich  eine  gerade  Linie,  welche  die  orthogonale 
Projection  der  Spurtrace  der  Ebene  JE^^JE^,  darstellt. 

Zeichnen  wir  nun  Qber  Ji^d^,  als  Sehne,  einen  Ereis  Kay 
welcher  dem  Peripheriewinkel  a  =:  BAC  entspricht,  so  ist  dieser 
offenbar  die  Orthogonalprojection  des  vorher  genannten,  in  der  Spur- 
ebene liegenden  Kreises  Ka.  Construieren  wir  ferner  über  ^q^^  als 
Sehne,  einen  Kreis  Kß,  welcher  den  Peripheriewinkel /J  •=  ABC  ent- 
spricht,  so  wird  dieser  die  orthogonale  Projection  des  in  der  Spurebene 
liegenden  Kreises  Kß  repräsentieren.  Der  Schnittpunkt  A'  der  Kreise 
Ka  und  Kß  ist  mithin  die  orthogonale  Projection  des  neuen 
Projectionscentrums  (7^  d.  h.  der  neue  oder  gesuchte  Haupt- 
punkt Den\gemäß  ergibt  sich  in  AA'  die  Richtung  und  Größe 
der  verlangten  Parallelverschiebung. 

Die  Geraden  A'd^.A'J^  und  A' J^  stellen  sonach  die  Ortho- 
gonalprojectionen  der  transformierten  Spurstrahlen  fQr  die  Geraden  a&, 
hc^ca  dar. 

Die  transformierten  Centralprojectionen  dieser  Geraden  sind  dann 
die  durch  d^,  äa  und  ^3  beziehungsweise  zu  JL'^,,^'^,  und  A'J^ 
parallel  gezogenen  Geraden  a'h\  h*&  und  &  a'.  Da  ferner 

-4^  /I^A'J^  =  A-  jB J.(7  und  A-  A^A*^^  =  ^  BGA, 
so  ist  auch  ^h*  a*  &  -=•  A-  B  AC  und  ^  h'  &  a*  =  BCA;  selbstver- 
ständlich  ist   also   auch  -4  a'6'c'  =  ^  AB  C  und  somit   die  Auf- 
gabe den  gestellten  Bedingungen  entsprechend,  gelöst. 

§.  420. 

137,  Aufgabe.  Es  sind  zwei  sich  kreuzende  Gieraden  central- 
projectivisch  dargestellt ;  es  soll  die  Größe  jener  Normalverschlebung 
ermittelt  werden,  für  welche  die  transformierten  Projectionen  dieser 
Geraden  gleiche  Bildlängen  erhalten. 

Da  die  Bildlänge  einer  central-projectivisch  gegebenen  Geraden 
dem  Abstände  des  Projectionscentrums  von  dem  Spurpunkte  gleich 
ist,  so  wird  es  sich  bei  der  vorliegenden  Aufgabe  darum  handeln, 
eine  zur  Bildebene  parallele  Ebene  zu  bestimmen,  welche  die  beiden 
sich  kreuzenden  Geraden  dv  und  d^v^  (Taf.  XXVII,  Fig.  447)  in  zwei 
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Punkten  d  und  d,    und  den  Hauptstrahl  CA  in  einem  Punkte  O  so 
schneidet,  dass  C'ö'  =  G'6\  wird. 

Selbstverständlich  müssen  dann  auch  die  orthogonalen  Projec- 
tiöneu  AJ*  und  A/l\  dieser  Geraden  untereinander  fi^leich  sein.  Denken 
wir  uns  demnach  die  orthogonalen  Projectionen  l  und  \  der  Geraden 
dv  und  d,  v^  bestimmt,  so  müssen  in  diesen  die  zu  suchenden  Punkte  ^i 
und  J^  liegen. 

Nun  ist  aber  leicht  einzusehen ,  dass  das  ganze  Büschel  der  zur 
Bildebene  parallelen  Ebenen  die  kreuzenden  Geraden  in  ähnlichen 
Funktreihen  schneiden  werde,  und  dass  deren  orthogonale  Projectionen 
gleichfalls  ähnliche  Punktreihen  sein  müssen. 

Es  wird  sich  demnach  darum  handeln  auf  den  letzteren  zwei 
entsprechende  Punkte  J*  und  J\  so  zu  bestimmen,  dass  JA  =  J^*A 
ist.  Der  soeben  ausgesprochenen  Forderung  dürfte  am  einfachsten  in 
folgender  Weise  Genüge  geschehen. 

Zwei  entsprechende  Punkte  der  beiden  Reihen  l  und  Z,  sind 
offenbar  d  und  ä^;  zwei  weitere  Punkte  sind  die  ursprünglichen  or- 
thogonalen Projectionen  J  und  z:^,  der  Spurpunkte.  Durch  diese  beiden 
Paare  sind  die  besagten  Beiben  bereits  ähnlich  aufeinander  bezogen. 

Denken  wir  uns  nun  den  Träger  I  um  ^  so  lange  gedreht,  bis 
derselbe  in  die  zu  \  parallele  Lage  (Q  kommt  und  domgemäß  die 
Punkte  d  und  ^  beziehungsweise  nach  {d)  und  {A)  gelangen,  so  sind 
in  dieser  Lage  die  Reihen  (Q  und  \  perspectivisch  und  wird  hie- 
bei  der  Schnittpunkt  s  von  d|  {d)  und  J^  (J)  das  Centrum  des  gemein- 
sam perspectivischen  Strahlenbüschels  repräsentieren. 

Halbieren  wir  weiters  den  Abstand  der  Geraden  (l)  und  l^  durch 
die  Gerade  6,  beschreiben  ferner  über  As  als  Durchmesser  einen 
Kreis  JT,  welcher  6  in  &^  resp.  &^  schneidet  und  ziehen  wir  den 
Strahl  sO-|,  so  trifft  dieser  die  Geraden  ({)  und  {,  in  zwei  entsprechen- 
den Punkten  (J')  und  ^',,  für  welche  offenbar -k  (^')  =^  Ajd\  ist. 

Dreht  man  nun  (Q  wieder  nach  l  zurück,  wobei  {^d*)  nach  J' 
(fällt  zufällig  auch  in  2,)  gelangt,  so  ist  J'A  =  ^d\  A  und  es  sind 
mithin  zf'  und  ^J\  das  eine  Paar  orthogoualer  Projectionen 
der  neuen  Spurpunkte;  das  andere  Paar  ergibt  sich  mit  Berück- 
sichtigung des  zweiten  auf  6  gelegenen  Punktes  O-,  in  gleicher  Weise. 

Nachdem  die  Zurückdrehung  des  Punktes  (z/O  in  die  Gerade  l 
nach  J'  erfolgt  ist,  erhalten  wir  in  A^J*  und  Ajd\  die  orthogo- 
nalen Projectionen  der  Spurstrahlen  für  die  beiden  transfor- 
mierten Projectionen  dv'  und  d^v\^  welche  sich  als  beziehungsweise 
parallel  und  gleich  zu  AJ'  und  AJ\  ergeben. 
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§.  421. 
Besondere  Transformationen  des  Projectionscentrnms. 

Hieher  gehört  in  erster  Linie  diejenige  besondere  Transformation 
des  Projectionscentrums ,  welche  die  Constructionen  von  Beziehungen 
an  einem  ebenen  Gebilde  auch  dann  noch  ermöglicht,  wenn  die 
^Distanz^  im  Verhältnis  zu  der  zu  Gebote  stehenden  Zeichnungsfläche 
zu  groß  ist,  als  dass  man  sie  in  der  gegebenen  Ausdehnung  benützen 
könnte.  In  einem  solchen  Falle  bedient  man  sich  mit  Vortheil  eines 
aliquoten  Theiles  der  Distanz. 

Wäre  beispielsweise  der  Hauptpunkt  A  (Taf.  XXVII,  Fig.  448),  so 
wie  die  Distanz  d  gegeben«  Die  Distanz  ä  jedoch  sei  so  groß,  dass  es, 
infolge  der  beschränkten  Zeichnungsfläche,  nur  möglich  ist,  den  n-ten 
Theil  derselben  aufzutragen.  An  die  Stelle  des  Distanzkreises  D*  tritt 

sodann  offenbar  ein  Ereis  —.   dessen  Radius  auch  nur  dem  n-ten 

Theile  der  Distanz  i  gleich  ist. 

Setzen  wir  weiters  voraus,  es  sei  eine  Ebene  E^^E^^  durch  ihre 
Tracen,  und  eine  in  dieser  Ebene  E  liegende  Gerade  l\  gegeben.  Be- 
sagte Gerade,  deren  Fluchtpunkt  außer  der  Zeichnungsfläche  i^llt, 
soll  beispielsweise  um  die  Bildflächtrace  is»  der  Ebene  E  in  die  Bild- 
ebene umgelegt  werden. 

Nachdem  die  Distanz  d  in  ihrer  yollen  Ausdehnung  auch  schon 
aus  dem  Grunde  nicht  verwendbar  ist,  weil  das  um  E^  umgelegte 
Frojectionscentrum  G^  außerhalb  der  Zeichnungsfläche  zu  liegen  kommt, 
so  tritt  die  Nothwendigkeit  an  uns  heran,  eine  Transformation  des 
Projectionscentrnms  vorzunehmen. 

Man  könnte  diesfalls  allerdings  auch  durch  eine  Normalverschiebung 
des  Centrums  die  Distanz  i  auf  den  n-ten  Theil  reducieren  und  auf 
diese  Weise  nach  der  im  Vorhergehenden  allgemein  angegebenen  Me- 
thode zum  Ziele  gelangen. 

CFm  jedoch  die  diesbezüglichen  Constructionen  zu  vereinfachen, 
dürfte  es  am  zweckmäßigsten  sein,  das  Centrum  direct  in  der  Rich- 
tung der  von  demselben  auf  die  Fluchttrace  E^  gefällten  Normalen 
ÜA^  zu  verschieben.  Hiedurch  wird  oflFenbar  die  Lage  der  Flucht- 
trace jE?0  bei  der  vorzunehmenden  Transformation  nicht  geändert. 

Wird  aber  das  Frojectionscentrum  G  in  der  Geraden  GA^  ver- 
schoben, so  wird  hiermit  auch  eine  Bewegung  des  Hauptpunktes  A 
in  der  Geraden  ^^  in  gleichem  Sinne  verbunden  sein. 

Die  Größe  dieser  Verschiebung  wollen  wir  in  der  Weise  fest- 
stellen, dass  wir  gleich  von  vornherein  bestimmen,  dass  für  das  trs^ns- 
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C  D 

formierte  oder  neue  Projectionscentrum  -  die  Distanz  -  den  w-ten 

Theil  der  ursprQnglichen  Distanz  D  betrage. 

Bezeichnen  wir  den  zugehörigen  Hauptpunkt  mit  — ,  so  ist  offenbar : 

Ä,A:Ä.  —  =  CA  : =:l:-  =  w*:l, 

d.  h.  „die  Entfernung  des  neuen  Hauptpunktes  —  vom  Nebenhaupt- 
punkte J.j  beträgt  den  w-ten  Theil  der  Entfernung  ^^^  des  ursprüng- 
lichen Hauptpunktes  A  vom  Nebenhauptpunkte  Ay^. 

Nachdem  hiemit  die  Lage  des  neuen  Projectionscentrums  durch 

A  A  C 

den  Hauptpunkt  -  und  die  Distanz fixiert  erscheint,  unterliegt  es, 

auf  Grund  der  vorher  ganz  allgemein  aufgestellten  Beziehungen, 
keinem  weiteren  Anstände  die  Projectionen  aller  gegebenen  Punkte 
und  Geraden  zu  transformieren« 

Da  die    beiden  Projectionscentra  G  und   -   auf  jener  Geraden 

liegen,  welche  die  Bildebene  in  A^  trifft,  so  kommen  diesem  Punkte 
J.J  alle  jene  Eigenschaften  zu,  die  in  den  vorausgeschickten  allge- 
meinen Erörterungen  in  Bezug  auf  den  Punkt  s  (Taf.  XXVII,  Fig.  438, 
439,  440)  festgestellt  wurden. 

Es  werden  folglich  entsprechende  Projectionen,  d.  i.  die  ursprüng- 
liche und  die  abgeleitete  Projection  eines  jeden  Punktes  im  Baume, 
auf  einer  Geraden  liegen,  welche  durch  den  Punkt  Ay  geht. 

Sind  diese  Projectionen  überdies  Fluchtpunkte,  so  werden 
sich  deren  Entfernungen  von  A^  wie  die  zugehörigen  Di- 
stanzen verhalten. 

Im  vorliegenden  Falle  wird  also  die  Entfernung  des  abgelei- 
teten Fluchtpunktes  -  von  A.  den  w-ten  Theil  der  Entfer- 
nung  des  ursprünglichen  Fluchtpunktes  v  von  A^  betragen. 

Hiemit  sind  die  für  die  graphische  Durchführung  noth wen- 
digen Beziehungen  zwischen  den  ursprünglichen  und  den  abgeleiteten 
Projectionen  hinreichend  festgestellt,  und  können  wir  demnach  auf  die 
sich  hieraus  ergebenden  Constructionen  übergehen. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  es  solle  durch  einen  in  der 
Ebene  E  gegebenen  Punkt  p  auf  die  Gerade  ß,  deren  Flucht- 
punkt V  außerhalb  der  Grenzen  der  Zeichnungsfläche  falle,  eine 
Senkrechte  gefilllt  werden. 

Zu  diesem  Zwecke  muss  zunächst  der  transformierte  Flucht- 
punkt -  der  Geraden  H  ermittelt  werden.    Da  der  ursprüngliche  und 
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wirkliche  Fluchtpunkt  v  der  genannten  Geraden  unzugänglich  ist,   so 
wird  folgende  Construction  mit  Vortheil  angewendet  werden  können. 

Man  denke  sich  irgend  einen  Punkt  x  von  l  mit  A^  verbunden, 
und  von  Ä^  aus   auf  der  Geraden  Ä^x  den  n-ten  Theil  Yon  Ä^x, 

d.  i.  -4,  -  :=  --  .  -4,  rc  aufgetragen. 

Zieht  man  nunmehr  -  -  parallel  zu  !,  so  ist 

A^  V  A^x  n 

.    V  .    X         1 

A.-        A.  - 
*  n        ^  n 


oder 


A.  —  =  — .  A.V. 
^  n       n      ' 


Es  ist  sonach  -  der  transformierte  Fluchtpunkt. 

- ,  -  I  nach     ^ 

auf  bekannte  Weise  um,   so  erhalten  wir  in  |—  -|  den  umgelegten 

Fluchtstrahl  der  Geraden  l. 

Fährt  man  durchd  zu  diesem  verkflrzten  Fluchtstrahle  eine 
Parallele  /q,  so  stellt  diese  letztere  bereits  die  um  Eh  umgelegte 
Gerade  dar. 

Zieht  man  weiters  im  Punkte  —  auf  —  -  eine  Senkrechte 
-^  - ,  SO  repräsentiert  diese  letztere  den  umgelegten  verkürzten  Flucht- 
strahl der  zu  bestimmenden  Senkrechten  und  -  den  transformierten 

n 

Fluchtpunkt  derselben. 

um  aus  diesem  Ergebnisse  die  „ursprüngliche  Projection"  der  be- 

AM 

sagten,  zu  ll  senkrechten  Geraden  abzuleiten,  hätte  man  den  Punkt  —  nach 

v,  zurück  zu  transformieren,  und  hierauf  t;,  mit  dem  gegebenen  Punkte  jp 
zu  verbinden.  Den    thatsächlichen  Fluchtpunkt  v^    kann  man  selbst- 

verständlich  aus  -^  durch  n-maliges  Auftragen  der  Strecke  A^  ^  von 

A^  aus  in  der  Bichtung  A^  -  erhalten.    Fällt  aber  v^  außerhalb  der 

Bildebene    (Zeichnungsfläche)   so  wird  man  wiederum  p  mit  A^  ver- 
binden, A^p  in  n  gleiche  Theile  theilen,  sodann  den  dem  Punkte  A^ 

zunächstgelegenen  Theilpunkt  —  mit  —  verbinden  und  schließlich  zu 
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^  -^  durch  p   die  Parallele   ziehen,  um  in  \   die  gesuchte   Gerade 
dargestellt  zu  erhalten.  Denn 

^  All  pÄ.  ==  -^  Ä.  :  %  ^  =  1 :  w* 


Es  ist  also 


oder 


^i     A  ^  A 

-  A.  =  —.v.A 
n     *        n     * 


t?,  X  =  n.—  A 


welches  Resultat  mit  dem  der  Construction  in  vollem  Einklänge  steht. 

§.  422. 

138.  Aufgabe.  Auf  einer  in  einer  Ebene  EbE^  gegebenen  Ge- 
raden Z:,  deren  Fluchtpunkt  v  außerhalb  der  Grenzen  der  Zeichnungs- 
fläche  liegt,  ist  mit  Hilfe  der  Transformation  durch  aliquote  Theile 
der  Distanz  ein  gegebenes  Längenstück  von  einem  bestimmten  Punkte 
aus,  central-projectivisch  aufzutragen. 

Die  Ebene,  welche  die  Gerade  H  enthält,  sei  E^  Ei,  (Taf.  XXVII, 
Fig.  449) ;  der  Fluchtpunkt  v  der  Geraden  l  fällt  außerhalb  der  Zeich- 
nungsfiäche  und  die  gegebene  Distanz  d  sei  so  groß,  dass  bloß  der 
9t-te  Theil  derselben  benützt  werden  kann. 

Nachdem  mit  Zuhilfenahme  der  eben  entwickelten  Transforma- 
tionsmethode auf  der  Geraden  ll  von  dem  Punkte  p  aus  die  Strecke  p  q 
so  bestimmt  werden  soll,  dass  ihre  wahre  Größe  der  gegebenen  Länge 
l  entspricht,  so  denken  wir  uns  vor  allem  das  Projectionscentrum  in 

der  vorher  angegebenen  Weise  nach  1  — >  —  1  transformiert,  wobei  die 

Distanz  auf  ihren  n-ten  Theil  reduciert  wird. 

Nach  dieser  vorbereitenden  Bemerkung  sei  nebenbei  noch  er- 
wähnt, dass  die  vorgelegte  Aufgabe  auf  mehrfache  Weise  gelöst 
werden  kann. 

§.  423. 

a)  Durch  Umlegung. 

Wir  bestimmen  den  reducierten  Fluchtpunkt  —    der    gegebenen 

Geraden  in  der  soeben  besprochenen  Weise,  indem  wir  irgend  einen 
Punkt  X  von  l  mit  A^  (Taf.  XXVII,  Fig.  448)  verbinden,  die  Strecke 
^  o;  in  n  Theile  theilen,   und   durch  den ,   dem  Punkte  A^  zunächst 

gelegenen  Theilpunkt   —  eine  Parallele   zu   l  ziehen.    Letztere   be* 
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stimmt  im  Schnitte  mit  der  Fluchttrace  Ey  in  —  den  reducierten  (trans- 
formierten)  Fluchtpunkt  — . 

c 

Legen  wir  das  redncierte  Centrum  um  E„  nach  -^  um,  so  reprä- 

sentiert  —^  —  den    reducierten    umgelegten    Parallelstrahl ,    welcher 

offenbar  zu  dem  umgelegten^  dem  Punkte  v  entsprechenden,  ursprüng- 
lichen Fluchtstrahle  C^v  parallel  läuft. 

Die  Gerade  l  wird  demnach  um  Eb  umgelegt^  wenn  man  durch 
ihren  Durchstoßpunkt  d  eine  Parallele  Iq  zu  -5-—  zieht. 

Nachdem  man  somit  die  umgelegte  Gerade  Iq  kennt,  unterliegt  es 
auch  keiner  Schwierigkeit,  auf  derselben  den  umgelegten  Punkt  p^  zu 
ermitteln.  Dieses  kann  in  einer  höchst  einfachen  Weise  und  selbst  auch 
ohne  Berücksichtigung  des  reducierten  Projectionscentrums  ge- 
schehen. 

Zieht  man  nämlich  die  Gerade  Ä^p^^,  so  stellt  diese  die  Cen- 
tralprojection  der  durch  p  in  der  Ebene  E^Ev  zur  Trace  Et,  senk- 
recht gezogenen  Geraden  dar.  Nach  der  TJmlegung  muss  diese  Geiade 
durch  ihren  Durchstoßpunkt  d^  mit  der  Bildebene  gehen,  und  auf  Eb 
selbst  senkrecht  stehen,  kann  demgemäß  sofort  gezeichnet  werden.  Die 
so  umgelegte  Gerade  d^p^  trifft  l^  bereits  in  dem  gesuchten  Punkte  p^. 

Um  weiters  die  Strecke  pq  auf  l  zu  bestimmen,  tragen  wir  deren 
wahre  Größe  X  von  p^  aus,  auf  der  Geraden  Iq  auf,  wodurch  wir, 
da  die  Aufgabe  zwei  Lösungen  zulässt,  auf  l^  die  beiden  Punkte  g^^ 
und  q\  erhalten.  Es  handelt  sich  jetzt  nur  noch  darum,  die  Central- 
projectionen  dieser  Punkte  zu  construieren.  Am  bequemsten  gelangen 
wir  diesfalls  zum  Ziele,  wenn  wir  durch  q^^  und  q\  Senkrechte  zur 
Bildflächtrace  Eb  ziehen,  deren  Fußpunkte  ä\  und  d'^  bestimmen  und 
diese  mit  A^  verbinden.  Die  Centralprojectionen  Ä^  d\  und  Ä^  6'^  der 
bezeichneten  Senkrechten  treffen  die  Gerade  ll  bereits  in  den  ge- 
suchten Punkten  q^  und  q^. 

§.  424. 
b)  Vermittelst  des  Theilungspunktes. 

Den  transformierten  Fluchtpunkt  -  (Taf.  XXVII ,  Fig.  449)  der 

Geraden  ll  nehmen  wir,  auf  Grund  des  Vorausgeschickten^  als  bereits 
bestimmt  an.    Hiernach  wird  es  leicht  sein,  da  die  wahre  Länge  des 

C   v 

verkürzten  Fluchtstrahles  durch  -  -  —  gegeben   ist,    für   das  Centrum 

[A.  CT  t  f) 

-  -  I  den  Theilungspunkt  -  für  den  Fluchtpunkt  -  festzustellen. 
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Da,  wie  wir  wissen,  der  Theilungspunkt  T  der  Geraden  Ij  der 
Fluchtpunkt  aller  jener  Geraden  ist,  welche  gegen  l  und 
gegen  Eh  gleich   geneigt   sind,   da  ferner  der  reducierte  um- 

gelegte  Fluchtstrahl  —  —  parallel    zu  dem  umgelegten  ursprünglichen 

oder   thatsächlichen   Fluchtstrahle   G^v   der  Geraden   l   ist,    und    da 

C    t 
endlich    —  -   der    reducierte   Parallelstrahl   jener   Geraden   ist, 

welche  mit  l  und  Eh  gleiche  Winkel   einschließen,   so  folgt,    dass  - 

wir 

die  Transformation  des  Theilungspunktes  T  für  die  Gerade  ll  reprä- 
sentiert.   Es  wird   demnach 

sein.    Diese  einfache  Betrachtung  führt  zu  folgender  Construction  des 
wirklichen  Theilungspunktes  T. 

Man   zieht  -  -—  und  führt  durch  x  parallel  zu  -  -  die  Gerade 

n  n  ^  n  n 

xT,  so  wird: 

oder 

T 
TA.=n.-Ä. 

woraus  folgt,  dass  T  der  gesuchte  Theilungspunkt  für  die  Gerade  ß  sei, 
und  dass  man  aus  —  unmittelbar  den  wirklichen  Theilungspunkt  T 

finden  und  bestimmen  könne,  wenn  man  von  A^  aus  in  der  Bichtung  A^  - 

die  letztgenannte  Strecke  n-ma!,  d.  i.  so  oftmal  aufträgt,   als  der 
wievielte  Theil  der  Distanz  benützt  wurde. 

Trägt  man  nun  die  gegebene  Strecke  l  auf  l  von  p  aus  central- 
projectivisch  auf,  indem  man  Tp  bis  zum  Schnitte  P'  mit  Eh  zieht,  über- 
trägt man  sodann  auf  Eh  von  P'  aus  die  Strecke  l  nach  P'  Q*  resp. 
P*Q"  und  projiciert  die  Punkte  Q'  und  Q*'  mittelst  der  von  T 
ausgehenden  Theilungslinien  TQ'  und  TQ"  auf  die  Gerade  nach  q^ 
und  $2»  s^  ^^  <^i^  gestellte  Aufgabe  gelöst  und  müssen  die  sich  der- 
zeit ergebenden  Resultate  mit  jenen  vorher  festgestellten  vollkommen 
übereinstimmen. 

§.  425. 

c)  Hilfsconstructionen, 

wenn  der  Theilpunkt  T  außerhalb  der  Zeichnungsfläche 
fällt  oder  die  central-projectivisch  aufzutragende  Strecke 
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l  80  groß  ist,  dass  dieselbe  nicht  in  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung auf  der  Bildflächtrace  der  durch  die  Gerade 
gelegten  Ebene  abgeschnitten  werden  kann. 

Denken  wir  uns  die  Entfernung  Tv  (Taf.  XXVII,  Fig.  449)  in  m 
gleiche  Theile  getheilt,  und  bezeichnen  wir  den,  dem  Fluchtpunkt  v 

zunächst  li^enden  Theilpunkt  mit  -^* 

Zieht  man  die  Theilungslinie  TpF*,  so  ist  bekanntlich  dP  die 
wahre  Größe  Ton  dp  und  in  gleicher  Weise  auch  dQ'  die  wahre 
Größe  von   dq^,   mithin   PQ'   die   wahre    Größe   ron  pq^.    Denkt 

man  sich  weiters  die  Geraden  —p  und  —  q^  geführt,  welche  Ei,  in 

p  Q 

~  und  ~  treffen  mögen,  so  folgt,  nachdem 


m  m 


t  1    rr 

m  m 


ist,  auch 


also 


sei. 


d?^=—.dP,  uudd^  =  — .d(2, 
mm         *  w       w         ' 

^  ^  =  1  (dQ    _dP,)  ^L^T^Q 

mm         m  ^   ^*  '        m        '  ^ 

Ist  man   demnach   in   der  Lage   den  Punkt  —  bestimmen   zu 

können,   so  wird  man,  um  auf  l  von  p  aus  die  Strecke  X  abzuschneiden, 

t  P  P 

den  Punkt  p  von  —  aus  auf  E},  nach  -^  projicieren,  auf  Ei,  von  — " 

aus  die  Strecke  -  .  k  auftragen,  und  deren  Endpunkt  ^  durch  —  auf  l 
nach  q^  zurflckfUhren. 

Es  handelt  sich  jetzt  nur  noch  darum  den  Punkt  —  auch  dann 
zu  bestimmen,  wenn  T  und  v  nicht  mehr  auf  der  Zeichnungs- 
fläche  vorhanden  sind  und  bloß  die  Punkte  —  und  -—  als 
bekannt  vorliegen.  Dies  kann  in  folgender  Weise  geschehen. 

Man  theilt  die  Strecke =  —  i;  T   in  eine  beliebige  Anzahl, 

etwa  w,  gleiche  Theile  und  trägt  hierauf  den  Abstand  des  dem  Flucht- 
punkte  —  zunächst   liegenden   Theilpunktes    -r  vom   Nebenhaupt- 

punkte  ^,  d.  i.  J^-,  von  A^  ausgehend,   w-mal,    d.  i.   so   oft  mal 
als  der  wievielte  Theil  der  Distanz  d  benützt  wurde,  entweder  gegen 
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—  oder  -  jenachdem  —  zwischen  A.  und  —  oder  zwischen  A.  und  — 

liegt,   auf,   und   erhält   auf  diese  Weise,  indem  man  im  vorliegenden 

Falle  ^i  --=  M  .  -4,  —  macht,  einen  Punkt  —  ,  welcher  derart  benutzt 

werden  kann,  dass  man  bloße  aliquote  Theile  der  auf  der  Geraden  l 
abzuschneidenden  Längenstücke ^  diesfalls  also  den  m-Theil  derselben 
auf  die  Bildflächtrace  Eh  der  gegebenen  Ebene  E  vom  Durchschnitte 

—  der  Verbindungslinie  —p  mit  Et  nach  ^  ,  wobei  -  ^  ==  —  PO =— A 

P  Q  t 

ist,  aufträgt  und  die  Endpunkte  —  und  -^  mit  —  verbindet ,   um   die 

'^  m  m  m 

Grenzpunkte   der   centralen  Projection  i>  g   der    gegebenen  Strecket 
auf  l  bestimmt  zu  erhalten. 
Denn  es  ist: 

-4.  —  =T  n  .  A  — =  »l  A, . \  =  A.v Tv. 

^  m  *m         I        ^*        ^^    nn\  *  m 

Die  Übereinstimmung  der  vorstehenden  Gleichung  mit  den 
Constructionsresultaten  beweist  die  Richtigkeit  der  durchgeführten 
Hilfsconstruction. 

§.  426. 

Die  Transformation  des  Centrums  in  centraler  Pro- 
jection  wollen  wir  damit  abschließen,  dass  wir  noch  zeigen,  wie  man 
von  der  Centralprojection  auf  die  schiefe  und  beziehungsweise  auf 
die  orthogonale  Projection  übergehen  könne. 

Setzen  wir  voraus,  es  sei  p  (Taf.  XXVII,  Fig.  450)  die  cen- 
trale Projection  eines  auf  dem  Träger  dv  gegebenen  Punktes,  und 
nehmen  wir  an,  dass  für  eine  durch  den  Fluchtpunkt  q>  gegebene 
Sichtung  von  schief-projicierenden  Strahlen,  die  schiefe  Pro- 
jection ps  des  Punktes  p  bestimmt  werden  solle. 

Um  diese  Aufgabe  graphisch  zu  lösen,  haben  wir  selbstver- 
ständlich nichts  anderes  zu  thun  als  den  Schnittpunkt  der  Bildebene 
mit  dem  durch  p  gehenden  schief  projicierenden  Strahle ,  dessen  cen- 
trale Projection  ptp  ist,  zu  bestimmen.  Nachdem  aber  p(p  und  dt;  in 
einer  und  derselben  Ebene  e  liegen,  deren  Fluchttrace  e^  die  Ver- 
bindungsgerade der  Fluchtpunkte  9?  und  v  ist,  so  ergibt  sich  der 
Durchstoßpunkt  der  Geraden  ptp,  d.  i.  die  zu  bestimmende  schiefe 
Projection  p^ ,  im  Schnitte  von  p  y  mit  der  Bildflächtrace  eh  dieser 
Ebene,  also  mit  jener  Geraden,  welche  durch  d  parallel  vn  tpv  ge- 
zogen werden  kann.  In  gleicher  Weise  können  nunmehr  aus  den  vor- 
liegenden Centralprojectionen  beliebiger  anderer  Punkte  deren  schiefe 
Projectionen  abgeleitet  werden. 
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Zu  bemerken  wäre  hier  noch,  dass  eine  Gerade,  etwa  dv, 
(Taf.  XXVII,  Fig.  450)  dadurch  transformiert  wird,  dass  man  einen 
ihrer  Punkte,  allenfalls  p  nach  p«  transformiert,  und  hierauf  p^  mit 
dem  ungeändert  bleibenden  Durchs toQpunkte  d  verbindet.  Hierbei 
ergibt  sich  aber  sofort,  dass  die  besagte  Verbindungslinie  dp,  mit  der 
Trace  et  identisch  sei. 

Auf  Grund  dieser  Transformation  lässt  sich  auch  die  Construction 
einer  (früher  in  der  centralen  Projection)  schon  gelösten  Aufgabe: 

„In  einer  zur  Bildebene  parallelen  Ebene,  die  durch  einen  ilirer 
auf  einem  Träger  gelegenen  Pnnkte  festgestellt  ist,  ist  ein  Dreieck, 
dessen  Centralprojection  als  bekannt  vorliegt,  gegeben;  die  wahre 
Oröße  des  Dreieckes  soll  bestimmt  werden^,  leicht  interpretieren. 

Man  betrachtet  einfach  den  Fluchtpunkt  des  Trägers  gleichzeitig 
als  den  Fluchtpunkt  der  schief  projicierenden  Strahlen 
und  bestimmt  hiernach  die  schiefe  Projection  des  Dreieckes.  Letztere 
wird  offenbar  bereits  die  gesuchte  wahre  Größe  des  Dreieckes  dar- 
stellen. 

Handelt  es  sich  insbesondere  darum  von  der  centralen  Pro- 
jectionsmethode  auf  die  orthogonale  zu  übergehen,  so  ist 
bloß  zu  erwägen,  dass  diesfalls  der  Hauptpunkt  A  den  Fluchtpunkt 
der  orthogonal-projicierenden  Strahlen  darstelle.  In  allem  übrigen 
bleiben  die  Constructionen  genau  dieselben,  wie  die,  welche 
soeben  für  die  schiefe  Projection  vollführt  wurden. 

B.  Transformation  des  Objectes. 

§.  427. 
a)  Parallelverschiebang. 

W^enn  ein  Gebilde  eine  Parallelverschiebung  erfährt,  so  behalten 
die  durch  das  Projectionscentrum  zu  allen  Geraden  und  Ebenen  des- 
selben parallel  gelegten  Geraden  und  Ebenen,  mithin  auch  alle  Flucht- 
elemente der  Projection  dieses  Gebildes,  ihre  Lage  bei. 

Um  weitere  Beziehungen  zwischen  der  ursprünglichen  und  der 
abgeleiteten  Projection  des  Gebildes,  welches  eine  Parallelverschiebung 
erfuhr,  aufstellen  zu  können,  wollen  wir  zunächst  eine  Gerade  und 
einen  Punkt  derselben  näher  betrachten. 

Sei  dv  (Taf.  XXVII,  Fig.  451)  eine  central-projectivisch  gegebene 
Gerade  und  p  die  centrale  Projection  eines  ihrer  Punkte.  Ferner  sei 
7  der  Fluchtpunkt  der  Richtung,  in  welcher  die  Gerade  und  der 
Punkt  verschoben  werden  soll. 
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Um  die  Größe  der  Verschiebung  zweckentsprechend  dar- 
zustellen, setzten  wir  voraus,  dass  irgend  einem  Punkte  d  der  Bild- 
ebene nach  der  Verschiebung  die  Centralprojection  d'  entspräche.  Die 
wahre  Größe  der  Verschiebung  dd'  kann  durch  Umlegung  leicht  be- 
stimmt werden. 

Was  die  Gerade  dv  anbelangt,  so  wissen  wir  bereits,  dass  bei 
ihrer  Parallelverschiebung  der  Fluchtpunkt  v  ungeändert  bleibt;  es 
wird  demnach  genügen,  einen  einzigen  Punkt«  der  Geraden  durch 
seine  Projection  nach  der  Verschiebung  festzustellen.  Am  geeignetsten 
kann  hiezu  unmittelbar  der  Durchstoßpunkt  d  der  Geraden  verwendet 
werden. 

Die  Gerade,  in  welcher  die  Verschiebung  des  letztgenannten 
Punktes  statthat,  ist  dtp]  man  hat  sonach  nur  noch  die  Projection  ä' 
des  verschobenen  Punktes  in  dtp  zu  ermitteln.  Berücksichtigt  man, 
dass  die  Gerade  dS  bei  ihrer  Parallelverschiebung  immer  parallel  zur 
Bildebene  verbleibt,  so  wird  sich  d'  als  Schnittpunkt  von  dtp  mit  der 
durch  ö'  parallel  zu  dd  gezogenen  Geraden  ergeben. 

Die  Centralprojection  der  transformierten  Geraden  erhalten  wir 
mithin  in  d'cp.  Um  den  Durchstoßpunkt  d^  der  genannten  Geraden 
zu  bestimmen,  legen  wir  durch  die  in  d'  sich  schneidenden  Geraden 
dd'g)  und  d'v  eine  Hilfsebene  e^eb,  deren  Bildflächtrace  6»  im  Schnitte 
mit  d'v  den  gesuchten  Durchstoßpunkt  d,  ergibt. 

Die  Transformation  des  auf  dv  gegebenen  Punktes  p  bietet  nun 
auch  keinerlei  Schwierigkeit.  Der  abgeleitete  Punkt  p'  muss  nämlich 
einerseits  auf  d^  v  und  andererseits  auf  dem  durch  p  gezogenen  Ver- 
schiebungsstrahle g)py  also  im  Schnitte  beider  liegen.  In  gleicher 
Weise  können  alle  übrigen  Punkte  irgend  eines  Gebildes  durch  Ver- 
schiebung transformiert  werden. 

Ist  die  Verschiebung  insbesondere  parallel  zur  Bildebene 
zu  vollziehen,  so  sind  die  Verbindungslinien  der  ursprünglichen  und 
der  abgeleiteten  Projectionen  aller  Punkte  des  Baumes  untereinander 
parallel.  Die  in  der  Bildebene  liegenden  Punkte  des  Gebildes,  d.  i. 
sämmtliche  Durchstoß  punkte  beschreiben  bei  der  Verschiebung 
untereinander  parallele  gleicji  lange  Strecken,  deren  Längen 
der  Verschiebungsstrecke  gleich  sind. 

§.  428. 
bj  Die  Drehung  des  Objectes  um  eine  Achse. 

Obwohl  eS;  wie  in  Früherem  angedeutet,  auch  eine  allgemeinere 
Drehung,   nämlich    die   um  einen  Punkt  gibt,   so   lässt  sich  dieselbe 
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dennoch  immer  wieder  auf  unendlich  viele  Arten  in  zwei  Drehungen 
um  verschiedene  Achsen,  die  sich  in  jenem  Punkte  schneiden,  zer- 
legen. Der  Nachweis  hiefftr  wurde  von  uns  bereits  geliefert;  es  wird 
demnach  an  dieser  Stelle  genflgen,  die  einfache  Drehung  um  eine 
geradlinige  Achse  zu  behandeln. 

Eine  specielle  Form  der  Drehung  um  eine  Achse  oder  wie  wir 
uns  kurz  auszudrücken  pflegen,  einer  „Achsendrehung**  haben  wir 
bereits  in  allen  vorausgeschickten  Projectionsarten  mehrfach  ange- 
wendet; es  ist  dies  die  Drehung  eines  ebenen  Gebildes  um  die  Trace 
seiner  Ebene  in  die  Bildebene  behufs  Bestimmung  der  wahren  Größe 
des  durch  seine  Projectionen  gegebenen  Gebildes. 

Diese  unter  dem  Namen  ^ümlegung"  bekannte  Operation  ist 
aus  dem  Grunde  eine  specielle  Art  der  Drehung,  weil  die  Dre- 
hungsachse in  der  Bildebene  selbst  liegt. 

In  Folgendem  jedoch  wollen  wir  „als  Drehungsachse^  eine 
beliebige  Gerade  im  Baume  annehmen,  und  ein  Gebilde  um 
dieselbe  um  irgend  einen  gegebenen  Winkel  drehen. 

Sei  demnach  dv  (Taf.  XXVII,  Fig.  452)  die  Drehungsachse 
und  p  —  gegeben  auf  dem  Träger  dg)  —  ein  um  dv,  um  den 
Winkel  cc  zu  drehender  Punkt. 

Dieser  Funkt  p  beschreibt  bei  seiner  Drehung  um  dt;  einen  dem 
Gentriwinkel  cc  entsprechenden  Kreisbogen,  dessen  Ebene  zur  Drehungs- 
achse dv  senkrecht  steht.  Besagte  Ebene  wollen  wir  die  y,Drehungs- 
ebene"  nennen. 

Die  Drehachse  wird  von  der  Drehebene  in  dem  Mittelpunkt 
des  genannten  Kreises  geschnitten. 

Der  Radius  des  Drehungskreises  ist  der  jeweilige  Abstand 
des  zu  drehenden  Punktes  von  der  Drehungsachse,  also  gleich  der 
Entfernung  des  bezeichneten  Punktes  von  dem  Mittelpunkte  des  Dreh- 
kreises. 

Behufs  graphischer  Durchführung  denken  wir  uns  die  Dreh- 
ebene, d.  i.  die  durch  p  gehende  auf  dv  senkrecht  stehende  Ebene 
SbS^  auf  bekannte  Weise  construiert. 

In  der  Ebene  StS^  erfolgt  die  Drehung  des  Punktes  jp,  und  zwar 
ist  der  Drehungsmittelpunkt  der  Schnittpunkt  o  der  Ebene  SbSv  mit 
der  Drehungsachse   dv. 

Um  diese  Drehung  graphisch  ausführen  zu  können,  denken  wir 
uns  die  Ebene  SbSt,  um  56  in  die  Bildebene  umgelegt.  Dabei  gelangt 
2)  nach  p^  und  o  nach  o^.  Der  durch  p^^  gehende  Kreis  K^  mit  dem 
Mittelpunkte  Oq  ist  sodann  der  Drehungskreis. 
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Der  vorgegebenen  Aufgabe  gemäß  soll  der  Punkt  p  um  den 
Winkel  «  gedreht  werden.  Wir  haben  demjiach  nur  den  Bogen  i>oJP'o 
so  zu  bestimmen,  dass  der  zugehörige  Gentriwinkel  gleich  a  wird,  was 
einfach  dadurch  geschieht,  dass  man  den  Winkel  a  in  o^  entweder 
nach  der  einen  oder  der  anderen  Seite  von  p^o^  aufträgt.  Bestimmt 
man  nunmehr  noch  die  Projection  p^  des  gedrehten  Punktes 
auf  Grund  vorausgeschickter  Erörterungen,  so  ist  die  gestellte  Aufgabe 
als  vollständig  gelöst  zu  betrachten. 

§.  429. 

Den  eben  angedeuteten  Weg  wird  man  im  allgemeinen  ein- 
schlagen, wenn  ein  einziger  Punkt  p  um  eine  Gerade  zu  drehen  ist. 
Soll  jedoch  irgend  ein  zusammengesetztes  Gebilde  um  eine 
Gerade  gedreht  werden,  so  dürfte  sich  der  obgewählte  Vorgang  als 
schwerfällig  und  als  zu  umständlich  erweisen. 

Um  daher  nicht  jeden  einzelnen  Punkt  des  Gebildes  nach  der 
vorangegebenen  Methode  drehen  zu  müssen,  um  also  mit  anderen 
Worten  die  Constructionen  für  den  vorliegenden  Fall  zu  vereinfachen, 
wollen  wir  ein  abgekürztes  Verfahren  festzustellen  suchen  und  zu 
diesem  Behufe  folgende  Betrachtung  vorausschicken. 

Sei  D  (Taf.  XXVII,  Fig.  453)  eine  beliebige  Gerade  im  Räume, 
welche  die  Drehungsachse  repräsentieren  möge,  und  p  irgend  ein  um 
dieselbe  zu  drehender  Punkt. 

um  diese  Drehung  zu  vollziehen,  werden  wir,  wie  vordem  durchs, 
eine  auf  der  Drehungsachse  D  senkrecht  stehende  Ebene  s  legen,  und 
den  Schnittpunkt  o  dieser  Ebene  mit  der  Drehungsachse  D  be- 
stimmen. 

Beschreibt  man  sodann  aus  o  als  Mittelpunkt  einen  durch  p 
gehenden  Kreis  £,  so  stellt  dieser  den  Drehungskreis  für  den  Punkt  p 
vor.  Um  nun  den  Punkt  p  um  einen  bestimmten  Winkel  a  zu  drehen, 
hat  man  bloß  den  bezeichneten  Winkel  "a  (mit  o  als  Scheitel)  auf  die 
eine  oder  andere  Seite  von  op  aufzutragen;  der  zweite  Schenkel  op' 
desselben  schneidet  den  Kreis  K  bereits  in  dem  verlangten  resp.  ge- 
drehten Punkte  p'. 

Denken  wir  uns  weiters  an  beliebiger  Stelle  eine  zweite  Ebene  S 
parallel  zur  Drehebene  s,  also  gleichfalls  senkrecht  auf  D,  gezeichnet 
und  nehmen  wir  an,  dass  diese  die  Drehachse  D  im  Punkte  o  treffe. 

Projicieren  wir  ferner  die  Punkte  py  p'  und  o,  sowie  den  Kreis  K 
orthogonal,  also  durch  Strahlen  parallel  zu  D  auf  die  Ebene  S,  so 
wird  diese  Projection,  weil  S  und  s  parallele  Ebenen  sind,  zu  dem 
Originalgebilde   congruent   sein;    es    wird   also   die  Projection  ä  des 

Peschka,  Darstellende  a.  projective  Geometrie.  2S 
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Kreises  K  wieder  ein  Kreis  sein,  dessen  Radius  jenem  ron  K  gleich 
und  dessen  Mittelpunkt  a  ist.  Die  Projectionen  n  und  %'  der  Punkte 
p  und  p*  sind  Punkte  des  Ej'eises  A;;  die  Yerbindungsgerade  n%*  der- 
selben ist  parallel  und  gleich  pp\  sowie  auch  -^  a  =  ^4-  a'  sein  wird. 

Auf  Grund  dieser  Beziehung  kanu  die  Drehung  des  Punktes  p 
auch  in  nachstehender  Weise  erfolgen. 

Man  bestimme  dessen  Orthogonalprojeotion  %  auf  die  Ebene  8 
und  drehe  ;r,  indem  wir  den  Punkt  q  als  Drehungsmittelpunkt  be- 
trachten, um  den  Winkel  a  =:  a'  nach  %\  Denken  wir  uns  nun  durch  ä' 
eine  Parallele  sr'p'  zu  D  und  durch  p  eine  Parallele  jp 2^'  zu  %%*  ge- 
zogen, so  liegt  im  Schnitte  dieser  beiden  Geraden  der  gesuchte 
(gedrehte)  Punkt  p'. 

Wie  sofort  ersichtlich,  wird  durch  diese  geringfügige  Abänderung 
der  ursprünglichen  Construction  die  Durchführung  ungemein  erleichtert, 
indem  alle  Punkte  eines  Gebildes,  welche  imi  die  nämliche  Achse 
zu  drehen  sind,  durch  ihre  orthogonalen  Projectionen  auf  die  als  fest 
angenommene  Ebene  S  bezogen  werden. 

Es  wird  hiernach  bloß  diese  eine  Ebene  allein  umzulegen,  die 
Drehung  der  in  ihr  liegenden  Projectionen  der  einzelnen  Punkte  des 
Gebildes  vorzunehmen,  diese  sodann  zurückzuführen  und  durch  Führung 
der  oberwähnten  Parallelen,  die  eigentlich  gedrehten  Punkte  abzu- 
leiten sein. 

Ist  eine  Gerade  zu  drehen,  so  hat  man  selbstverständlich  mit 
bloß  zwei  Punkten  derselben  die  verlangte  Drehung  zu  vollziehen. 

Hierbei  wird  man  zweckmäßigerweise  den  Schnittpunkt  der  Ge- 
raden mit  der  Ebene  S  als  einen  dieser  beiden  Punkte  wählen. 

§.  430. 

139.  Aufgabe.  In  einer  Ebene  E  liegt  ein  Dreieck  ahc]  das- 
selbe ist  um  eine  gegebene  Gerade  äv  um  den  Winkel  q  zu  drehen. 

Wählen  wir  zum  Zwecke  der  Anwendung  des  eben  Besprochenen 
eine  beliebige,  auf  dv  (Taf.  XXVII,  Fig.  454)  senkrechte  Ebene  ShS^ 
und  projicieren  auf  dieselbe  das  gegebene  Dreieck  aic  orthogonal 
nach  ttßy. 

Letzteres  kann  einfach  dadurch  bewirkt  werden,  dass  man  die 
Schnittpunkte  d,,  d^  und  8^  der  einzelnen  Dreieckseiten  ah^hc  und  ca 
mit  der  Ebene  ShSv  durch  Zuhilfenahme  der  Schnittlinie  ätp  der 
Ebenen  E  und  8  bestimmt  und  weiter  die  orthogonale  Projection  a  y 
von  ac  auf  SiS^  dadurch  ermittelt,  dass  man  den  Schnitt  d'^i  der 
Ebene  81^8^  mit  der  durch  ac  parallel  vi  vA  gelegten  Hilfsebene  e^e, 
feststellt. 
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Im  Schnitte  von  d*(p^  mit  av  resp.  cv  ergeben  sich  die  gesuchten 
orthogonalen  Projectionen  a  und  y  der  Punkte  a  und  c  auf  die  Ebene 
Si  S^.  Zieht  man  nun  <¥,  y  und  d^  c(,  so  erhält  man  die  orthogonalen 
Projectionen  der  Dreieckseiten  ab  und  bc,  und  in  deren  Schnittpunkt  ß 
die  orthogonale  Projection  von  b  auf  der  Ebene  St  St,. 

Denken  wir  uns  weiters  die  Punkte  a,  /?,  y,  d,,  dj,  dg  und  cd  um  Sb 
in  die  Bildebene  nach  a^,  jS^,  y^,  (J®, ,  ö\,  S^^  und  o^  umgelegt  (die  Punkte 
^\  t  d% ,  ö\  wurden,  als  dermalen  nicht  benfltzt,  in  der  Zeichnung  weg-* 
gelassen)  und  die  ersten  sechs  Punkte  um  dv,  mit  coq  als  Scheitel, 
um  den  gegebenen  Winkel  q  gedreht,  so  dass  dieselben  in  die  Lagen 
«'o'  ß'o^  y'o'  (^^)»  (^\)  ^^d  (d^g)  gelangen,  und  schließlich  ihre  Pro- 
jectionen «',  /J',  y\  {d\),  (d'j)  und  (d'3)  bestimmt.  Bezeichnen  wir  die 
Yersch Windungspunkte  der  Geraden  aa*,  ßß',  yy*  beziehungsweise  mit 
t;'|,  v\  und  ^3;  so  erhalten  wir,  auf  Grund  der  vorher  angestellten 
Betrachtung,  die  Projectionen  a^,  &|  und  c,  der  gedrehten  Punkte  a,  b 
and  c  in  den  Schnittpunkten  der  Geradenpaare  (at;'p  a'v);  (bi/^,  ß'v) 
und  (ct/3,  y't?). 

Selbstverständlich  gehen  ebenso  die  Geraden  a,  &,,  b^c^,  c^a^  be- 
ziehungsweise durch  die  Punkte  (d\)j  (d'J  und  (d'3),  so  dass  auch  diese 
letzteren,  falls  sie  auf  der  Zeichnungsfläche  vorhanden  sind,  zur  Con- 
struction  verwendet  werden  können. 

C.  Transformation  der  Bildebene. 

§.  431. 

Es  wurde  bereits  im  allgemeinen  Theile  dieses  Capitels  hervor- 
gehoben, dass  eine  eigentliche  Transformation  der  Bildebene  wohl 
theoretisch  möglich ,  constructiv  jedoch  aus  dem  Grunde  unausführbar 
erscheine,  weil  die  Bildebene  mit  der  Constructionsebene  zusammen- 
fällt, also  die  jeweilige  Zeichnungsebene  repräsentiert. 

Handelt  es  sich  jedoch  nothwendig  darum,  durch  eine  Trans- 
formation die  Lage  der  Bildebene  gegen  das  Projectionscentrum  und 
das  darzustellende  Gebilde  zu  ändern,  so  wird  man,  wie  bereits  im 
allgemeinen  erläutert  wurde,  dasselbe  Besultat  auch  durch  eine  com- 
binierte  Transformation  des  Pro jectionscentrums  und 
des  Gebildes  anstandslos  erreichen  können. 

Nachdem  aber  die  Transformation  dieser  beiden  Elemente  bereits 
entwickelt  wurde,  kann  nunmehr  auch  die  combinierte  Transformation  in 
keinem  wie  immer  gegebeneu  Falle  irgend  welche  Schwierigkeiten  bieten. 
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XIV.    Capitel. 

Transformation  in  schiefer  Projection. 

§.  432. 
A.  Transformation  des  Projectioiisstrahles  (Projectionscentrams). 

Setzen  wir  zunächst  voraus,  es  sei  Sä^6  (Taf.  XXVII,  Fig.  455) 
das  ProjectiODsdreieck  und  z/g?  die  schiefe  Projection  des  neuen  schief 
projicierenden  Strahles;  es  ist  die  Gerade  dv  und  der  auf  derselben 
liegende  Punkt  p  zu  transformieren. 

Der  Durchstoßpunkt  d  der  gegebenen  Geraden  bleibt  als 
Punkt  der  Bildebene  selbstyerständlich  ungeändert,  welches  auch 
die  Sichtung  des  transformierten  Projectionsstrahles  sein  mag. 

Der  Distanzpunkt  der  gegebenen  Geraden  hingegen,  dessen 
schiefe  Projection  v  ist,  wird  transformiert,  indem  man  durch 
diesen  Punkt  eine  Parallele  zum  neuen  Projectionsstrahle  tp^  zieht. 

Die  Projection  vv'  dieser  Parallelen  ist  bekanntlich  gleich  und 
parallel  zu  tp^. 

Der  neue  oder  transformierte  Fluchtpunkt  v*  der  gegebenen 
Geraden  dv  wird  demgemäß  in  v*  und  die  schiefe  Projection  der 
letzteren  in  dt/  erhalten. 

Was  den  Punkte  anbelangt,  so  ergibt  sich  dessen  abgeleitete 
schiefe  Projection  j>'  im  Schnitte  von  dv*  mit  der  durch  j?  zu 
q>jd  parallel  gezogenen  Geraden,  indem  die  transformierte  Projection  j)' 
einerseits  in  der  transformierten  Projection  dv*  der  gegebenen  Ge- 
raden, und  andererseits  auf  dem  neuen  durch  jp  gehenden  Projections- 
strahle liegen  muss,  dessen  Projection  pp'  parallel  zm  <p^  ist. 

Diesem  Ergebnisse  entnehmen  wir,  dass  für  diese  Art  von  Trans- 
formation die  ursprünglichen  Projectionen  aller  Punkte  des  Baumes 
mit  den  ihnen  zugehörigen  abgeleiteten  Projectionen  stets  durch  Ge- 
rade verbunden  sind,  welche  sämmtlich  untereinander  parallel  sind. 

Denken  wir  uns  demnach  ein  ebenes  Gebilde  transformiert, 
so  werden  einerseits  sämmtliche  Geraden  des  Gebildes  in  den  beiden 
Projectionen,  d.  i.  in  der  ursprünglichen  und  der  abgeleiteten  Pro- 
jection, die  Durchstoßpunkte  gemein  haben;  dieselben  werden 
sich  also  in  Punkten  einer  und  derselben  festen  Geraden,  der  Bild- 
fläch trace  der  Ebene  jenes  Gebildes,  schneiden,  und  andererseits 
werden  die  ursprünglichen  Projectionen  der  Punkte  des  Gebildes 
mit  ihren  abgeleiteten  Projectionen  durch  parallele  Gerade  zu  ver- 
binden sein. 
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Die  BichtuDg  dieser  parallelen  Verbindungsgeraden  ist  durch  die 
ursprüngliche  schiefe  Projection  des  neuen  schief  projicierenden  Strahles 
bestimmt. 

Es  folgt  hiemit  der  Satz: 

130.  „  Wird  in  schiefer  Projection  die  Richtung  des  Frojections- 
Strahles  transformiert^  so  ist  die  abgeleitete  schiefe  Projection  eines 
jeden  ebenen  Gebildes  mit  der  ursprünglichen  schiefen  Projection  affin 
verwandt. 

Die  Richtung  der  Affinitätsstrahlen  ist  durch  die  ursprüngliche 
schiefe  Projection  des  neuen  schief  projicierenden  Strahles  gegeben. 
Die  Affinitätsachse  ist  die  Bildflächtrace  der  Ebene  des  Gebildes.^ 

Die  Constructionen  bleiben  ungeändert,  wenn  man  von  der 
schiefen  Projection  auf  die  orthogonale  Projection  über- 
geht. An  die  Stelle  von  tpd  tritt  in  diesem  speciellen  Falle  die  Seite 
öS  des  Projectionsdreieckes  dd^<5. 

§.  433. 
B.  Transformation  des  darzustellenden  Gebildes. 

Diese  Transformation  kann  zweifacher  Natur  sein;  es  kann  näm- 
lich entweder  eine  Parallelverschiebung  oder  eine  Drehung 
des  Gebildes  stattfinden. 

Denken  wir  uns  diesbezüglich  irgend  ein  Gebilde  im  Räume 
parallel  zu  sich  selbst  verschoben.  Seien  beispielsweise  A^  Bj  C,  D, . . 
einzelne  Punkte  des  Gebildes,  welche  infolge  der  Verschiebung  nach 
Ä\ B\  C\  D' ...  gelangen  mögen. 

Der  Natur  der  Lagenveränderung  gemäß  sind  sämmtliche  Ver- 
schiebungen AA\  BB'y  GC\  DD*...  untereinander  gleich  und 
parallel. 

Nun  ist  aber  bekannt,  dass  die  schiefen  Projectionen  von  gleichen 
Strecken  auf  untereinander  parallelen  Geraden  ebenfalls 
gleich  und  parallel  sind. 

Bezeichnen  wir  demnach  die  schiefen  Projectionen  der  Punkte 
A^  B,  C/D...  mit  a,  &,  c,  d...  und  jene  von  -4',  B',  C\  D'. . .  mit 
a'^b'j  c'yd' .  ..^  so  werden  selbstverständlich  auch  die  Lagenverände- 
rungen der  Projectionen  aa'^  bb\  cc\  dd\..  untereinander  parallel 
und  gleich  sein. 

Bei  der  Parallelverschiebung  eines  räumlichen  Gebildes 
beschreiben  also  die  schiefen  Projectionen  aller  Punkte  des  Gebildes 
parallele  Strecken  von  gleicher  Länge. 

Hieraus  folgt  unmittelbar  der  Satz: 
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131.  j^Wird  ein  räumliches  Gebilde  aus  seiner  ursprünglichen 
Lage  durch  Parallelverschiebung  in  eine  andere  gebracht^  so  ist  die 
ursprüngliche  schiefe  Projcction  des  Gebildes  mit  der  abgeleiteten 
Projection  parallel  und  congruent^ 

Dieser  Satz  gilt  offenbar  nur  für  die  Punkte  des  Gebildes  im 
Baume  als  solche,  nicht  aber  gleichzeitig  für  die  jeweiligen  Durch- 
stoß- und  Fluchtelemente. 

§.  434 

Obwohl  sich  die  Strecke  dv  (Taf.  XX VII,  Fig.  456)  der  schiefen 
Projection  einer  Geraden  bei  der  Parallelverschiebung  weder  der  Länge 
noch  der  Bichtung  nach  ändert,  indem  die  ursprüngliche  und  die 
transformierte  Gerade  im  Baume  zueinander  parallel  sind,  so  wird 
denn  doch  die  veränderte  Projection  p*  (Taf.  XXVII,  Fig.  456)  eines 
Punktes  der  Geraden  gegen  die  neuen  Hauptpunkte  d'  und  V  eine 
andere  Lage  besitzen,  als  die  ursprüngliche  Projection  p  gegen  die 
ursprünglichen  Hauptpunkte  d  und  v  einnahm. 

Denken'  wir  uns  nämlich,  es  sei  die  Bichtung  und  Größe  der 
Verschiebung  in  schiefer  Projection  durch  die  Strecke  icn'  auf  der 
Verschiebungsrichtung  (pd  gegeben. 

Jeder  Punkt  der  Geraden  dv  wird  bei  der  Verschiebung  eine 
zu  7t  n'  gleiche  und  parallele  Strecke  durchlaufen,  so,  dass  die  Ver- 
schiebung der  Geraden  dv  in  jener  £bene  etCp  erfolgt,  welche  zu 
(pd  parallel  ist. 

Führen  wir  nun  j^p'  parallel  zu  gpdund  machen  wir  die  Strecke  pp' 
gleich  nx',  so  stellt  p'  bereits  die  transformierte  Projection  des 
Punktes  p  dar. 

Die  transformierte  Projection  d'v'  der  Geraden  muss  durch  p* 
hindurchgehen  und  ivl  dv  parallel  sein.  Nachdem  aber  dv  in  der 
Ebene  CbCp  liegt,  so  sind  ihre  Hauptpunkte  d'  und  v^  durch  die  Tracen 
et  und  6v  direct  bestimmt. 

Da  weiters  pp^  zu  et  und  e«  nicht  parallel  ist,  so  kommen  wir 
zu  dem  Schlüsse,  dass  durch  den  Punkt  p'  die  Strecke  d'  v'  nicht  mehr 
in  demselben  Verhältnisse  getheilt  wird,  wie  p  die  Strecke  dv  theilte. 

Diesem  Ergebnisse  entnehmen  wir,  dass,  wenn  auch  bei  der 
Transformation  der  Geraden,  die  Strecke  dv  der  Bichtung  und  Länge 
nach  un geändert  bleibt,  die  Projection  eines  Punktes  jp  der  Ge- 
raden durch  die  Transformation  ihre  relative  Lage  gegen  die  Haupt- 
punkte d  und  V  ändert. 

Ist  jedoch  die  Bichtung  der  Verschiebung  zur  Bild- 
ebene  parallel,    so  verbleiben   selbstverständlich  die  sämmtlichen 
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Durchstoßpunkte  in  der  Bildebene  und   ebenso  alle  Distanzpnnkte  in 
der  Distanzebene. 

Hieraus  folgt,  dass  in  diesem  besonderen  Falle  auch  die  Haupt- 
punkte d  und  V  aller  Geraden  des  räumlichen  Gebildes  dem  oben  auf- 
gestellten Satze  genügen  werden;  denn  dieselben  beschreiben,  ohne 
ihre  charakteristische  Eigenschaft  zu  verlieren,  ebenso  wie  alle  übrigen 
Punkte  des  Gebildes  parallele  und  gleiche  Strecken. 

Hervorzuheben  ist  noch  die  Verschiebung  eines  räum- 
lichen Gebildes  in  der  Bichtung  des  projicierenden 
Strahles. 

Da  sich  jeder  Punkt  des  Gebildes  auf  dem  durch  ihn  gehenden 
Projectionsstrahle  bewegt,  so  ist  klar,  dass  seine  Projection  bei  der 
Transformation  vollkommen  ungeändert  bleibt. 

Diese  Transformation  erweist  sich  in  vielen  Fällen  und  nament- 
lich bei  solchen  Constructionen  als  vortheilhaft,  in  welchen  das  Zu- 
sammenfallen eines  Punktes  im  Baume  mit  seiner  schiefen 
Projection  erwünscht  ist.  (Siehe  in  der  Folge  „die  Bestimmung  der 
Contour  einer  durch  den  Mittelpunkt  und  den  Badius  gegebenen  Kugel 
in  schiefer  Projection".) 

um  in  einem  derartigen  Falle  die  Hauptpunkte  einer  transfor- 
mierten Geraden  bequem  bestimmen  zu  können,  verfahren  wir  in  folgen- 
der Weise. 

Es  wird  diesbezüglich  offenbar  genügen,  einen  Punkt  der  Geraden 
zu  transformieren,  und  durch  den  transformierten  Punkt  eine  zur  ur- 
sprünglichen Geraden  parallele  Gerade  zu  ziehen.  Am  geeignetsten 
wird  sich  hiezu  der  Durchstoßpunkt  oder  der  Fluchtpunkt  der  Geraden 
erweisen. 

Ist  also  dd^ö  (Taf.  XXVII,  Fig.  457)  das  Projectionsdreieck  und 
sei  die  Verschiebung  in  demselben  unmittelbar  durch  d^  S\  angegeben, 
so  wird  auch  die  schiefe  Projection  des  verschobenen  Distanzpunktes 
d\  wieder  6  sein,  doch  darf  d<s  nicht  mehr  als  Träger  des  Punktes  d\ 
betrachtet  werden. 

Denken  wir  uns  dagegen  durch  d\  die  Gerade  d\  ^^^  senkrecht 
zur  Bildebene  gezogen  und  bestimmen  wir  deren  schiefe  Projection  ^r/Z, 
so  wird  diese  Gerade  JU  den  nunmehrigen  Träger  für  den  transfor- 
mierten Fluchtpunkt  6  vorstellen. 

Um  demnach  die  Gerade  dv  (Taf.  XXVII,  Fig.  458)  zu  trans- 
formieren, werden  wir  bloß  deren  Fluchtpunkt  v  transformieren,  welch' 
letzteres  offenbar  dadurch  vollzogen  wird,  dass  man  durch  v  eine 
Parallele  zu  ^U  führt  und  die  Hauptpunkte  ^,  und  U^  so  bestimmt, 
dass  vz/j  =  öjd  und  v2]^  =  öZ  wird. 
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Hiednrch  ist  der  Fluchtpunkt  v  der  gegebenen  Geraden  so  trans- 
formiert worden ,  dass  seine  Projection  wohl  ungeändert  bleibt ,  er 
selbst  jedoch  nicht  mehr  die  Eigenschaft  eines  Fluchtpunktes  besitzt, 
oder  den  Charakter  eines  solchen  an  sich  trägt ,  sondern  als  Punkt  an 
und  für  sich  durch  den  Träger  -^,  ^,  fixiert  erscheint. 

Durch  diesen  Punkt  v  wird  nun  die  transformierte  Gerade  gehen. 
Die  Projection  d'v'  derselben  muss  diesfalls  nicht  nur  mit  dv  zu- 
sammenfallen, sondern  es  muss  überdies  auch  d'v'  =^  dv  sein. 

Die  Torliegende  Aufgabe  reduciert  sich  demnach  darauf,  durch 
V  auf  dem  Träger  ^j  27^  eine  Parallele  zu  dv  zu  legen.  Die  Haupt- 
punkte d*  und  V'  dieser  Parallelen  erhält  man  mittelst  der  durch  J^  2^^ 
parallel  zu  dv  gelegten  Hilfsebene  hbK> 

§.  435. 
Drehung  des  Objectes  um  eine  Achse. 

Die  Drehung  eines  ebenen  Gebildes  um  die  Bildflächtrace  seiner 
Ebene,  behufs  Bestimmung  der  wahren  Größe  und  Gestalt  des  Gebildes, 
lernten  wir  bereits  als  „ümlegung"  kennen. 

Was  nun  die  Drehung  eines  Gebildes  um  eine  im  Baume  lie- 
gende Drehungsachse  anbelangt,  so  stimmt  das  diesbezügliche  Verfahren 
für  die  schiefe  Projection  genau  mit  jenem  für  die  Centralprojection 
bereits  angegebenen  überein,  und  waltet  selbstverständlich  nur  der 
Unterschied  ob,  dass  die  einzelnen  Constructionen  statt  mit  den  Hilfs- 
mitteln der  Centralprojection  mit  jenen,  welche  die  klinographische 
oder  schiefe  Projectionsmethode  bietet,  durchzuführen  sind. 

Zur  Abkürzung  und  Vereinfachung  der  Constructionen  wird  man 
auch  in  diesem  Falle  das  zu  drehende  Gebilde  auf  eine  beliebige  zur 
Drehungsachse  senkrecht  stehende  Ebene  projicieren,  diese  Projection 
sodann  um  den  gegebenen  Winkel  in  der  letztgenannten  Ebene  drehen, 
und  die  gedrehten  Punkte  in  analoger  Weise,  wie  es  bei  Gebrauch  der 
centralen  Projection  geschah,  zurückführen,  um  das  gedrehte  Gebilde 
zu  erhalten. 

Ist  die  Drehungsachse  senkrecht  zur  Bildebene,  so  er- 
scheint in  diesem  speciellen  Falle  jeder  Drehungskreis,  sowie  auch 
jeder  Drehungswinkel,  als  parallel  zur  Bildebene,  in  wahrer  Größe. 

Es  genügt  daher,  um  einen  Punkt  zu  drehen,  den  zugehörigen 
Drehungsmittelpunkt  zu  bestimmen,  aus  dessen  Projection  einen  Kreis 
so  zu  beschreiben,  dass  die  Peripherie  desselben  durch  die  Projection  des 
zu  drehenden  Punktes  geht  und  von  letzterem  aus  auf  der  Kreisperipherie 
einen  Bogen  abzuschneiden,    welcher  dem  gegebenen  Drehungswiukel 
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entspricht.  Der  zweite  Endpunkt  dieses  Bogens  stellt  sodann  bereits 
die  Projection  des  gedrehten  Punktes  dar.  In  ganz  gleicher  Weise 
verfährt  man,  um  alle  anderen  Funkte  des  Gebildes  zu  drehen. 

Es  ist  leicht  einzusehen ,  dass  diese  Verfahrungsart,  ebenso  wie 
in  der  schiefen,   auch  in  der  centralen  Projectionsart  verwendbar  ist. 

Hat  man  es  speciell  mit  orthogonaler  Projection  zu  thun, 
so  fallen  die  Projectionen  aller  Punkte  der  zur  Bildebene  senkrechten 
Drehungsachse  in  einem  und  demselben  Punkte  zusammen,  die  Pro- 
jectionen sämmtlicher  Drehungskreise  sind  demnach  concentrisch. 

C.  Transformation  der  Bildebene. 

§.  436. 
a)  Parallelverschiebung  der  Bildebene. 

Wird  die  Bildebene  prallel  zu  sich  selbst  verschoben,  so  tritt 
keine  Ändemug  ihrer  Lage  gegen  die  Projectionsstrahlen ,  wohl  aber 
eine  Änderung  ihrer  Lage  gegen  das  darzustellende  Gebilde  ein. 

Schon  aus  dieser  einfacnen  Bemerkung  ist  zu  entnehmen,  dass 
die  Parallelverschiebung  der  Bildebene  durch  die  Parallelverschiebung 
des  Objectes  ersetzt  werden  könne. 

Die  Größe  und  Richtung  der  Verschiebung  des  letzteren  ist  jener 
der  ersteren  gleich,  aber  direct  entgegengesetzt 

Hiemit  können  wir  die  Parallelverschiebung  der  Bildebene  als 
auf  jene  des  Objectes  zurückgeführt  betrachten  und  folglich  als  er- 
ledigt voraussetzen. 

§.  437. 
b)  Drehung  der  Bildebene  um  eine  in  ihr  liegende  Gerade. 

In  diesem  Falle  ändert  die  Bildebene  ihre  Lage  sowohl  gegen 
die  Sichtung  der  Projectionsstrahlen,  als  auch  gegen  das  darzustellende 
Gebilde. 

Um  daher  eine  solche  Transformation  graphisch  ausführen  zu 
können,  müssen  wir  dieselbe  durch  eine  combinierte  Transfor- 
mation der  Projectionsstrahlen  und  des  Kaumgebildes 
ersetzen. 

Denken  wir  uns  demnach  irgend  ein  räumliches  Gebilde  27  schief 
projiciert  und  sei  27,  die  schiefe  Projection  desselben  auf  die  Bild- 
ebene. Die  Bichtung  der  Projectionsstrahlen  sei  durch  das  recht- 
winklige Projectionsdreieck  dö^6  gegeben. 


442 

Ändern  wir  nun  irgendwie  die  Projectionsebene  und  stellen  wir 
dieselbe  in  ihrer  neuen  Lage  mit  Hilfe  des  ursprflnglichen  Projections- 
dreieckes  durch  deren  Tracen  Bh  und  B^  dar. 

Bezeichnen  wir  weiters  die  transformierte  Projection  des  Gebildes 
27,  d.  i.  dessen  Projection  auf  die  neue  Ebene  B  mit  27, ,  so  ist  klar, 
dass  ein  jeder  Punkt  von  27  mit  seiner  ursprünglichen  und  seiner  nun- 
mehr transformierten  Projection  auf  einem  und  demselben  schief  pro- 
jicierenden  Strahle  liegen  werde. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  ursprüngliche  Projection  27, 
gleichzeitig  die  schiefe  Projection  der  transformierten  Projection  27]  sei. 

Die  letztere  wird  also  in  wahrer  Größe  und  Form  erhalten,  wenn 
man  27,  als  die  Projection  eines  in  der  Ebene  B  liegenden  Gebildes 
betrachtet  und  dieses  um  die  Bildflächtrace  Bi,  umlegt. 

Selbstverständlich  gilt  das  Gesagte  nur  von  jenen  Punkten,  welche 
dem  Gebilde  als  solchem  angehören  und  nicht  auch  gleichzeitig  von 
den  Durchstoßpunkten  und  Fluchtpunkten  des  Gebildes  27. 

Die  Durchstoßpunkte  in  der  Transformation  27,  werden  durch 
die  ümlegungen  jener  Punkte,  in  welchen  das  räumliche  System  27 
die  neue  Bildebene  B  trifft,  dargestellt  erscheinen. 

Um  die  Fluchtpunkte  des  transformierten  Gebildes  27^  zu 
erhalten,  sieht  man  sich  in  die  Nothwendigkeit  versetzt,  zuerst  die 
Flucht-  oder  Distanzebene  parallel  zur  Ebene  B  anzunehmen.  Hierbei 
kann  entweder  die  ursprüngliche  Distanz  der  Größe  nach  beibehalten 
oder  eine  neue  Distanz  angenommen  werden. 

Diejenigen  Punkte  in  Z*,,  welche  als  Projectionen  den  Schnitt- 
punkten dieser  Distanzebene  mit  dem  Gebilde  27  im  Baume  entspre- 
chen, liefern  nach  der  Umlegung  um  Bt  die  Fluchtpunkte  des  trans- 
formierten Systemes  27,. 

um  endlich  auch  noch  das  auf  die  neue  Bild-  und  Distanzebene 
bezogene  Projectionsdreieck  zu  erhalten,  bestimmen  wir  den 
Schnittpunkt  6  der  neuen  Bildebene  B  mit  dem  durch  das  Dreieck 
d  ^^ö  gegebenen  Projectionsstrahle,  sowie  den  Fußpunkt  J  des  von  dem 
Schnittpunkte  ^,  des  Projectionsstrahles  mit  der  Distanzebene  auf  B 
gefällten  Perpendikels  durch  ihre  Projectionen  auf  die  ursprüngliche 
Bildebene  und  legen  diese  beiden  Punkte  um  Bb  nach  6^  und  ^^  um. 

Errichtet  man  endlich  in  Jq  auf  <7o^o  ^^^®  Senkrechte  ^o^'o 
von  einer  der  neuen  Distanz  gleichen  Länge,  so  repräsentiert  ^o^'j,<y^, 
das  neue  Projectionsdreieck. 


443 

XV.  Capitel. 

Transformationen  in  orthogonaler  Projection. 

§.  438. 

Yerwendnng  einer  verticalen  und  einer  horizontalen  Projectionsebene. 

Von  einer  Transformation  der  Projectionsstrahlen  bei  ungeändert 
bleibenden  Projectionsebenen  und  ungeändert  bleibendem  Banmgebildo 
haben  wir  in  diesem  Falle,  da  wir  es  bloß  mit  orthogonalen  Projec- 
tionen  zu  thun  haben,  gänzlich  abzusehen. 

Es  werden  somit  nur  die  Operationen  für  die  Transformation 
des  Baumgebildes  und  jene  für  die  Transformation  der 
Projectionsebenen,  welche  selbstverständlich  mit  einer  gleich- 
zeitigen Transformation  der  Projectionsstrahlen  verbunden 
sind,  zu  entwickeln  sein. 

A.  Lagenveränderung  des  Objectee. 

§.  439. 
a)  Die  Parallelyerschiebnng  des  Gebildes. 

Die  Parallel  Verschiebung  sei  sowohl  ihrer  Richtung  als  Größe 
nach  durch  ihre  Projectionen  (<y<y,,  ö'0\)  (Taf.  XXVIII,  Fig.  459) 
gegeben. 

Soll  irgend  ein  Punkt  des  Baumes,  welcher  durch  seine  Pro- 
jectionen a  und  a'  gegeben  vorliegt,  in  der  angezeigten  Bichtung  ver- 
schoben werden,  so  hat  man  selbstverständlich  nichts  anderes  zu  thun, 
als  durch  (aa')  eine  Parallele  (aa,,  a'a\)  zu  (tr^r,,  (f'(f\)  in  einer 
der  Größe  der  zu  vollführenden  Verschiebung  gleichen  Länge  zu  ziehen, 
um  sogleich  in  deren  Endpunkt  (a^  a\)  die  Projection  des  transfor- 
mierten Punktes  zu  erhalten. 

In  gleicher  Weise  verfährt  man  mit  allen  anderen  Punkten  irgend 
eines  gegebenen  Gebildes. 

Der  Natur  der  diesfalls  vollzogenen  Operation  entnimmt  man, 
dass  die  beiden  Projectionen  des  verschobenen  (transformierten)  Ge- 
bildes mit  den  ursprünglichen  gleichnamigen  Projectionen  congruent 
und  parallel  sind. 

Die  besagte  Eigenschaft  kann  mitunter  auch  zur  Vereinfachung 
der  Constructionen  benützt  werden,  indem  man  bloß  einen  oder  zwei 
Punkte  des  Gebildes  auf  die  angegebene  Weise  transformiert,  und  aus 
diesen  die  congruenten  Projectionen  direct  vervollständigt. 
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b)  Die  Drehung  eines  Gebildes  um  eine  Achse. 

Ist  irgend  ein  Punkt  des  Raumes  um  eine  gegebene  geradlinige 
Drehungsachse  zu  drehen,  so  legt  man  bekanntlich  durch  den  zu 
drehenden  Punkt  eine  zur  Drehungsachse  senkrechte  Ebene.  Die  letztere 
schneidet  die  Drehungsachse  in  dem  Mittelpunkt  des  Drehungskreises. 
Der  Drehungskreis  geht  selbstverständlich  durch  den  gegebenen  Punkt. 

Um  die  Drehung  graphisch  durchzufuhren,  hat  man  den  Dre- 
hungsmittelpunkt und  den  zu  drehenden  Punkt  um  die  Trace  der 
Drehebene  umzulegen,  aus  dem  umgelegten  Drehuugsmittelpunkte  einen 
durch  den  gegebenen  und  nunmehr  umgelegten  Punkt  gehenden  Kreis 
zu  beschreiben  und  von  diesem  aus,  auf  der  Peripherie  des  genannten 
Kreises  einen  Bogen  abzuschneiden,  dessen  Centriwinkel  dem  gegebenen 
Drehungswinkel  gleich  ist. 

Führt  man  den  zweiten  so  erhaltenen  Endpunkt  dieses  Bogens 
in  die  Projection  zurück,  so  erhält  man  bereits  den  durch  seine  Pro- 
jectionen  dargestellten  gedrehten  Punkt. 

Sind  mehrere  Punkte  zu  drehen,  so  köunte  man  durch 
dasselbe  Verfahren,  wie  es  gelegentlich  der  Drehung  in  centraler  und 
schiefer  Projection  aufgestellt  wurde,  die  Coustructionen  einigermaßen 
vereinfachen. 

Wir  werden  jedoch  im  Verlaufe  unserer  derzeitigen  Betrach- 
tungen ein  anderes  auf  die  vorbezeichnete  „Drehung^  Bezug  habendes 
Verfahren  kennen  lernen,  welches  das  vorerwähnte  an  Einfachheit  be- 
züglich der  durchzuführenden  Coustructionen  übertrifft,  daher  wir  in 
der  Folge  ausschließlich  von  diesem  Gebrauch  machen  werden. 

B.  Transformation  der  Projectionsebenen. 

§.  440. 

Die  Transformation  der  Projectionsebenen  in  orthogonaler 
Projection  ist  immer  eine  combinierte  Transformation,  da 
mit  der  Lagen  Veränderung  einer  Projectionsebene  gleichzeitig  auch  eine 
Bichtungsänderung  der  orthogonal  projicierenden  Strahlen  verbunden  ist. 

Besonders  hervorzuheben  ist  hierbei,  dass  man  bei  der  Trans- 
formation der  Projectionsebenen  den  Vorgang  in  der  Weise  wählt,  dass 
man,  wenn  die  eine  der  Projectionsebenen  transformiert  wird,  die 
andere  ungeändert  lässt,  und  dass  man  bei  dieser  successiven  Ände- 
rung der  Projectionsebenen  immer  derart  zu  Werke  geht,  dass  man 
zweckmäßig  die  transformierte  Projectionsebene  stets  senkrecht  stehend 
zu  der  ungeändert  bleibenden  Projectionsebene  wählt. 
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Es  ist  hiemit  auch  klar  gelegt,  dass  eine  beliebige  gegen  beide 
Projectionsebenen  geneigte  Ebene  nicht  direct  in  eine  Projections- 
ebene  durch  Transformation  verwandelt  werden  kann.  Hiezu  sind^ 
-wie  wir  in  der  Folge  sehen  werden,  immer  zwei  aufeinander  folgende 
Transformationen  und  zwar  eine  Transformation  der  verticalen  und 
eine  Transformation  der  horizontalen  Projectionsebene  erforderlich. 

§.  441. 

Sei  VE  (Taf.  XX VIII.  Fig.  460)  die  verticale  Projections- 
ebene f  HE  die  horizontale  Projectionsebene  und  Ä  ein  gegebener 
Punkt  im  Räume,  dessen  Projectionen  a  und  (a')  sind. 

Ersetzen  wir  die  horizontale  Projectionsebene  HE  durch  eine 
andere  willkürliche,  jedoch  gleichfalls  vertical-projicierende  Ebene  HE^. 

Bei  dieser  Transformation  bleibt,  da  weder  die  Verticalebene, 
noch  der  Punkt  im  Räume  eine  Änderung  erfuhr,  selbstverständlich 
die  verticale  Projection  a  des  Punktes  Ä  sowohl,  als  auch  dessen  Ent- 
fernung (X  (a')  =  aa'  =  Äa  von  der  verticalen  Projectionsebene  un- 
geändert;  an  die  Stelle  der  Horizontalprojection  (a^)  tritt  aber  nun 
der  Fußpunkt  (a\)  der  von  Ä  auf  JI-E,  gefällten  Normalen. 

Denkt  man  sich  von  {a\)  auf  die  Trace  JS^  von  HE^  eine 
Senkrechte  («',)«!  geführt  und  verbindet  man  «j  mit  a,  so  entsteht 
das  Parallelogramm  (Rechteck)  Ä{a\)cc^a,  in  welchem  {a\)ai  =  Äa 
ist.  Nachdem  aber  für  die  ursprüngliche  Horizontalprojection  Aa={a*)  a 
ist,  wird  nunmehr  auch  a(a')  =  a,  {a\)  sein. 

Diese  Eigenschaft  bildet  das  Mittel,  die  eben  entwickelte  Trans- 
formation graphisch  durchzuführen. 

Die  Verticaltrace  E,  repräsentiert  nämlich  die  neue  Grundlinie 
X\  (Taf.  XXVIII,  Fig.  460  und  461). 

Die  Verticalprojection  a  eines  beliebigen  Punktes  Ä  bleibt  un- 
geändert,  während  die  transformierte  Horizontalprojection  a\  erhalten 
wird,  indem  man  durch  den  Punkt  a  die  Senkrechte  aa^  zur  Grund- 
linie X^  zieht  und  auf  dieser  von  deren  Schnittpunkt  «j  mit  X*,  die 
Strecke  a^a\  r=z  aa*  aufträgt,  um  so  durch  a\  die  transformierte 
Horizontalprojection  dargestellt  zu  erhalten. 

Hiebei  wäre  noch  zu  bemerken,  dass  sich  a\  unterhalb  der 
neuen  Grundlinie  X*,  vorfindet,  wenn  a'  unter  X,  also  vor  der  Ver- 
ticalebene liegt,  und  dass  a\  oberhalb  der  Grandlinie  X*^  liegen 
müsse,  wenn  die  ursprüngliche  Horizontalprojection  a*  ober  X,  der 
Punkt  A  im  Räume,  also  hinter  der  Verticalebene  liegt. 

Es  bedarf  wohl  keiner  weiteren  Darlegung  und  keiner  besonderen 
Begründung,    wenn   wir   direct   behaupten,    dass  die  Operationen  in 
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Bezug  auf  die  Transformation  der  verticalen  Frojectionsebene  ganz 
analog   den   eben  bezüglich  der  Horizontalebene  durchgeführten  sind. 

Wäre  beispielsweise  {aa')  (Taf.  XXVIII,  Fig.  4G2J  ein  gegebener 
Punkt  und  Z",  die  neue  Grundlinie  für  die  veränderte  verticale  Fro- 
jectionsebene, so  wird  wieder,  da  die  ursprüngliche  horizontale  Fro- 
jectionsebene beibehalten  wurde,  anch  die  horizontale  Frojection  a'  des 
gegebenen  Funktes  unverändert  bleiben.  Zieht  man  von  a'  auf  die 
neue  Grundlinie  X%  eine  Senkrechte,  so  muss  in  dieser  die  trans- 
formierte Verticalprojection  des  gegebenen  Funktes  liegen,  und  zwar 
in  einer  Entfernung  a,  a,  von  der  Grundlinie  X%,  welche  dem  Ab- 
stände des  Funktes  im  Baume  von  der  horizontalen  Frojectionsebene 
oder  was  dasselbe  ist,  der  Entfernung  aa  der  verticalen  Frojection  von 
der  Achse  X  gleich  ist. 

Um  eine  Gerade  auf  eine  neue  (verticale  oder  horizontale) 
Frojectionsebene  zu  transformieren,  wird  es  genügen,  zwei 
ihrer  Funkte  in  der  eben  angegebenen  Weise  zu  transformieren  und 
die  transformierten  Funkte  mit  einander  zu  verbinden. 

§.  442. 
Transformation  einer  Ebene. 

Sei  EvEk  (Taf.  XXVIII,  Fig.  463)  eine  durch  ihre  Tracen  ge- 
gebene Ebene;  es  werde  die  horizontale  Frojectionsebene 
durch  die  (vertical-projicierende)  Ebene  e^en  ersetzt,  und  ist  die  trans- 
formierte Trace,  resp.  Ebene,  in  Bezug  auf  diese  neue  Frojectionsebene 
zu  bestimmen.  Selbstverständlich  ist  die  Verticaltrace  e«  als  die  neue 
Grundlinie  X\  zu  betrachten. 

Die  verticale  Trace  Eo  der  gegebenen  Ebene  E  bleibt  bei  der 
Transformation  ungeändert,  indem  die  verticale  Frojectionsebene  so- 
wie die  Ebene  E  selbst,  ihre  unveränderten  Lagen  beibehalten.  Es  wird 
sich  somit  bloß  um  die  Ermittelung  der  transformierten  Hori- 
zontal trace  handeln. 

Der  Funkt  v,  in  welchem  die  veränderte  Grundlinie  X\  von  der 
Verticaltrace  Er>  geschnitten  wird,  ist  bereits  ein  Funkt  der  gesuchten 
Horizontaltrace. 

Ein  zweiter  Funkt  der  zu  bestimmenden  Trace  ist  offenbar  der 
Schnittpunkt  (ää')  der  beiden  Tracen  Eh  und  c*.  Die  transformierte 
Horizontalprojection  dieses  Funktes,  in  Bezug  auf  die  Grundlinie  X, 
welche  selbstverständlich  der  neuen  Horizontaltrace  angehören 
wird,  ist  h\.  Letztere  wird  sich  mithin  als  die  Verbindungslinie  Ek 
der  Punkte  v  und  %',  ergeben. 
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C.  Successive  Transformation  der  beiden  Projectionsebenen. 

§.  443. 

Viele  Probleme  erheischen  nicht  selten  behufs  ihrer  Lösung  resp. 
vereinfachten  Durchfuhrung  eine  zweifache  Transformation. 

In  einem  solchen  Falle  wird  man  zuerst  eine  Transformation  der 
einen  Projectionsebene  vornehmen  und  sodann  unmittelbar  darauf  eine 
Transformation  der  anderen  Projectionsebene  folgen  lassen. 

Im  allgemeinen  ist  es  ganz  gleichgiltig,  mit  welcher  der  beiden 
Projectionsebenen  man  die  Transformation  beginnt,  es  ist  somit,  wenn 
nicht  in  der  Natur  der  Bestimmungsstücke  der  Aufgabe  selbst  ein 
Orund  für  die  beschränkte  Wahl  liegt,  ganz  gleichbedeutend  ob  zuerst 
die  verticale  und  dann  die  horizontale  Projectionsebene  oder  umge- 
kehrt transformiert  wird. 

Setzen  wir  also  voraus,  es  solle  der  Punkt  {aa*)  (Taf.  XXVIII, 
Fig.  464)  vorerst  in  Bezug  auf  eine  neue  Verticalebene,  mit  der 
Grundlinie  X*,  und  hierauf  in  Bezug  auf  eine  neue  Horizontalebene 
mit  der  Achse  X^,  transformiert  werden. 

Die  erste  der  beiden  Transformationen  kann,  wie  folgt,  vollzogen 
werden. 

Da  die  horizontale  Projectionsebene,  also  auch  die  horizontale 
Projection  a*  des  Punktes  ungeändert  bleibt,  wird  man  von  a'  auf  X', 
die  Senkrechte  a'  a^  fällen,  und  auf  derselben  die  Strecke  a^a^=^aa 
aufzutragen  haben,  um  in  deren  Endpunkt  a,  die  transformierte  Ver- 
ticalprojection  des  gegebenen  Punktes  zu  erhalten. 

In  analoger  Weise  transformiert  man  die  horizontale  Pro- 
jection a*  in  Bezug  auf  die  neue  Grundlinie  X^^. 

Man  fallt  von  a,  auf  X\  die  Senkrechte  a^  a^  und  trägt  auf 
dieser  Geraden  von  «^  aus  die  Strecke  a^a\  =  a^a*  auf,  um  in  dem 
Endpunkte  a\  derselben  die  transformierte  Horizontalpro- 
jection  des  gegebenen  Punktes  zu  erhalten.  Es  werden  sonach  (a,  a\) 
die  Projectionen  des  doppelt  transformierten  Punktes  {aa') 
darstellen. 

Zum  Schlüsse  dieses  allgemeinen  Theiles  der  orthogonalen 
Transformationen  wollen  wir  noch  eine  doppelte  Transfor- 
mation einer  gegebenen  Ebene  vornehmen. 

Die  gegebene  Ebene  sei  E^Eh  (Taf.  XXVIII,  Fig.  465).  Dieselbe 
soll  zunäcfat  in  Bezug  auf  die  neue  Horizontalebene  mit  der 
Grundlinie  X^,  transformiert  werden.  Hiebei  bleibt  die  Verticaltrace  E^ 
ungeändert,  während  deren  Schnittpunkt  n^  mit  X^,  bereits  einen 
Punkt  der  transformierten  Horizontaltrace  E'h  liefert. 
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Ein  zweiter  Punkt  der  letzteren  wird  in  der  Transformation  h'i 
des  Schnittpunktes  (hh^)  von  Eh  und  en  erhalten. 

Soll  nun  die  Ebene  E„E^h  noch  in  Bezug  auf  eine  neue  Verti- 
calebene  mit  der  Achse  X\  transformiert  werden,  so  bleibt,  nach- 
dem die  Transformationsebene  eh  e^  beibehalten  wird,  die  transformierte 
horizontale  Trace  E\  ungeändert  und  es  wird  deren  Schnittpunkt  n, 
mit  X\  bereits  einen  Punkt  der  transformierten  Verticaltrace  E\ 
liefern.  Ein  zweiter  Punkt  v^  derselben,  wird  in  analoger  Weise  aus 
(vv*)  wie  h\  aus  (ä ä')  ^.bgeleitet.  Hiernach  sind  die  doppelt  trans- 
formierten Tracen  der  gegebenen  Ebene  ^c Ea  durch  E\E*h  dar- 
gestellt. 

Nachdem  wir  somit  die  allgemeinen  Principien  der  orthogonalen 
Transformation  skizzierten,  dürfte  es  zweckdienlich  erscheinen,  einige 
derjenigen  Aufgaben  constructiv  durchzuführen,  bei  deren  Lösung  und 
graphischen  Durchführung  mit  Vortheil  die  eben  besprochenen  Trans- 
formationen ihre  Verwendung  finden. 

Zunächst  wollen  wir  solche  Probleme  ins  Auge  fassen,  welche 
eine  bloß  einfache  Transformation  erfordern,  und  sodann  jene  an- 
fügen, bei  welchen  erst  durch  eine  mehrfache  Transformation  die  ge- 
wünschte Einfachheit  in  den  graphischen  Constructionen  herbeige- 
führt wird««). 

Aufgaben,  bei  deren  Lösung  und  graphischen  Durchführung  von  der 
einfachen  Transformation  Gebrauch  gemacht  werden  icann. 

§.  444. 

140.  Aufgäbe,  Es  ist  die  wahre  Länge  einer  durch  ihre  Pro- 
jectionen  gegebenen  Geraden  zu  ermitteln. 

Eine  geradlinige  Strecke  erscheint  in  ihrer  Projection  dann  in 
wahrer  Größe,  wenn  eine  der  Projectionsebenen ,  auf  welche  dieselbe 
projiciert  wurde,  zu  ihr  parallel  läuft. 

Behufs  Lösung  der  vorliegenden  Aufgabe  wird  man  demnach  die 
eine  oder  die  andere  Projectionsebene  so  transformieren,  dass  die  ge- 
gebene Gerade  zu  ihr  parallel  wird. 

Ist  demnach  (ah,  a'  V)  (Taf.  XXVIII,  Fig.  466)  die  gegebene 
Gerade,  so  wird  man  entweder  die  verticale  Projectionsebene  so  trans- 
formieren, dass  die  neue  Achse  X*^  zur  Horizontalprojection  a'V  der 
Geraden  parallel  ist,  oder  die  horizontale  Projectionsebene  derart 
wählen,  dass  die  neue  Achse  X\  zur  verticalen  Projection  ab  pa- 
rallel wird. 
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Im  ersteren  Falle  erhalten  wir  auf  Grand  der  vorausgeschickten 
Erörterungen  die  transformierte  Yerticalprojection  in  a^b^,  indem  man 
a'a^  und  b'b^  senkrecht  zu  X\  zieht  und  von  den  Schnittpunkten 
«1  und  /3|  dieser  Geraden  mit  X^^  die  Strecken  a,  a^  und  ß^  b^  be« 
ziehungsweise  gleich  aa  und  bß  aufträgt. 

Da  die  horizontale  Projection  a'b'  zur  Achse  X\  parallel  ist, 
so  stellt  die  zugehörige  Yerticalprojection  a^b^  bereits  die  wahre 
Größe  der  Geraden  (a6,  a'b*)  dar. 

In  gleicher  Weise  hätte  man  auch  die  Horizontalprojection  für 
die  Achse  X\  transformieren  können,  wobei  die  so  erhaltene  Strecke 
a\  b\  die  wahre  Größe  der  Strecke  {ab,  a'b")  repräsentiert  und  mithin 
als  solche  der  Strecke  a^b^  gleich  sein  muss. 

§.  445. 

141.  Aufgabe.  Eine  beliebige  durch  ihre  Tracen  E^  Eh  gegebene 
Ebene  Ist  durch  Transformation  der  Verticalebene  in  eine  vertical- 
projicierende  zu  verwandeln. 

Da  bloß  eine  Veränderung  der  Verticalebene  verlangt  wird,  bleibt 
die  horizontale  Projectionsebene  und  mithin  auch  die  horizontale 
Trace  Eh  der  gegebenen  Ebene  E,Ek  (Taf.  XXVIII,  Fig.  467)  un- 
geändert. 

Nachdem  ferner  die  Ebene  E  durch  Transformation  in  eine  ver- 
tical-projicierende  Ebene  umzagestalten  ist,  muss  die  beizuhaltende 
Horizontal  trace  Eh  zu  der  neuen  Projectionsachse  X'^  senkrecht  sein. 

Durch  diese  elementare  Betrachtung  ist  bereits  das  Mittel  für 
die  bedingte  Wahl  von  X^^  gegeben;  letztere  ist  nämlich  an  beliebiger 
Stelle  senkrecht  zu  Eh  zu  führen. 

TJm  nun  die  Verticaltrace  E^  der  gegebenen  Ebene  E  zu  trans- 
formieren, hat  man  bloß  die  Transformation  irgend  eines  Punktes  {v^) 
von  JE?«  in  Bezug  auf  X*'^  vorzunehmen  und  kann  dies  einfach  dadurch 
bewirkt  werden,  dass  wir  den  Schnittpunkt  {vv*)  von  E^  und  e^  nach  v^ 
transformieren. 

Selbstverständlich  würde  man  auch  einen  Punkt  der  neuen  Ver- 
ticaltrace EU  erhalten,  wenn  man  irgend  einen  beliebigen 
Punkt  (c&)  der  Ebene  E^Eh  transformiert.  Die  transformierte 
Verticalprojection  c^  dieses  Punktes  {cc')  muss  sodann,  weil  die  trans- 
formierte Ebene  vertical-projicierend  ist,  nothwendig  in  der  Vertical- 
trace jB',  liegen. 

Peschka,  DarsUllende  n.  projective  Geometrie.  29 
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§.  446. 

14:^.  Aufgäbe.  Eine  Ebene  E„  Eh  ist  durch  ihre  Tracen,  ^ad 
ein  Punkt  Ä  durch  seine  Projectionen  (aa')  gegeben;  man  soll  den 
Abstand  s  des  Punktes  Ä  von  der  Ebene  E  der  wahren  Größe  nach 
durch  Transformation  bestimmen. 

Der  Abstand  des  Punktes  (aa')  (Taf.  XXVIII,  Fig.  467)  von  der 
Ebene  E  ist  die  Länge  der  Senkrechten  zur  Ebene  is\  welche  einer- 
seits von  (aaO  und  andererseits  von  ihrem  Durchschnittspunkte  mit 
der  Ebene  E  begrenzt  wird. 

Wäre  die  Ebene  Ei,  Eh  eine  projicierende,  etwa  eine  auf  der 
Verticalebene  senkrecht  stehende  Ebene,  so  würde  die  obgenannte  Nor- 
male der  Ebene  parallel  zur  verticalen  Projectionsebene  sein,  und  sich 
mithin  in  verticaler  Projection  unmittelbar  in  wahrer  Größe  dar- 
stellen. 

Ist  jedoch,  wie  im  vorliegenden  Falle,  die  gegebene  Ebene  nicht 
projicierend,  so  kann  man  dieselbe,  wie  vorhergehend  gezeigt  wurde, 
durch  Transformation  in  eine  solche  verwandeln. 

Transformieren  wir  also  beispielsweise  die  Ebene  E^Eh  ver- 
mittelst der  neuen  Achse  X^,,  welche  zu  Eh  senkrecht  steht,  in  eine 
vertical-projicierende  Ebene  E\Eh. 

Die  transformierte  Projection  des  gegebenen  Punktes  {aa*)  ist 
durch  (»j  a')  dargestellt. 

Nachdem  hiermit  sowohl  JE«jBa  als  auch  \aa')  in  Bezug  auf  die 
neue  Verticalebene  durch  Transformation  bestimmt  wurde,  hat  sich 
der  Zusammenhang  dieser  beiden  Gebilde  (Elemente),  d.  i.  deren  gegen- 
seitige Lage  nicht  geändert. 

Der  Abstand   des  Punktes    (a,  a*)    von  der  Ebene  E\  Eh   wird 
mithin    dem    Abstände    des    Punktes   {aa')   von    der    Ebene  E^Eh' 
gleich  sein. 

Denken  wir  uns  demnach  von  {a^a')  eine  Normale  {a^r^y  aW) 
auf  die  projicierende  Ebene  E\  Eh  gefällt ,  so  werden  die  zu  den 
Tracen  E'p  und  Eh  senkrechten  Geraden  die  Projectionen  des  gesuchten 
Abstandes  repräsentieren,  und  da  die  obgenannte  Normale  außerdem 
zu  der  neuen  verticalen  Projectionsebene  parallel  ist,  wird  deren  ver- 
ticale  Projection  a^r^  die  wahre  Größe  derselben  darstellen,  so  dass 
durch  a^r^  die  gesuchte  Strecke,  d.  i.  die  wahre  Größe  des  Ab- 
standes des  Punktes  {aa*)  von  der  Ebene  Et, Eh  unmittelbar 
bestimmt  erscheint. 

§.  447. 

Mitunter  werden  die  Transformationen  bloß  aus  dem  Grunde 
angewendet,   weil    sie   eine  Vereinfachung  in  der  Construction  einer 
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graphisch  durchzuführenden  Aufgabe  erlauben.  Das  Constructions- 
resuitat  selbst  soll  aber,  so  wie  vorher  in  Bezug  auf  die  ursprünglich 
gegebenen  Projectionsebenen,  bestimmt  und  dargestellt  werden.  Das 
hiebei  einzuschlagende  Verfahren  bezeichnet  man  als  das  „Zurück- 
transformieren^  eines  Gebildes. 

Um  dies  anschaulich  zu  machen,  setzen  wir  voraus,  es  solle  außer 
der  wahren  OrGße  des  Abstandes  £  =  ai  r,  auch  noch  der  Fußpunkt 
(rr')  (Taf,  XXVIII,  Fig.  467)  des  von  (aa')  auf  die  Ebene  E,  Eh 
geftllten  Perpendikels  bestimmt  werden.  Nach  erfolgter  Transformation 
fanden  wir  den  bezeichneten  Punkt  in  (r^  r')  und  wird  es  sich  nunmehr 
bloß  darum  handeln,  den  Punkt  (r,  r')  auf  die  ursprüngliche  verticale 
Projectionsebene  zurückzuführen. 

Dies  wird  geschehen,  wenn  man  die  ursprüngliche  Achse  X  als 
Transformationsachse  betrachtet,  von  r'  eine  Senkrechte  auf  X  fällt 
und  von  deren  Schnittpunkt  q*  mit  X  die  Strecke  rQ'  =  r^Q^  aufträgt. 

Der  Punkt  (rr^)  repräsentiert  sodann  den  durch  seine  verticale 
und  horizontale  Projection  dargestellten  Fußpunkt  der  Normalen  zur 
Ebene  E. 

Aus  diesem  Vorgange  ist  gleichzeitig  zu  ersehen,  dass  das 
-„Transformieren**  und  „Zurücktransformieren"  im  Vergleich 
zu  einander  umgekehrte  Operationen  sind,  dass  also  die  Gonstructioneu 
der  einen  in  genau  entgegengesetzter  oder  umgekehrter  Ordnung  von 
jenen  der  anderen  aufeinander  folgen. 

Nebenbei  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  die  soeben  durch- 
geführte Construction  nur  als  Beispiel  für  das  „Zu  rück  transfor- 
mieren" anzusehen  sei,  indem  das  bekannte  directe  Verfahren  (Be- 
stimmung der  Orthogonalprojection  auf  eine  gegebene  Ebene)  diesfalls 
rascher  zum  Ziele  führt. 

Aufgaben,  welche  eine  zweifache  Transformation  beanspruchen. 

§.  448. 

Eine  doppelte  Transformation,  d.  i.  eine  successive  oder  nach- 
einander erfolgende  Veränderung  der  einen  und  der  anderen  Projections- 
ebene wird  beispielsweise  in  allen  jenen  Fällen  nothwendig  sein,  in 
welchen  es  sich  darum  handelt,  eine  gegebene  gegen  beide  Projections- 
ebenen geneigte  Gerade  in  eine  projicierende  Gerade  umzugestalten, 
oder  eine  gegebene  gegen  die  Projectionsebenen  geneigte  Ebene  so  zu 
verwandeln,  dass  sie  selbst  zu  einer  Projectionsebene  wird. 

Ist  also  (H')  (Taf.  XXVIII,  Fig.  468)  irgend  eine  gegebene  Gerade 
imd  soll  dieselbe  durch  Transformation  in   eine   horizontal-proji- 

29* 
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Gierende  Gerade  verwandelt  werden,  so  transformieren  wir  zunächst 
auf  eine  neue  verticale  Projectionsebene,  welche  m  der  gegebenen 
Geraden  (IP)  parallel  ist.  Hierbei  wird  offenbar  die  neue  Achse  X"", 
zu  l'  parallel  sein  nctQssen.  Die  transformierte  Yerticalprojection  er- 
gibt sich  dann  auf  bekannte  Weise  in  l^. 

Ändern  wir  nun  in  entsprechender  Aufeinanderfolge  auch  die 
horizontale  Projectionsebene  derart,  dass  sie  zu  der  Geraden  (}^V) 
senkrecht  steht,  welcher  Vorgang  darin  seinen  Ausdruck  findet,  dass 
man  die  Achse  X^,  senkrecht  zu  li  annimmt,  so  wird  sich  die  trans- 
formierte Horizontalprojection  der  Geraden  l  als  jener  Punkt  l\  dar- 
stellen, welcher  in  der  Verlängerung  von  l^  liegt  und  von  X*, 
um  eine  Strecke  l\k  absteht,  welche  dem  Abstände  der  Geraden  l' 
von  X'j  gleichkommt.  Das  Transformationsresultat  ist  die  horizontal- 
projicierende  Gerade  (J,  i',). 

§.  449. 

Um  eine  gegebene  ßbene  E,  Eh  (Taf.  XXVIII,  Fig.  469)  in  eine 
oder  die  andere  Projectionsebene  zu  verwandeln,  nm  dieselbe  also  allen- 
falls in  die  verticale  Projectionsebene  umzuformen,  verwandeln 
wir  die  besagte  Ebene  vorerst  in  eine  horizontal-projicierende  Ebene 
E^  E'k^  indem  wir,  wie  bereits  bekannt,  die  neue  Achse  X\  senkrecht  zu 
E^  annehmen.  Ebenso  wird  es  weiters  auch  mit  keinerlei  Schwierigkeit 
verbunden  sein,  die  gegebene  Ebene  zur  Verticalebene  umzugestalten. 
Es  genügt  nämlich  behufs  Erreichung  dieses  Zweckes,  wenn  man  die 
Trace  £'*  direct  als  neue  Projectionsachse  X%  für  die  verticale  Projec- 
tionsebene wählt.  Hiemit  ist  die  vorliegende  Aufgabe  vollständig  gelöst 

§.  450. 

143.  Aufgabe.  Es  ist  der  kürzeste  Abstand  zweier  sich  kreuzen- 
den Geraden  sowohl  der  &röße  als  auch  dem  Orte  nach  zu  be- 
stünmen. 

Die  beiden  sich  kreuzenden  Geraden  seien  ({^0  ^^^  (^^0 
(Taf.  XXVIII,  Fig.  470). 

Um  die  vorstehende  Aufgabe  durch  Transformation  zu  lösen, 
transformieren  wir  die  eine  der  beiden  Geraden  so,  dass  sie  zu  der  einen 
oder  der  anderen  der  beiden  Projectionsebenen  senkrecht  steht. 

Die  Projection  derselben  auf  die  letztbezeichnete  Ebene  wird 
sich,  entsprechend  der  Wahl  der  Projectionsebene,  auf  einen  Punkt  re- 
ducieren,  während  die  Projection  der  anderen  Geraden,  auf  die  näm- 
liche Ebene  bezogen,    von   dem   vorher    genannten  Punkte   eine  Ent-» 
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fernuDg  besitzen  wird,  welche  den  gesuchten  kürzesten  Abstand  in 
wahrer  Größe  darstellt. 

Es  wird  sich  sonach  zunächst  darum  handeln,  die  eine  der  beiden 
Geraden,  etwa  {IV)  so  zu  transformieren,  dass  dieselbe  auf  der  neuen 
Frojectionsebene  senkrecht  steht  Hiezu  ist  eine  zweimalige  Trans- 
formation nothwendig  und  hinreichend. 

Durch  die  erste  der  beiden  hier  nothwendig  vorzunehmenden 
Transformationen,  verwandeln  wir  die  Gerade  (11^  in  eine  zur  neuen 
Yerticalprojectionsebene  parallele  Gerade  (2^!,),  was  bekanntlich  da- 
durch erreicht  wird,  dass  man  die  neue  Grundlinie  X\  parallel 
oder  zusammenfallend  mit  der  horizontalen  Projection  V  an- 
nimmt. 

An  die  Stelle  der  ursprünglichen  Verticalprojection  A  der  Ge- 
raden (AA')  tritt  sodann  gleichzeitig  die  neue  Verticalprojection  il|. 

Durch  die  zweite  diesfalls  erforderliche  Transformation  führen 
wir  eine  neue  Horizontalebene  so  ein,  dass  die  Gerade  (Z^  V)  horizontal- 
projicierend  wird. 

Letzteres  wird  einfach  dadurch  bewirkt^  dass  man  die  neue  Grund- 
linie X*2  senkrecht  zu  l^  annimmt. 

Infolge  der  für  die  Transformationsebene  getroffenen  Wahl,  er- 
scheint die  transformierte  horizontale  Projection  l\  als  ein  Punkt, 
während  sich  die  transformierte  Horizontalprojection  der  Geraden  {k^  l*) 
wieder  als  Gerade  X\  ergibt. 

Das  Perpendikel  8\  r\  vom  Punkte  {',  auf  X\  repräsentiert,  aus 
früher  angeführten  Gründen,  direct  die  wahre  Größe  des  kürzesten 
AbStandes  e  der  beiden  Geraden  {  und  k,  während  der  Ort  des- 
selben durch  (^i^p^'i^'i)  gegeben  und  dargestellt  erscheint. 

Es  erübrigt  daher  nur  noch,  diese  Gerade  {Sir^^s\r\)  in  um- 
gekehrter Folge,  d.  i.  zuerst  nach  («ifp  s'r')  und  dann  nach  (sr,  sV) 
auf  bekannte  Weise  zurückzutransformieren,  um  allen  Bedingungen 
der  gestellten  Aufgabe  Genüge  geleistet  zu  haben. 

§.  451. 

144.  Aufgäbe.  Ein  Punkt  (a  a')  ist  um  eine  gegebene  Gerade  (l  l') 
im  Baume,  um  einen  bestimmten  Winkel  zu  drehen. 

Um  für  diesen  Fall  die  Constructionen  möglichst  einfach  zu  ge- 
stalten, transformieren  wir  zunächst  wieder  die  Gerade  (Drehachse) 
(HO  (Taf.  XXVIII,  Fig.  471)  so,  dass  dieselbe  durch  die  Veränderung  der 
verticalen  Projectionsebene  —  mit  der  neuen  Grundlinie  X*,  —  und 
durch  Veränderung  der  horizontalen  Projectionsebene  —  mit  der  neuen 
Grundlinie  X\  —  horizontal-projicierend  wird. 
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Gleichzeitig  wird  fär  die  bezeichneten  Transformations  ebenen  der 
gegebene  Punkt  (aa')  vorerst  nach  (a,  a')  und  hierauf  nach  (»,«',) 
transformiert. 

Nach  den  hiemit  getroffenen  Vorbereitungen,  wobei  die  Dre- 
hungsachse auf  der  transformierten  horizontalen  Projectionsebene  senk» 
recht  steht  und  der  Drehungsradius  q,  in  Bezug  auf  die  nämliche 
Ebene,  in  seiner  wahren  Größe  erscheint,  wird  die  Drehung  leicht 
zu  bewerkstelligen  sein.  Die  horizontale  Projection  a\  beschreibt 
hierbei  einen  Kreisbogen  a\a\^  dessen  Mittelpunkt  l\^  dessen  Halb- 
messer Q  ist  und  dessen  Größe  dem  gegebenen  Drehungswinkel  m  ent- 
spricht. Die  zugehörige  transformierte  Yerticalprojeotion  ergibt  sich, 
wie  leicht  einzusehen,  in  a,.  Der  letztbezeichnete  Punkt  (a\aj,  ent- 
sprechend nach  {aa')  zurücktransformiert,  liefert  bereits  das  Besultat 
der  vollzogenen  Drehung. 

Diese  Methode  der  Drehung  ist  besonders  dann  von  TortheiL 
wenn  gleichzeitig  eine  größere  Anzahl  von  Punkten  um  eine  gegebene 
Gerade  zu  drehen  ist. 

§.  452. 

145.  Aufgäbe.  Es  soll  der  Neigungswinkel  N  zweier  Ebenen 
EfEk  und  e^ßk  durch  Transformationen  ermittelt  werden. 

Um  die  Lösung  des  vorliegenden  Problemes  mit  Zuhilfenahme 
der  Transformation  möglichst  zu  vereinfachen,  wird  man  die  beide» 
gegebenen  Ebenen  E  und  e  (Taf.  XXIX,  Fig.  472)  so  transformieren^ 
dass  sie  auf  eine  und  dieselbe  Projectionsebene  bezogen,  als  „projicie- 
rende  Ebenen '^  dargestellt  erscheinen,  da,  falls  dem  Gesagten  Genüge 
geleistet  wird,  die  beiden  Tracen  in  jener  Projectionsebene,  auf  welcher 
die  Ebenen  selbst  senkrecht  stehen,  unmittelbar  einen  Winkel  ein- 
schließen, welcher  der  wahren  Größe  des  Neigungswinkels 
der  gegebenen  Ebenen  gleichkommt. 

Letzteres  ist  selbstverständlich  dadurch  erreichbar,  dass  man  die 
Schnittlinie  (ss*)  der  beiden  gegebenen  Ebenen  durch  zweimalige 
Transformation  in  eine  zu  einer  der  transformierten  Projectionsebenen 
projicierende  Gerade  verwandelt. 

Ist  {SS*)  (Taf.  XXIX,  Fig.  472)  die  Schnittlinie  der  beiden 
Ebenen  E^Eh  und  e^eA,  so  werden  wir  allenfalls  zunächst  die  ver- 
ticale  Projectionsebene  ändern  und  diese  zweckmäßig  so  wählen,  das» 
deren  Schnitt  mit  der  bisher  unverändert  gebliebenen  Horizontalebene, 
mit  der  horizontalen  Projection  s'  der  Schnittlinie  {ss')  der  gegebenea 
Ebenen  zusammenfällt,  so  also,  dass  die  neugewählte  Verticalebene, 
als  horizontal-projicierende  Ebene,    die   Schnittlinie  {ss*}  der   beiden 
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Ebenen  E  und  e  enthält.  Die  neue  Projectionsachse  wird  sonach  durch 
X\  {=  s')  dargestellt.'  Die  transformierte  Verticalprojection  der  Schnitt- 
linie ist  sodann  s^;  dieselbe  repräsentiert  gleichzeitig  die  in  eine 
Gerade  zusammenfallenden  Yerticaltracen  E\  und  e\  der  Ebenen  E 
und  e  nach  der  Transformation. 

Die  Horizontaltracen  Eh  und  en  bleiben  bei  dieser  Transformation 
ungeändert. 

Transformieren  wir  nun  auch  die  horizontale  Projectionsebene  und 
zwar  so,  dass  die  neue  Grundlinie  X^,  auf  s^  senkrecht  steht.  Durch 
die  hiemit  getroffene  Wahl  der  zweiten  Transformationsebene  ver- 
wandelt sich  die  Schnittlinie  (ss')  der  beiden  Ebenen  in  eine  hori- 
zontal-projicierende  Gerade  {s^s^^. 

Die  zusammenfallenden  Verticaltracen  E\  und  e\  der  beiden 
Ebenen  bleiben  hiebei  selbstverständlich  ungeändert.  Um  die  trans- 
formierten horizontalen  Tracen  E'h  und  ö'a  zu  finden,  transformieren 
wir  einen  Punkt  6'  der  Trace  Ek  nach  6,  und  einen  Punkt  a'  der 
Trace  e^  nach  a,.  Die  letztgenannten  Punkte  \  und  a^  sind  nun- 
mehr die  horizontalen  Projectionen  von  Punkten,  welche  bereits  be- 
ziehungsweise den  Ebenen  E\E'k  und  e'»e'A  angehören.  Da  aber  diese 
Ebenen  horizontal-projicierend  sind,  so  gehören  \  und  a^  auch  den  hori- 
zontalen Tracen  E*h  und  e\  an.  Die  Letzteren  werden  demgemäß  durch 
s\\  und  s\a^  dargestellt  erscheinen. 

Durch  diese  beiden  Transformationen  wurden  somit  die  beiden 
Ebenen  iJ und  e  in  die  horizontal-projicierenden  Ebenen  E'yE'h  und  e\e'k 
verwandelt,  so  dass  der  Winkel  N,  welchen  die  horizontalen  Tracen 
E\  und  e'h  einschließen,  unmittelbar  die  wahre  Größe  des  ge- 
suchten Neigungswinkels  repräsentiert. 

Die  zweifache  Transformation  wird  überhaupt  in  allen 
jenen  Fällen  anzuwenden  und  durchzuführen  sein,  in  welchen  es  sich 
behufs  Vereinfachung  der  Constructionen  darum  handelt,  eine  durch 
ihre  Projectionen  gegebene  Gerade  vertical-  oder  horizontal-projicierend 
darzustellen. 


Fünfter  Abschnitt 

Besondere  Darstellungsmethoden. 

XVI.  Capitel. 
Die  Parallelogramm-Projection. 

§.  453. 

Nehmen  wir  zwei  unter  irgend  einem  Winkel  a>  (Taf.  XXIX, 
Fig.  473)  gegeneinander  geneigte  Projectionsebenen  P  und  Q^  deren 
eine,  P,  wir  als  „Bildebene"  und  deren  andere,  Q,  wir  als  „Grand- 
ebene^  wählen  wollen,  als  gegeben  an,  und  beziehen  wir  irgend  einen 
Punkt  A  im  Baume  durch  „Projection^  auf  diese  Ebenen. 

Denken  wir  uns  weiters  die  beiden  Ebenen  P  und  Q  durch  eine 
dritte  Ebene  B  geschnitten,  welche  auf  der  Schnittlinie  X  der  Ebenen 
P  und  Q  senkrecht  steht.  Die  sich  dadurch  ergebenden  Schnittlinien 
Z  und  Y  schließen  sodann  gleichfalls  den  Winkel  o  mit  einander 
ein,  uDd  stehen,  wie  leicht  begreiflich,  auf  der  Schnittgeraden  X 
senkrecht. 

Ziehen  wir  nun  durch  Ä  eine  Parallele  Aa  zu  7,  und  setzen  wir 
voraus,  dass  diese  Parallele  die  Bildebene  P  im  Punkte  a  treffe, 
führen  wir  ferner  durch  den  nämlichen  Punkt  A  eine  Parallele  Aa^ 
zu  Z,  welche  die  Qrundebeue  Q  in  a^  schneiden  möge,  so  wird  durch 
diese  beiden  Punkte  a  und  a^  welche  wir  als  die  Projectionen  von  A 
betrachten,  der  Punkt  A  im  Baume  vollkommen  bestimmt. 

Letztgenannte  Punkte  bezeichnen  wir  als  die  „Parallelo- 
gramm-Projectionen**  oder  kurzweg  „Ä-Projectionen**  des 
Punktes  A^  und  zwar  nennen  wir  a  die  „Bildfläch-;r-Projec- 
tion"  und  a'  die  „Grundfläch-jr-Projection**  des  Punktes  A 
im  Baume. 

Um  diese  Bezeichnung  zu  rechtfertigen,  stellen  wir  folgende  Be- 
trachtung an. 
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Denken  wir  uns  durch  a  eine  Parallele  aa  zn  Äa'  und  durch 
a'  eine  Parallele  a'a  zu  Äa  gezogen,  so  ist  die  Figur  Äaa'a  ein 
Parallelogramm,  und  da  beziehungsweise  aa  und  a'a  die  Schnitte 
der  Ebene  dieses  Parallelogrammes  mit  den  Ebenen  P  und  Q  sind, 
so  stellt  a  einen  Punkt  der  Schnittlinie  X  vor. 

Aus  diesem  Ergebnisse,  welches  so  wie  für  den  Punkt  Ä  und 
die  Schnittgerade  X  von  P  und  Q  für  jeden  Punkt  im  Baume,  und 
für  die  Schnittgeraden  Y  und  Z  gilt,  folgt,  dass  der  jeweilige  Punkt 
mit  seinen  beiden  sr-Projectionen,  und  einem  gewissen  Punkte  der  Grund- 
linie stets  ein  Parallelogramm  bildet.  Dies  die  Ursache  warum 
man  obige  Bezeichnung  für  diese  Projectionsart  wfthlte. 

Behufs  graphischer  Darstellung  räumlicher  Gebilde  setzen  wir 
wieder  voraus,  dass  die  eine  der  Projectionsebenen,  etwa  P,  mit  der 
Zeichnungsebene  zusammenfalle,  die  andere  Ebene  0  dagegen  um  X 
so  lange  gedreht  werde,  bis  sie  in  die  Zeichnungsfläche  gelangt.  In 
gleicher  Weise  wird  die  Ebene  R  um  ihren  Schnitt  Z  mit  P  in  die 
Zeichnungsebene  hinein  gedreht,  wobei  selbstverständlich  die  gleich- 
zeitig mitgedrehte  Gerade  Y  die  gegenseitige  Neigung  der 
beiden  Ebenen  P  und  Q  im  Baume  ersichtlich  macht. 

Betrachten  wir  nun  die  Projectionen  a  und  a'  des  Punktes  Ä 
nach  vorgenommener  Drehung^  so  findet  man  sofort,  dass  diese  Pro- 
jectionen in  einer  und  derselben  zur  Geraden  X  (Projectionsachse) 
senkrechten  Geraden  aa'  liegen.  Letzteres  geht,  wie  bereits  früher 
nachgewiesen,  schon  aus  dem  Umstände  hervor,  dass  die  beiden  Senk- 
rechten von  a  und  a'  auf  X  den  nämlichen  Fußpunkt  a  auf  X  be- 
sitzen, und  dass  ein  Gleiches  auch  nach  vollbrachter  Drehung  statt- 
finden werde. 

Wir  sehen,  dass  die  graphische  Darstellung  eines  Baumpunktes 
in  der  ;r  -  Projection  analog  ist  mit  jener  in  der  orthogonalen  Pro- 
jection  und  dass  die  erstere  sogleich  in  die  letztere  übergeht,  wenn 
der  Winkel,  welchen  die  beiden  Projectionsebenen  P  und  Q  mitein- 
ander einschließen,  ein  rechter  Winkel  ist 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  alle  rein  projectivischen 
Beziehungen  in  der  ;r-Projection  genau  auf  dieselbe  Weise,  wie  in 
der  orthogonalen  Projection  constructiv  festgestellt  werden  können. 

§,  454. 

Was  hingegen  die  metrischen  Beziehungen  anbelangt, 
so  ist  deren  Gonstruction  in  der  «-Projection  von  jener  in  ortho- 
gonaler Projection  verschieden. 
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Wir  wollen  in  dieser  Richtung  bloß  die  beiden  metrischen 
Hauptaufgaben,  nämlich  die  Umlegung  eines  ebenen  Gebildes, 
und  die  Bestimmung  der  Senkrechten  durch  einen  Punkt 
zu  einer  gegebenen  Ebene  hervorheben. 

Schicken  wir  behufs  Lösung  dieser  Aufgaben  zunächst  folgende 
Betrachtungen  voraus. 

Seien  a  und  a*  (Taf.  XXIX,  Fig.  474)  die  jnr-Projectionen  eines 
Punktes  A  und  denken  wir  uns  außerdem  noch  die  orthogonale  Pro- 
jection  a*^  des  Punktes  A  auf  die  Ebene  R  bestimmt,  welche  sich  im 
Schnitte  der  durch  A  parallel  zu  X  gezogenen  Geraden  a"  A  mit  R 
ergibt. 

Es  unterliegt  sonach  auch  keiner  weiteren  Schwierigkeit,  a'^  aus 
a  und  a*  abzuleiten.  Denn  zieht  man  durch  a  (Taf.  XXIX,  Fig.  473) 
und  durch  a'  je  eine  Parallele  zu  J.a",  welche  beziehungsweise  Z 
und  Y  in  den  Punkten  a*  und  a**  treffen,  so  ist  leicht  einzusehen, 
dass  a"a*Oa"  ^\TL  dem  Parallelogramme  J.aaa'  congruentes  Parallelo- 
gramm sei. 

Der  Punkt  a**  ergibt  sich  daher  auf  nachstehende  Weise.  Man 
zieht  durch  a  und  a'  Parallele  zu  X  (Taf.  XXIX,  Fig.  473  und 
Fig.  474  nach  der  ümlegung  der  Ebene  Jß  um  Z),  welche  Z  und  Z, 
beziehungsweise  in  a*  und  a'*  treffen.  ^ 

Führt  man  ferner  durch  a'  eine  Parallele  zu  Y  und  durch  a" 
eine  Parallele  zu  Z,  so  ergibt  sich  im  Schnitte  derselben  der  gesuchte 
Punkt  a". 

Fällt  man  weiters  durch  A  (Taf.  XXIX,  Fig.  473)  die  Senk- 
rechte Aa^  zu  P,  so  wird  P  in  einem  Punkte  a,  geschnitten,  welcher 
in  der  Verlängerung  von  an  liegt  und  die  orthogonale  Projeotion  des 
Punktes  A  auf  die  Ebene  P  vorstellt.  Denkt  man  sich  weiters  durch 
a*'  eine  Senkrechte  zu  Z,  also  eine  zu  Aa^  parallele  Gerade  a*'a^ 
gezogen,  so  wird  offenbar  a^  a^  auch  parallel  zu  X  sein  müssen.  Man 
leitet  daher  aus  a  und  a"  die  orthogonale  Projection  a^  des 
Punktes  A  auf  P  ab,  wenn  man  den  Schnittpunkt  der  Geraden  aa 
(Taf.  XXIX,  Fig.  474)  mit  der  durch  a"  parallel  zu  X  gezogenen 
Geraden  bestimmt. 

Ist  also  eine  Ebene  durch  ihre  beiden  Tracen  Ep  und  Eq 
(Taf.  XXIX,  Fig.  475)  gegeben  und  soll  die  wahre  Größe  eines 
in  dieser  Ebene  gegebenen  Gebildes,  etwa  der  Geraden  ah 
durch  Umlegung  um  die  Trace  Ep  bestimmt  werden,  so  pflegen 
wir  behufs  Durchführung  der  gestellten  Aufgabe  zuerst  irgend  einen 
Punkt  der  Ebene  E  xim  Ep,  am  einfachsten  den  Punkt  (A^Oi  ^^ 
welchem  die  Trace  Eq  die  Achse  Y  trifft,  umzulegen. 
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Die  orthogonale  Projection  h^  dieses  Punktes  auf  P  wird  in  der 
Yorangegebenen  Weise  ans  h*^  abgeleitet,  wobei  gleichzeitig  h"h^  die 
wahre  Größe  des  Abstandes  des  Punktes  {hh')  von  der  Ebene 
P  repräsentirt. 

Der  Punkt  h^  wird,  wie  bekannt,  unagelegt,  wenn  man  von 
Äi  ^ut  JEp  die  Senkrechte  %, 97  fällt,  das  bei  h^  rechtwinklige  Dreieck 
Äj  h\  12,  in  welchem  A,  h\  =  h^  A"  ist,  bildet,  und  die  Hypotenuse  h\  rj 
von  7j  aus  auf  die  Verlängerung  von  h^  ri  bis  h^  aufträgt. 

Verbindet  man  nun  h  mit  17,  so  erhält  man  offenbar  die  sr- Pro- 
jection der  durch  (AA^  gehenden,  zur  Trace  Ep  normalen  Geraden,  und 
verbindet  man  ferner  A  mit  A^,  so  stellt  diese  Gerade  die  :np-Projec* 
tion  der  Sehne  jenes  Kreisbogens  dar,  welchen  der  Punkt  (AAQ  bei 
seiner  Umlegung  beschreibt. 

Nachdem  diese  Sehnen  für  alle  Punkte  der  Ebene  E  unterein- 
ander parallel  laufen,  so  gilt  dasselbe  auch  von  ihren  ;t-Projectionen, 
die  dem  Wesen  nach  nichts  anderes,    als   schiefe  Projectionen  sind. 

Um  daher  die  Punkte  a  und  b  umzulegen,  hat  man  aa  und 
bß  parallel  zu  hri  zu  ziehen,  aa^  und  ßh^  senkrecht  auf  Ep  und 
endlich  aa^  und  bb^  parallel  zu  AA^  zu  führen. 

Die  Schnittpunkte  %  und  b^  der  letzteren  Paare  von  Geraden 
ergeben  die  umgelegten  Punkte;  a^b^^  ist.  somit  die  wahre  Grösse 
von  ab.  In  gleicher  Weise  kann  ein  jeder  andere  Punkt 
der  Ebene  E  umgelegt  werden. 

Da  die  Punkte  der  Trace  Ep  bei  der  Umlegung  ungeändert 
bleiben,  so  folgt,  dass  die  Gerade  a^&o  ^i^  Trace  Ep  in  dem  näm- 
lichen Punkte  d  wie  die  Gerade  ab  schneiden  müsse.  Dasselbe  gilt 
selbstverständlich  von  jeder  anderen  Geraden  der  Ebene  E  und  ihrer 
Umlegung  um  Ep. 

Es  ist  unschwer  zu  erkennen,  dass  diese  eben  angeführten  Eigen- 
schaften die  nämlichen  sind,  wie  jene,  welche  früher  bei  der  Um- 
legung eines  in  schiefer  Projection  gegebenen  ebenen 
Gebildes  entwickelt  wurden. 

In  Übereinstimmung  mit  den  dort  festgestellten  Ergebnissen 
gelangen  wir  auch  hier  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  ;t -Projection 
eines  ebenen  Gebildes  und  die  Umlegung  des  Gebildes  um  die 
Trace  Ep  seiner  Ebene  „affine**  Figuren  sind,  wobei  die  Trace  Ep 
die  Affinitätsachse  und  AA^  die  Sichtung  der  Affinitäts- 
strahlen vorstellen. 

§.  455. 

Die  zweite  der  obangegebenen  principiellen  Aufgaben,  „die  Er- 
mittelung einer  durch  einen   bestimmten  Punkt  {aa')  ge- 
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henden,  zu  einer  gegebeuen  Ebene  EpEq  (Taf. XXIX,  Fig. 476) 
senkrechten  Geraden",  lösen  wir  in  der  Weise,  dass  wir  vorerst 
an  beliebiger  Stelle  der  Zeichnungsfläche  eine  Senkrechte  zu  der  ge- 
gebenen Ebene  führen,  und  sodann  zu  dieser  Bichtungsgeraden  durch 
den  gegebenen  Punkt  eine  Parallele  ziehen. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Behufe  die  orthogonale  Projection  h^ 
eines  Punktes  der  Trace  Eq  der  Ebene  Ep  Eq  auf  die  Ebene  P  in  der 
vorher  angegebenen  Weise  bestimmt  und  den  Abstand  dieses  Punktes 
von  der  Ebene  festgestellt.  Letzterer  wird  durch  die  Strecke  \h*^ 
repräsentiert.  Führen  wir  durch  diesen  Punkt  die  Senkrechte  zur 
Ebene  Ep  Eq ,  so  wird  dieselbe  bekanntlich  in  derjenigen  zur  Ebene  P 
senkrechten  Ebene  liegen,  deren  Trace  durch  die  Orthogonalprojection 
\  geht  und  auf  Ep  senkrecht  steht 

In  der  Umlegung  um  diese  Trace  \7i  erhalten  wir  die  besagte 
Senkrechte  sehr  einfach,  wenn  wir  das  rechtwinklige  Dreieck  rih'^ä 
construieren,  dessen  Höhe  \h\  dem  Abstände  h^h**  gleich  ist.  Die 
um  1}%!  umgelegte  Senkrechte  wird  diesfalls  durch  h\d  repräsentiert, 
während  deren  Durchstoßpunkt  mit  der  Ebene  P  durch  d  dargestellt 
wird.  Nachdem  aber  die  ^-Projection  des  Punktes  h^  in  h  liegt,  er- 
gibt sich  die  «-Projection  der  durch  Qih*)  gehenden,  zur  Ebene  EpEq 
senkrechten  Geraden,  in  hd. 

Die  «-Projection  des  Punktes  h  auf  die  Q-Ebene  ist  h'  und  jene 
des  Durchstoßpunktes  d  ist  der  in  der  Achse  X  liegende  Punkt  d'\ 
die  «-Projection  der  obigen  Senkrechten  auf  die  Ebene  Q  ist  mithin 
h*d\  Führt  man  nun  durch  a  und  a*  beziehungsweise  die  im  dh  und 
d'h'  Parallelen  s  und  5',  so  repräsentieren  diese  die  «-Projectionen 
der  gesuchten  Senkrechten. 

§.  456. 

Die  eben  entwickelte  Projectionsart  bietet  namentlich  dann  be- 
sondere Vortheile,  wenn,  in  Bezug  auf  ein  geometrisches  Gebilde,  zwei 
nicht  aufeinander  senkrecht  stehende  Ebenen  gewisse  cha- 
rakteristische Eigenschaften  besitzen,  welche  bei  den  Gonstructionen 
wiederholt  zur  Verwendung  gelangen.  Besagte  Ebenen  oder  auch  Ebenen, 
welche  zu  diesen  parallel  sind,  wählt  man  sodann  als  Projections- 
ebenen^''). 

Wir  werden  in  der  Folge,  bei  Entwicklung  der  Eigenschaften 
gewisser  Begelflächen  (der  Conoide)  vielfach  Gelegenheit  haben,  von 
den  «-Projectionen  Gebrauch  zu  machen. 
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XVII.  Capitel 

Collineation  der  Räume.   Relief- Projection. 

§.  457. 

Zwei  in  einer  und  derselben  Ebene  liegende  Systeme  27^  und  £^ 
bezeichneten  wir  als  „col linear^,  wenn  die  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  durch  einen  festen  Punkt,  das  „Collineations- 
centrum^  gehen  und  entsprechende  Geraden  der  beiden  Systeme  sich 
in  Punkten  einer  festen  Geraden ,  „der  Gollineationsachse^ 
schneiden. 

Wir  wollen  nun  untersuchen,  ob  zwei  räumliche  Systeme 
in  analoger  Weise  aufeinander  bezogen  werden  können. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  im  Baume  einen  festen  Punkt 
0,  welchen  wir  das  CoUineationscentrum  nennen  wollen,  sowie  zwei 
räumliche  Systeme  U^  und  2^  in  der  Weise  aufeinander  bezogen,  dass 
jedem  Punkt  von  27,  ein,  aber  auch  nur  ein  Punkt  von  27,  und  um- 
gekehrt entspricht,  und  dass  entsprechende  Punkte  dieser  Systeme 
immer  auf  einem  Strahle  liegen,  welcher  durch  C  geht,  so  nennt  man 
diese  beiden  Systeme  27,  und  2^  „räumlich  collineare 
Systeme**. 

Greifen  wir  irgend  einen  beliebigen  Strahl  r  heraus,  welcher 
durch  C  geht,  so  wird  jedem  Punkte  x^  dieses  Strahles,  als  Punkt  des 
Systemes  27|  betrachtet,  ein  Punkt  x^  des  Systemes  2]^  auf  demselben 
Strahle  r  entsprechen  und  umgekehrt. 

Da  dieses  Entsprechen  der  Voraussetzung  nach  ein  eindeutiges 
ist  und  von  allen  Paaren  von  Punkten  des  Strahles  r  gilt,  so 
folgt,  dass  auf  demselben  zwei  projectivische  Punktreihen 
(^i^i^i'-O  ^^d  (^8^3^3*-0  li%6n^  von  welchen  die  erste  Beihe  als 
dem  Systeme  27p  die  zweite  dagegen  als  dem  Systeme  2]^  angehörend, 
zu  betrachten  sein  wird. 

Wir  wissen  ferner,  dass  zwei  auf  demselben  Träger  liegende 
projectivische  Punktreihen  immer  zwei  (reelle  oder  imaginäre) 
Doppelpunkte  besitzen. 

Auf  dem  Strahle  r  ist,  wie  aus  der  folgenden  Betrachtung  her- 
vorgeht, C  der  eine  dieser  Doppelpunkte. 

Setzen  wir  nämlich,  im  Gegensatze  zu  unserer  Behauptung,  vor- 
aus, dass  der  Punkt  C  kein  Doppelpunkt  sei,  d.  h.  dass  er  nicht  sich 
selbst  entspräche,  so  müsste  ihm,  falls  wir  denselben  als  Punkt  (7|  des 
Systemes  27,  auffassen  würden,  auf  dem  Strahle  r  ein  Punkt  Cq  ent- 
sprechen, welcher  dem  Systeme  27,  angehört. 
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Mit  demselben  Rechte  müsste  dann  weiters  angenommen  werden^ 
dasB  anf  jedem  anderen  durch  G  oder  0^  gehenden  Strahle  r'  dem 
Punkte  C,  als  Punkt  C,  des  Systems  27j  betrachtet,  ein  Punkt  C", 
des  Systems  27,  entspreche ;  es  würden  also  dem  Collineationscentrum 
(7,  falls  man  dasselbe  als  einen  Punkt  des  Systems  27,  auffassen 
könnte,  eine  unendlich  große  Zahl  von  Punkten  des  Systems  27^  ent- 
sprechen, was  offenbar^  in  Anbetracht  der  Beziehung  von  27^  und  27,, 
im  Widerspruche  mit  der  gemachten  Voraussetzung  wäre. 

Dieser  Widerspruch  entfllllt  aber  oder  wird  dadurch  behoben,  wenn 
die  Annahme  aufrecht  erhalten  wird,  dass  der  Punkt  C  in  den  beiden 
Systemen  27^  und  27,  sich  selbst  entspricht  und  folglich  einer 
der  beiden  Doppelpunkte  derjenigen  projectivischen  Punktreihen  ist, 
welche  die  Systeme  27^  und  2^  auf  jeder  durch  C  gehenden  Geraden 
r  bestimmen. 

Nachdem  einer  der  Doppelpunkte  reell  ist,  muss  dasselbe, 
auf  jedem  Strahle  r,  auch  von  dem  zweiten  gelten.  Wir  wollen  den- 
selben mit  dr  bezeichnen. 

Fassen  wir  das  Ergebnis  der  angestellten  Betrachtungen  zusam- 
men, so  ergibt  sich  aus  der  vorausgesetzten  eindeutigen  Beziehung 
der  Systeme  27^  und  27^  und  der  Eigenschaft  des  Punktes  C,  dass  die 
geraden  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  von  27,  und  27^ 
durch  denselben  Punkt  C  gehen,  mit  Nothwendigkeit  die  Schlussfolge- 
rung, dass  Jeder  durch  C  gehende  Strahl  r  einmal  als 
Punktreihe  des  Systems  27,,  das  anderemal  als  Punkt- 
reihe des  Systems  27,  betrachtet  werden  kann^« 

„Diese  beiden  Punktreihen  sind  projectivisch ,  da 
einem  jeden  Elemente  der  einen  Reihe  (als  Punkt  von  27,)  ein^  aber 
auch  nur  ein  Element  der  anderen  (der  entsprechende  Punkt 
von  27^)  entspricht." 

„Die  genannten  Punktreiben  haben  zwei  Doppelpunkte, 
wovon  der  eine  mit  dem  Punkte  G  identisch  ist,  der  andere  aber 
auf  r  irgend  eine  von  G  verschiedene  Lage  dr  bezitzt." 

§.  458. 

Irgend  einer  Geraden  l^  des  Systems  27,  entspricht  im  Systeme 
Z^  wieder  eine  Gerade  J,,  welche  offenbar  in  der  durch  l^  und  C 
gehenden  Ebene  liegt. 

Da  nämlich  einem  jeden  Punkte  a,  von  2,  bloß  ein  einziger 
Punkt  a^  entspricht,  so  ist  der  geometrische  Ort  l^  der  Punkte  a, 
(indem  dieser  mit  jedem  durch  G  gehenden  Strahle  bloß  einen  Punkt 
gemein  hat)  vom  ersten  Grade,  d.  h.  eine  gerade  Linie. 
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Die  beiden  einander  entsprechenden  Geraden  l^  und  Z,  liegen  in 
einer  und  derselben  Ebene,  welche  gleichzeitig  den  Punkt  C  enthält, 
schneiden  sich  mithin  in  einem  Punkte  d,  welcher  offenbar  sich 
selbst  entspricht  und  folglich  den  Doppelpunkt  der  auf  dem 
Strahle  Cd  vereinigten  projecti  vischen  Punktreihen  von  27^ 
and  2Jq  repräsentiert. 

§.  459. 

In  analoger  Weise  ergibt  sich  nunmehr  auch,  dass  einer  jeden 
Ebene  e,  des  Systemes  27^  wieder  nur  eine  Ebene  e^  des 
Sjstemes  Z^  entspricht.  Denn  jedem  Punkte  der  Ebene  e^  ent- 
spricht im  Systeme  27,  auf  dem  durch  C  gehenden  Strahle  nur  ein 
Punkt)  so  dass  der  geometrische  Ort  des  letzteren  vom  ersten 
Grade,  d.  h.  wieder  eine  Ebene  sein  muss. 

Die  beiden  einander  entsprechenden  Ebenen  6,  und  e^  schneiden 
sich  in  einer  Geraden,  welche  in  beiden  Systemen  27^  und  Z^  sich  selbst 
entspricht. 

Es  handelt  sich  nun  weiters  noch  darum,  den  geometrischen 
Ort  aller  selbst  entsprechenden  Punkte  und  Geraden  zu  bestimmen. 

Wir  wissen,  dass  jeder  sich  selbst  entsprechende  Punkt  dr  der 
Systeme  2J^  und  27,  als  der  eine  Doppelpunkt  jener  projectivischen 
Reihen  zu  betrachten  ist,  welchen  die  Systeme  27^  und  27„  auf  dem 
Strahle  Cdr  bestimmen,  während  C  den  zweiten  Doppelpunkt  dieser 
Beiben  darstellt. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  es  auf  jedem  durch  C  gehenden 
Strahle  nur  einen  einzigen  Punkt  von  der  Natur  des  Punktes  dr 
gibt  und  können,  sonach  behaupten,  dass  der  geometrische  Ort 
aller  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  dr  der  Systeme  27^ 
und  27,  vom  ersten  Grade,  also  eine  Ebene  sein  müsse. 

Das  Gesagte  lässt  sich  übrigens  auch  in  folgender  Weise  nach- 
weisen. 

Seien  E^  und  E^ ,  e,  und  e^  zwei  Paare  einander  entsprechender 
Ebenen  der  Systeme  27^  und  2J^  und  bezeichnen  wir  den  Schnitt  von 
E^  und  e,  mit  2^,  den  Schnitt  von  E^  und  e^  mit  l^ ,  so  ist  vor  allem 
klar,  dass  die  beiden  Geraden  l^  und  {,  einander  entsprechen  müssen. 
Denn  einem  jeden  Punkte  von  li  muss,  da  derselbe  beiden  Ebenen  E^ 
und  e^  gleichzeitig  zukommt,  auch  ein  Punkt  entsprechen,  welcher 
gleichzeitig  den  beiden  Ebenen  E^  und  e,,  d.  i.  der  Geraden  l^  an- 
gehört. 

Die  beiden  entsprechenden  Ebenen  E^  und  E^  schneiden  sich  in 
der  selbst  entsprechenden  Geraden  Se  und  die  Ebenen  e^  und 
e^  in  der  selbst  entsprechenden  Geraden  s,. 
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Benennen  wir  endlich  noch  den  sich  selbst  entsprechenden  Schnitt- 
punkt der  beiden  Geraden  l^  und  l^  mit  d  und  die  Ebene,  welche 
durch  Z,  und  l^  geht^  mit  P. 

Nach  der  eingeführten  Bezeichnung  schneiden  sich  nun 
die  Ebenen  E^  und  E^  in  der  Geraden  ^j^, 

«  ^  E,        n        P        n        71  V  \, 

jj  7i         E^      n     P      7)      V  n         Zg. 

Der  Schnittpunkt  der  drei  Ebenen  E,,  E^  und  P  ist  daher 
gleichzeitig  auch  ein  Punkt  der  Geraden  ss^  l^  und  Z^,  mithin  kein 
anderer,  als  der  Schnittpunkt  d  der  Geraden  Z,  und  l^. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  d  in  der  Geraden  ss  liegt. 

Ferner  schneiden  sich  die  Ebenen 

e^  und  e^  in  der  Geraden  Sg, 

e^        7i        P     7)        J)  D  Z, , 

ßg        »        P     JJ        n  77  l^» 

Der  Schnittpunkt  der  drei  Ebenen  e,,  e^  und  P  ist  also  iden- 
tisch mit  dem  Schnittpunkte  der  drei  Geraden  a«,  Z,  und  l^,  und 
mithin  auch  identisch  mit  dem  Schnittpunkte  d  der  Geraden  \  und  Z,, 
woraus  wieder  gefolgert  werden  muss,  dass  d  auch  in  der  Geraden  s^ 
liegt;  d.  h.  dass  sich  die  beiden  selbst  entsprechenden  Geraden 
Ss  und  Sg  in  einem  Punkte  d  schneiden  werden. 

Nachdem  bezüglich  der  Lage  der  Ebenenpaare  E^  und  E^^  e^ 
und  e^  keine  besondere  Voraussetzung  gemacht  wurde,  so  gilt  die  eben 
entwickelte  Eigenschaft  von  allen  Paaren  entsprechender 
Ebenen. 

Wären  demnach  ^,  Ä^ ;  P,  JBa  ?  C^i  C^a ;  A  ^a  •  •  •  Paare  entspre- 
chender Ebenen,  so  wird,  nach  dem  Vorhergehenden^  die  sich  selbst 
entsprechende  Gerade  (A^A^),  die  selbst  entsprechenden  Geraden  {B^B^) , 
iPiG^,  (DiD,)...,  ferner  die  sich  selbst  entsprechende  Gerade 
(B^B^)  die  selbst  entsprechenden  Geraden  (C,  C^),  {D^D^)...  u.  s.  f. 
schneiden. 

Hiemit  gelangen  wir  zu  dem  Schlüsse,  dass  sich  alle  selbst  ent- 
sprechenden Geraden  der  Systeme  27^  und  U^  paarweise  schneidcD, 
ohne  durch  einen  und  denselben  Punkt  zu  gehen,  was 
offenbar  nur  dann  möglich  ist,  wenn  sie  alle  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegen. 

Dass  in  dieser  Ebene  überhaupt  jeder  sich  selbst  ent- 
sprechende Punkt  dr  liegen  müsse,   lässi  sich  leicht  zeigen. 

Seien  nämlich  $e  und  Sg  zwei  der  sich  schneidenden,  sich  selbst 
entsprechenden  Geraden,  so  ist  hiedurch  auch  die  oben  genannte, 
sich  selbst  entsprechende  Ebene  vollkommen  bestimmt. 
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Denken  wir  uns  nun  durch  dr  zwei  einander  entsprechende 
Ebenen  P^  und  P^  gelegt,  so  schneiden  sich  auch  diese  in  einer  sich 
selbst  entsprechenden  Geraden  sp^  welche  letztere  den  Punkt  dr  ent- 
halten und,  nach  der  obigen  Auseinandersetzung,  die  sich  selbst  ent- 
sprechenden Geraden  sg  und  Se  schneiden  muss. 

Die  Gerade  sp,  also  auch  der  Funkt  dr  liegen  mithin  in  der 
Ebene  (seS^),  und  da  das  Gleiche  von  jedem  anderen  sich  selbst  ent- 
sprechenden Funkte  nachgewiesen  werden  kann,  so  ist  klar,  dass  die 
Ebene  {s^Se)  den  geometrischen  Ort  aller  selbst  entspre- 
chenden Punkte  und  Geraden  vorstellt. 

Wir  nennen  die  besagte  Ebene  die  sich  „selbstentsprechende 
Ebene^  oder  die  „Collineationsebene^  der  beiden  Systeme 
27,  und  2J^y  welch  letztere  selbst  wieder  als  „centrisoh  collineare 
räumliche  Systeme^  bezeichnet  werden.  Es  gilt  daher  allgemein 
der  Satz: 

132.  y^In  zwei  centrisch  collinearen  Raumsystenien  gehen  die 
Verhindungsgeraden  der  sich  {eindeutig)  entsprechenden  Punkte  durch 
einen  festen  Punkt ,  j^das  Gollineationscentrum^  (welches  sich  in 
den  beiden  Systemen  selbst  entspricht).  Entsprechende  Geraden  und 
Ebenen  schneiden  sich  in  Punkten,  resp.  Geraden  einer  und  derselben 
festen  Ebene,  „der  Gollineationsebene^ ,  welche  sich  mithin  in  beiden 
Systemen  selbst  entspricht.  Ferner  liegen  je  zwei  einander  entspre^ 
chende  Geraden  in  einer  durch  das  Collineationscentrum  gehenden 
Ebene.'' 

§.  460. 

Denken  wir  uns  nun  zwei  beliebige  einander  entsprechende 
Punkte  a^  und  a^  (Taf.  XXIX,  Fig.  477)  zweier  centrisch  collinearen 
Baumsysteme  27,  und  27^;  sei  ferner  G  das  Collineationscentrum  und 
Ä  die  CoUineationsebene.  Der  Strahl  Ga^a^  möge  die  CoUineations- 
ebene  Ä  im  Punkte  da  treffen. 

Um  zu  irgend  einem  beliebig  angenommenen  Punkte  b^,  den 
wir  als  dem  Systeme  27^  angehörig  betrachten,  den  correpondierenden 
Punkt  bo  im  Systeme  27,  zu  finden,  denken  wir  uns  a,  mit  b^  durch 
die  Gerade  \,  welche  die  CoUineationsebene  im  Punkte  d  schneiden 
möge,  verbunden. 

Die  zu  2,  collineare  Gerade  l^  ist  einerseits  durch  den  Punkt 
«2,  welcher  als  entsprechend  dem  Punkte  a,  von  l^  vorausgesetzt 
wurde  und  andererseits  durch  den  sich  selbst  entsprechenden  Schnitt- 
punkt d  der  Geraden  l^  mit  der  CoUineationsebene  bestimmt. 

In  dieser  Geraden  J,  ^^^s  ^^^  gesuchte  Punkt  b^  liegen  und  da 
derselbe  außerdem  auf  dem  durch  b^  gehenden  Collineationsstrahle  Gb^ 
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liegt,  so  kann  er  sich  nirgends  anders,  als  im  Schnitte  beider  Geraden 
vorfinden* 

Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  von  CW  mit  der  CoUineations- 
ebene  Ä  mit  d»  und  verbinden  wir  C  mit  d,  so  hat  man  in  Berück- 
sichtigung dessen,  dass  die  Ebene  (0,  l^lq)  die  Collineationsebene  A 
in  der  Geraden  ddadb  schneidet,  in  Z^,  Z,,  ddaäb  und  dC  einen 
ebenen  Vierstrahl  mit  dem  Scheitel  d,  welcher  von  den  Trans- 
versalen Cuiü^  und  C\h^  in  den  Funkten 

C,  da,  öj  und  a^,  respective  C,  d^,  fe,  und  ft« 

geschnitten  wird.    Es  ist  mithin 

{Cdaa,a;}  =  (Cibb^h^). 

Dieses  Doppelverhältnis  gilt  für  jedes  beliebige  Paar  ent- 
sprechender Punkte  &,  und  &2  ^^d  ist  daher  constant;  es  wird  somit 
allgemein 

(CÄa«!  öq)  =  (CdbW)  =  (OdcC,  cj  = .  .  .  =  constant. 

Man  nennt   den  Wert    dieses   Doppelverhältnisses   die    ,,Charakte- 
ristik^  der  centrischen  Collineation. 

§.  461. 

Jeder  Ebene  des  Systems  27^  entspricht  eine  Ebene  des  Sy- 
stems 27^. 

Denken  wir  uns  demnach  die  unendlich  ferne  Ebene  des 
Baumes  als  Bestandtheil  des  Systemes  27^,  so  wird  derselben,  da 
sie  nicht  sich  selbstentsprechend  ist,  im  Systeme  2J^  eine  im  End- 
lichen liegende  Ebene  entsprechen,  und  wird  sich  diese  Ebene  mit 
der  ihr  entsprechenden  unendlich  fernen  Ebene  in  einer  Geraden  der 
Collineationsebene  schneiden  müssen. 

Diese  Gerade  liegt,  da  sie  der  unendlich  fernen  Ebene  angehört, 
selbst  in  unendlicher  Ferne,  und  ist  demnach  keine  andere,  als  die 
unendlich  ferne  Gerade  der  Collineationsebene. 

Hieraus  folgt,  dass  die  der  unendlich  fernen  Ebene  des  Systems 
27,  entsprechende  Ebene  des  Systems  2^^  durch  die  unendlich  ferne 
Gerade  der  Collineationsebene  geht,  dass  sie  also  zur  Collineations- 
ebene parallel  ist.  Wir  nennen  diese  Ebene  die  „erste  Gegen- 
eben e^^  der  beiden  coUinearen  Baumsysteme  und  bezeichnen  sie  mit  G^, 

Die  zweite  Gegenebene  Gj,  welche  der  unendlich  fernen 
Ebene  des  Systems  2]^  entspricht,  wird  in  gleicher  Weise  als  eine  zur 
Collineationsebene  parallele  Ebene  des  Systems  27,  erhalten. 

Denken  wir  uns  demnach  in  C  (Taf.  XXIX,  Fig.  478)  das  Col- 
lineationscentrum ,    in  Ä   die  Collineationsebene,    in  G^  und  Gf,   die 
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beiden  zu  A  parallelen  Gegenebenen  dargestellt  und  ziehen  wir  durch 
C  jenen  Strahl,  welcher  zu  den  obgenannten  Ebenen  A^ ,  O^  und  (?, 
senkrecht  steht,  und  dieselben  beziehungsweise  in  den  Punkten  d,  ß^ 
und  a^  schneidet,  so  wird  dem  Funkte  a^  im  Systeme  2^  der  unend- 
lich ferne  Punkt  des  Strahles  Cd  und  dem  Punkt«  ß^  im  Systeme  2^ 
der  unendlich  ferne  Punkt  von  Co  entsprechen. 

Wenden  wir   auf  diese  zwei  Paare   entsprechender  Punkte   die 
Gleichung  der  „Charakteristik^  an,  so  finden  wir 

{Cda^oo)  =  {Gdooß^), 
oder 

'"«1  ""     '  dß,  -  Cß, 


d.  h.  der  Punkt  aj  theilt  die  Strecke  Cd  in  demselben  Verhältnisse, 
wie  der  Punkt  ß^  die  Strecke  dC  oder  mit  anderen  Worten,  der 
Punkt  aj  ist  vom  Punkte  C  ebenso  weit  entfernt,  wie  der  Punkt  ß^ 
von  d  oder  umgekehrt. 

Es  gilt  daher  von  den  Gegenebenen,  welche  beziehungsweise  durch 
€c^  und  /3,  parallel  zur  CoUineationsebene  gehen,  der  Satz: 

133.  ^Die  eine  der  Qegenebenen  (gleichgiUig,  welche)  hat  vom 
CoUineationscentrum  den  nämlichen  Abstand,  wie  die  andere  Gegend- 
ebene  von  der  CoUineationsebene.^ 

§.  462. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  sogenannte  „harmonische 
Eaumcollineation^,  d.  i.  jene  centrische  Collineation 
zweier  Baumsysteme,  für  welche  die  Charakteristik  den 
Wert  (—  1)  besitzt. 

In  diesem  Falle  ist  nämlich: 


oder 


oder  auch 


{Cda,  od)  =  {Cd  oo  /Jj)  =  —  1 
8a^  *  öß^ 


Gcc^  ^  Cß,  ^        ^ 
Sa^         dß^ 

Diese  Beziehung  zeigt  an,  dass  die  beiden  Punkte  a^  und  /), 
mit  dem  Halbierungspunkte  der  Strecke  Od  zusammenfallen. 

Hieraus  ergibt  sich  ein  Specialfall  des  vorhin  aufgestellten  Satzes, 
welcher  lautet: 

80« 
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134:,  „Sind  zwei  räumliche  Systeme  harmonisch  colUnear^  so 
fallen  die  beiden  Gegenebenen  jstisammen,  und  haibieren  den  Abstand 
des  ColUneationscentrums  von  der  CoUinecUionsebene.^ 

§.  463. 

Von  der  Charakteristik  ( — 1)  ausgehend,  lässt  sich  noch 
eine  andere  wichtige  Eigenschaft  harmonisch  coUinearer  Baamsysteme 
mit  Leichtigkeit  ableiten. 

Seien  nämlich  x^    und  x^  zwei  einander  entsprechende  Punkte 

der  beiden  harmonisch  coUinearen  Systeme  Z*^  und  27,,   so  ist,  wenn 

wir  den  Schnittpunkt  des  Strahles  Cx^  x^  mit  der  CoUineationsebene  d 

nennen : 

(Cdx,x^)  =  —1, 

d.  h.  C,  d,  x^  und  x^  sind  vier  harmonische  Punkte,  und  zwar  sind 
C  und  df  x^  und  x^  die  harmonisch  conjugierten  Punkte. 

Bezeichnet  weiters  y^  jenen  Punkt  im  Systeme  27^,  welcher  im 
Baume  die  nämliche  Lage  hat,  wie  der  Punkt  x^  des  Systemes  2^^ 
also  mit  diesem  Punkte  zusammenfällt,  so  entspricht  demselben  im 
Systeme  JJ^  jener  Punkte  y^,  welcher  zu  den  drei  Punkten  (7,  d,  y, 
als  vierter  harmonischer  Punkt  unter  der  Voraussetzung  geh(^rt,  dass 
C  und  d  harmonisch  conjugierte  Punkte  vorstellen.  Nachdem  aber  der 
Puckt  y,  mit  x^  zusammenfällt ,  und  der  vierte  harmonische  Punkt 
zu  Cf  d^x^  der  Punkt  a?^  ist,  so  folgt  noth wendig,  dass  auch  y,  mit 
x^  zusammenfalle. 

Dies  gilt  für  alle  möglichen  Paare  entsprechender 
Punkte  der  beiden  Systeme  27|  und  2^,  so  dass  folgender  Satz  auf- 
gestellt werden  kann: 

135.  j^Betrachtet  man  in  zwei  harmonisch  coUinearen  Baum-' 
Systemen  S^  und  Z^  irgend  einen  Punkt  des  Baumes  einmal  als 
Punkt  des  Systems  2^^y  das  anderemal  als  Punkt  des  Systems  S^y 
und  bestimmt  man  die  jeuoeilig  entsprechenden  Punkte  in  den  anderen 
Systemen,  so  fallen  auch  diese  zusammen  oder  mit  anderen  Worten^ 
vertauscht  man  die  Indexe  zweier  entsprechender  Punkte,  so  erhält 
man  wieder  Punkte,  welche  einander  entsprechen.  Dasselbe  gilt  selbst^ 
verständlich  von  allen  einander  entsprechenden  Gebilden,  da  man 
dieselben  als  aus  Punkten  zusammengesetzt  betrachten  kann.*^ 

§.  464. 

Außer  der  harmonischen  BaumcoUineation  wollen  wir  noch  der 
folgenden  speciellen  Formen  collinearer  Baumsysteme  Er- 
wähnung thun. 
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a)  Ähnliche  Baumsysteme,  d.  s.  jene  collinearen  Baum- 
systeme, für  welche  das  Collineationscentrum  im  Endlichen, 
die  Collineationsebene  hingegen  in  unendlicher  Entfer- 
nung liegt 

In  diesem  Falle  sind  entsprechende  Geraden  und  entsprechende 
Ebenen  untereinander  parallel,  da  sich  deren  Schnitte  in  der  unendlich 
fernen  Collineationsebene  ergeben. 

Da  ferner  der  Schnittpunkt  eines  jeden  CoUineationsstrahles  mit 
der  Collineationsebene .  in  unendlicher  Entfernung  liegt,  so  hat  man  für 
jedes  beliebige  Paar  entsprechender  Funkte  x^  und  x^^  die  Beziehung 

{Coox^x^)  =  const. 

oder 

Gx,     Cx„         Cx. 

— L . 1  =      j.  -_.  const. 

oDiP,    ooajj         ux^ 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  diesfalls  die  Charakteristik  der 
Collineation  durch  ein  einfaches  Verhältnis  vertreten  ist,  welches 
aussagt,  dass  das  Verhältnis  der  Abstände  zweier  entsprechender  Punkte 
vom  Collineationscentrum  constant  sei. 

Den  angeführten  Eigenschaften  ist  ohne  Schwierigkeit  zu  ent- 
nehmen,  dass  im  vorliegenden  Falle  entsprechende  collineare  Baum- 
gebilde ähnlich  sind. 

b)  „Affine  Baumsysteme",  wenn  die  Collineationsebene, 
welche  in  diesem  Falle  „Affinitätseben e'^  genannt  wird,  im  End- 
lichen, das  Collineationscentrum  hingegen,  in  unendlicher 
Entfernung  liegt. 

Diesfalls  tritt  an  die  Stelle  des  Büschels  der  Collineationsstrahlen, 
ein  Parallelstrahlenbüschel,  welches  wir  als  Büschel  der 
^Affinitätsstrahlen"  bezeichnen. 

In  zwei  äff  inen  Systemen  schneiden  sich  mithin  entsprechende 
Geraden  und  Ebenen  in  Punkten  einer  festen  Ebene,  der  „Affini- 
tätsebene'^y  während  die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte, 
die  „Affinitätsstrahlen",  sämmtlich  untereinander  parallel  sind. 

Was  die  Charakteristik  anbelangt,  ist  zu  beachten,  dass  Cin 
unendlicher  Entfernung  liegt,  dass  also  für  alle  Paare  entsprechender 
Punkte  x^  und  x^  die  Beziehung  stattfindet: 

(oo  dx^x^)  =  const., 

oder 

cx)a;,    oorc-        dx^ 

-s— ^ :  -s---  =  ^  =  const. 
ox^      ox^        Sx^ 

d.  h.  die  Abstände   zweier   entsprechender  Punkte    von  dem  Schnitt- 
punkte ihres  Affinitätsstrahles  mit  der  Collineationsebene,  mithin  auch 
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die  Abstände  dieser  Punkte  von  der  CoUineationsebene  selbst,  stehen 
in  constantem  Verhältnisse,  ohne  dass,  wie  im  vorhergehenden 
Falle,  die  affin  entsprechenden  Gebilde  ähnlich  sind.  Letzteres  rührt 
einfach  daher,  dass  entsprechende  Geraden  und  Ebenen  nicht  unter- 
einander parallel  sind. 

c)  Congruente  Systeme,  wenn  sowohl  das  CoUiueations- 
centrum,  als  auch  die  CoUineationsebene  in  unendlicher 
Entfernung  liegt. 

In  diesem  Falle  sind  entsprechende  Geraden  und  entsprechende 
Ebenen  zu  einander  parallel  und  die  Verbindungslinien  entsprechen- 
der Punkte  sind  sämmtlich  untereinander  parallel. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  entsprechende  Strecken  nicht  nur  pa- 
rallel, sondern  auch  der  Größe  nach  untereinander  gleich  sind. 

Denn  ist  a^  h^  eine  geradlinige  Strecke  auf  einer  Geraden  l^  des 
Systems  27^,  so  wird  die  ihr  entsprechende  Strecke  a^b,  auf  der  zu  2^ 
parallelen  entsprechenden  Geraden  l^  im  Systeme  27,  durch  zwei  unter- 
einander parallele  Strahlen  begrenzt,  woraus  sofort  die  Gleichheit  der 
Strecken  a^h^  und  a^\^  also  auch  die  Gongruenz  entsprechen- 
der Baumgebilde  in  den  beiden  Systemen  folgt. 

§.  465. 

Jede  beliebige  durch  das  Collineationscentrum  ge- 
hende Ebene  jß  scheidet  von  den  räumlich  collinearen 
Systemen  Z^  und  2^  zwei  ebene,  centrisch  collineare  Sy- 
steme <T|  und  6^  aus. 

Denn  einerseits  gehen  sämmtliche  Verbindungsgeraden  entspre- 
chender Punkte  von  6^  und  <s^  durch  das  Collineationscentrum  G  und 
anderseits  schneiden  sich  entsprechende  Geraden  von  a^  und  6^  in 
Punkten  jener  Geraden,  welche  als  Schnitt  der  CoUineationsebene  mit 
der  Ebene  B  resultiert  und  somit  die  CoUineationsachse  der  Systeme 
6y^  und  0^  vorstellt. 

Endlich  werden  die  beiden  Gegenebenen  von  der  Ebene  JS 
in  den  Gegenachsen  der  Systeme  6^  und  a^  geschnitten. 

§.  466. 

Da  zwei  centrisch  collineare  Baumsysteme  2^  und  27^  derart 
auf  einander  bezogen  sind,  dass  entsprechende  Punkte  auf  Strahlen 
liegen,  welche  durch  das  Collineationscentrum  C  gehen,  so  ist  klar, 
dass  ein  dem  System  27,  angehörendes  räumliches  Gebilde  auf  ein  im 
Collineationscentrum  C  befindliches   Auge   den   nämlichen   Eindruck 
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machen  wird,  wie  das  ihm  entsprechende  Gebilde  des  Systems  2^2, 
vorausgesetzt,  dass  die  Bedingungen  für  das  deutliche  Sehen  erfüllt 
werden,  dass  also  das  betrachtete  Gebilde  innerhalb  des  Sehkegels 
von  der  bekannten,  bereits  anderweitig  hervorgehobenen,  beschränk- 
ten Öffnung  fällt.  Die  hierauf  beruhende  plastische  Darstellung 
von  Raumgebilden   nennt  man  die  „Relief-Perspective"*®). 

§.  467. 

Aus  der  centrischen  Baumcollineation  kOnnen  die  „Cen- 
tralprojection^  sowohl,  als  auch  die  „Parallelprojection^  als 
besondere  Formen  abgeleitet  werden. 

Behalten  wir  den  Satz^  dass  ^die  eine  Gegenebene  von  dem  Colli- 
neationscentrum  C  ebensoweit  entfernt  sei,  als  die  andere  Gegenebene 
von  der  CoUineationsebene",  im  Auge  und  setzen  wir  voraus,  dass  die 
Gegenebene  O^  im  Systeme  27,  mit  der  CoUineationsebene  A  zu- 
sammenfalle, so  geht,  dem  ausgesprochenen  Satze  zufolge,  die  Gegen- 
ebene G^  des  Systems  2J^  durch  das  Collineationscentrum. 

Leiten  wir  aus  dieser  Bedingung  den  Wert  der  Charak- 
teristik ab. 

Irgend  ein  beliebiger  CoUineationsstrahl  schneidet  diesfalls  die  Col- 
lineationsebene  und  die  mit  ihr  zusammenfallende  Gegenebene  G^  in 
einem  und  demselben  Punkte  d,  welchem  im  System  27|  der  unendlich 
ferne  Punkt  entspricht.  Es  ist  sodann: 

{Cd  ood)  =  const. 


oder 


Coo    Cd      .    Cd      ,  ^ 


tfoo*  tfd  "0 

Man  ersieht  hieraus,  dass  der  Wert  der  Charakteristik  in 
diesem  Falle  gleich  0  (Null)  sei. 

Ist  demnach  x^  irgend  ein  Punkt  des  Systems  27,  im  Baume, 
so  ist  die  Lage  des  ihm  entsprechenden  Punktes  x^  auf  dem  CoUinea- 
tionsstrahle  Cx^  durch  die  Beziehung  bestimmt: 

{Cdx^  x^)  =  0. 

Entwickelt  man  dieses  symbolisch  angezeigte  Doppelverhältnis, 
so  findet  man 

Sx^  '  dx„ 

Das  erste  dieser  Verhältnisse  kann,  da  x^  ein  beliebiger  Punkt 
im  Baume  ist,  nicht  gleich  0  (Null)  sein. 
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Soll  daher  die  vorstehende  Gleichung  erfüllt  werden,  so  mass  das 
zweite  Verhältnis  den  Wert  ^unendlich"  besitzen,  was  wieder  nur 
dann  möglich  ist,  wenn  entweder  Cx^  =  oo,  oder  dx^  =  0  wird. 

Cx^  kann  nicht  unendlich  groß  sein,  da  weder  das  Colli- 
neationscentrum  C,  noch  der  Punkt  «,  (als  correspondierender  Punkt 
zu  einem  beliebig  angenommenen  Punkte)  in  unendlicher  Entfer- 
nung liegen.  Es  bleibt  somit  die  einzige  Möglichkeit,  dass  dx^  =  0 
wird,  übrig. 

Diese  Bedingunsgleichung  sagt  aus,  dass  jeder  Punkt  x^  des 
Sjstemes  U^  in  die  Gollineationsebene  fällt,  mit  dem  Durchstoßpunkte  d 
des  ihm  zugeordneten  CoUineationsstrahles  Cx^,  also  identisch  sei,  oder 
mit  anderen  Worten:  das  Gebilde  resp.  das  System  27,  ist  die 
centrale  Projection  des  Baumsystems  2/^  für  das  GoUi- 
neationscentrum  (7  als  Projectionscentrum  und  die  Golli- 
neationsebene als  Bildebene. 

Die  zweite  durch  C  gehende  Gegenebene  6r,  vertritt  die  Stelle 
der  Spur  ebene.  Den  Punkten  derselben  entsprechen  im  Systeme  2^ 
die  unendlich  fernen  Punkte,  und  da  27,  gleichzeitig  in  der  Gollinea- 
tions-  (Bild-)  Ebene  liegt,  die  Punkte  der  unendlich  fernen  Geraden 
der  Bildebene. 

Den  unendlich  fernen  Punkten  des  Baumsystems  2^  entsprechen 
die  Punkte  der  mit  der  Gollineationsebene  zusammenfallenden  Gegen- 
ebene 6r<2,  also,  mit  anderen  Worten,  die  in  der  Bildebene  liegenden 
„Fluchtpunkte". 

Liegt  außerdem  das  Gollineationscentrum  in  unend- 
licher Entfernung,  so  tritt  an  Stelle  der  Gentralprojection  die 
Parallelp  rojection. 

Da  in  diesem  Falle  die  durch  C  gehende  Gegenebene  G^  in  u  n- 
end liehe  Entfernung  fällt,  so  entsprechen  derselben  indem  mit  der 
Gollineationsebene  zusammenfallenden  Systeme  27^  die  unendlich  fernen 
Punkte  der  letztgenannten  Ebene. 

§.  468. 

Von  Wichtigkeit  für  unseren  vorliegenden  Zweck  ist  auch  der 
Satz: 

136.  „Sind  von  drei  Eaumsystemen  27,,  27^  und  £^  je  zwei  mit- 
einander centrisch  collinear,  so  liegen  die  drei  Collineationscentra  in 
einer  Geraden^,  dessen  Bichtigkeit  nachzuweisen  unsere  nächste  Auf- 
gabe sein  wird. 

Bezeichnen  wir  die  Gollineationsebene  und  das  Gollineations- 
centrum  der   beiden  Systeme  27,   und  27,,   beziehungsweise  mit  ^,, 
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und  C,a,  jener  der  Systeme  27,  und  2^3  mit  A^  und  C^^  und  end- 
lich jene  der  Systeme  2;'3  und  27^  mit  A^^  und  C^^. 

Die  drei  Collineationsebenen  A^^^  A^  und  A^^  schneiden  sich 
in  einem  Punkte  d. 

Denken  wir  uns  durch  d  eine  beliebige  Gerade  2,  gezogen, 
welche  dem  Systeme  2;,  angehört,  so  entsprechen  derselben  in  den 
Systemen  27,  und  273  wieder  Geraden  lo,  respective  ^3,  welche  eben- 
falls durch  d  gehen. 

Werden  ferner  auf  ?,  zwei  beliebige  Punkte  sc,  und  y^  ange- 
nommen, so  entsprechen  denselben  auf  l^  die  Punkte  x^  und  y^  und 
auf  Z3  die  Punkte  x^^  und  y^. 

Das  CoUineationscentrum  (7,3  liegt  im  Schnitte  der  Strahlen 
x^  x^  und  2/1  yq ;  das  CoUineationscentrum  C„^  im  Schnitte  der  Strahlen 
a?ja?3  und  y^y^  und  endlich  das  CoUineationscentrum  Gg,  im  Schnitte 
der  Strahlen  x^x^  und  y^y^. 

Man  hat  hiernach  auf  dem  durch  d  gehenden  Dreistrahle 
^ihhh)  ^^^}  Dreiecke  x^x^x^  und  2/1  ^2^3»  deren  homologe  Seiten  x^x^ 
und  y^yq,  x^x^  und  y^y^^  x^x^  und  ygj^,  sich  in  den  Punkten  C^^ 
C33  und  Cg,  einer  und  derselben  Geraden,  d.  i.  in  der  Seh  nitt- 
linie  der  beiden  Dreiecksebenen  treffen.  Hiemit  ist  der  auf- 
gestellte Satz  bewiesen. 

§.  469. 

Die  Constructionen ,  welche  durchzuführen  sind,  um  aus  einem 
Gebilde  bei  gegebener  Collineationsebene  und  gegebenem 
CoUineationscentrum  das  entsprechende  centrisch  colli- 
neare  Gebilde  abzuleiten,  gestalten  sich  sehr  einfach,  wenn  man 
die  Gebilde  auf  zwei  zu  einander  senkrechte  und  überdies  auf  der 
Collineationsebene  senkrecht  stehende  Projectionsebenen,  unter  Voraus- 
setzung orthogonaler  Projectioneu,  bezieht. 

Wäre  demnach  das  CoUineationscentrum  durch  seine  Projectionen 
C  und  C  (Taf.  XXIX,  Fig.  479),  die  Collineationsebene  als  die 
doppeltprojicierende  Ebene  J„^Ä  und  endlich  eine  der  Gegenebenen,  etwa 
Gtj  durch  die  Tracen  Gr,*  und  Gk^  gegeben,  so  wird  man  zu  einem  be- 
liebigen Raumgebilde,  beispielsweise  zu  dem  Prisma  [(a,  &,  c,  ä,  a,  /3,  y^  d,), 
(a',  6',  c'i  d'i «', /J', /,  *',)]  die  CoUinearfigur  in  folgender  Weise  be- 
stimmen. 

Denken  wir  uns  zunächst  allenfalls  jene  Gerade  im  Systeme  27^ 
bestimmt,  welche  der  oberen  Basiskante  [«,6,,  »'i^'J  entspricht. 
Letztere  schneidet  die  Collineationsebene  A^Ah  in  dem  selbstentspre- 
chenden Punkte  (ss')- 
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Dem  unendlich  fernen  Punkte  w,  von  a^b^  entspricht  in  2^  ein 
Punkt  Ua  der  Gegenebene  Gv^Gh^^  welcher  sich  als  Schnittpunkt  der 
letztgenannten  mit  dem  zu  (a^  b^  ,  a\  b\)  parallelen  Collineations- 
strahle  (Cti^,  C'u'^  ergibt.  Die  der  Kante  (»,&,,  cb\b\)  entspre- 
chende Gerade  wird  sonach  als  Verbindungslinie  der  Punkte  {ss*)  und 
(w»  w'a)  gefunden.  Die  den  Punkten  (a,  a\)  und  (6,  b\)  entspre- 
chenden Punkte  («Qa'a)  und  (b^V^  ergeben  sich  auf  (swg,  s'w/^) 
mittelst  der  Collineationsstrahlen  (Ca^,  Ca\)  und  (C6, ,  Cb\). 

Um  ferner  die  der  Kante  (6,  Cj ,  b\  c\)  entsprechende  Kante 
(63 Cj,  t'ac'a)  zu  erhalten,  wird  zu  berücksichtigen  sein,  dass  bereits 
ein  Punkt  (6,,  b^*)  derselben  bekannt,  und  ein  zweiter  Punkt  durch 
den  sich  selbst  entsprechenden  Schnittpunkte  (s^s',)  von  (feiCp  &',  c',) 
mit  der  Collineationsebene  A^Ak  festgestellt  ist.  Der  dem  Punkte  Cy 
entsprechende  auf  5,  b^  liegende  Punkt  c^  wird  mittelst  des  Collinea- 
tionsstrahles  Cc^  erhalten.  In  gleicher  Weise  kann  der  Punkt  d^, 
welcher  dem  Punkte  ä,  entspricht,    bestimmt  werden. 

Auch  das  der  unteren  Basis  a^ßxyx^x  entsprechende  Polygon 
a^ßqy^S^  könnte  mit  Hilfe  des  soeben  besprochenen  Verfahrens  ermit- 
telt werden. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  es  jedoch  von  Vortheil,  zuerst  die  den 
Seitenkanten  a, a^,  b^ßxy  c^y^  und  d^d^  des  Prisma  entsprechenden 
Geraden  im  Systeme  2^  zu  bestimmeo. 

Da  nämlich  diese  Kanten  untereinander  parallel  sind,  also  einen 
unendlich  fernen  Punkt  v^  gemein  haben,  so  genügt  es,  den  diesem 
Punkte  entsprechenden  Punkt  t?^  in  der  Gegenebene  G^^Gh^  vermit- 
telst des  zu  den  Seitenkanten  parallelen  Collineationsstrahles  Cv^  fest- 
zustellen. 

Den  genannten  Kanten  a^  a^ ,  b^ß^,  c^  y^  und  d,  d^  ensprechen 
sodann  die  Geraden  a^v^^  63 1;,,  c^t^»  und  d^v^  und  den  Endpunkten  a^, 
/J^,  yi  und  öy  die  Schnittpunkte  von  a^v«,  b^v^,  c^v^  und  d^v,  mit  den 
durch  diese  Punkte  gehenden  Collineationsstrahlen  Ca, ,  (7/5, ,  Cy^ 
und  Cd, ,  so  dass  wir  die  coUineare  Figur  zu  dem  Prismenstutze 
[(a,  6,  c,  d,  a,  j8,  y,  d,),  (a\  b\  c\  d\  a\  ß\  y\  ö\)]  als  den  Pyramidenstutz 
[(«2  62  C2  d^  a,  /J5  y^  tfj) ,  {a\  b'^  c'^  d'^  a\  ß*„  y\  d'^)  ]  dargestellt  erhalten. 

Dieser  Methode  werden  wir  uns  gewöhnlich  bedienen,  wenn  es 
sich  darum  handeln  wird,  zu  einem  gegebenen  Gebilde  das 
centrisch  coUineare  zu  bestimmen. 
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§.  470. 

Beweis  des  Satzes  von  der  Identität  der  Constrnctionen  in  centraler 
und  Parallelprojection  vermittelst  der  centrischen  Raumcollineation. 

Der  diesbezügliche  Satz  laatet,  wie  folgt: 
137,  „  Wird  eine  rein  prajectivische  Beisiehimg  zmschen  Funkten^ 
Geraden  und  Ebenen  y  also  irgend  eivhe  Beziehung^  hei  welcher  tveder 
Längen-  noch  Winkelbestimmungen  auftreten,  central-  oder  parailel- 
jprojectivisch  auf  einer  Ebene  dargestellt ,  so  zeigen  die  jeweiligen 
Frcjectionen  den  gleichen  Zusammenhat^,  so  zxvar,  dass  die  centrale 
Projection  einer  solchen  prqjectivischeti  Beziehung  ebenso  gut  auch 
als  Parallelprojection  einer  ganz  gleichen  Beziehung  aufgefasst  wer- 
den kann^  **). 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  denken  wir  uns  ein  beliebiges 
Baumgebilde  2^1,  welches  aus  Punkten,  Geraden  und  Ebenen  projec- 
tivisch  zusammengesetzt  ist,  von  irgend  einem  Centrum  S  aus  auf 
eine  beliebige  Ebene  A  projiciert. 

Die  Bildebene  Ä  betrachten  wir  gleichzeitig  als  Collineations- 
ebene,  und  bestimmen  die  der  Baumfigur  27,,  dem  Projectionscentrum 
S  und  allen  von  S  nach  den  einzelnen  Punkten  von  Z^  geführten  Pro- 
jectionsstrahlen  entsprechende  Collinearfigur  in  Bezug  auf  ein  beliebig 
gewähltes  Collineationscentrum  G, 

Hierbei  nehmen  wir  an,  dass  dem  Punkte  S  auf  dem  Collinea- 
tionsstrahle  CS  der  unendlich  ferne  Punkt  Soo  entspreche,  setzen 
also  voraus,  dass  die  durch  S  parallel  zur  CoUineationsebene  gelegte 
Ebene  G^  die  Gegenebene  im  Systeme  ^Jj  vorstelle. 

Der  unendlich  fernen  Ebene  des  Systems  27,  entspricht  die  im 
Endlichen  liegende  Gegenebene  G^  des  Systems  Z^. 

Auf  Grund  dieser  Annahme  gelangen  wir  ohne  jedwelche  Schwierig- 
keit zu  nachstehenden  Besultaten: 

Den  central- projicierenden  Strahlen  aus  dem  Punkte  S  (im  Sy- 
steme 27J  entsprechen  parallel-projicierende  Strahlen  im  Systeme  27^ 
aus  dem  unendlich  fernen  Punkte  Stx>. 

Jeder  Strahl  des  einen  Systems  schneidet  sich  mit  dem  ihm 
entsprechenden  in  einem  und  demselben  Punkte  der  (Bildebene)  Col- 
lineationsebene  A.  Das  central-proji  eieren  de  Büschel  aus  S  und  das 
parallel-projicierende  Büschel  aus  )SU,  ergeben  folglich  denselben  Schnitt 
mit  der  Collineations-  oder  Bildebene  A. 

Da  weiters  alle  Punkte  des  Baumgebildes  27|  auf  jenen  Strahlen 
liegen,  welche  durch  S  gehen,  so  werden  auch  die  ihnen  entspre- 
chenden Punkte  im  Gebilde  27,  auf  durch  Sx>  gehenden  Strahlen  ge- 
legen sein. 
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Betrachtet  man  nun  die  beiden  Punkte  S  und  S»  als  Projections- 
centra  für  die  einander  entsprechenden  Baumgebilde  27,  und  27,,  so 
ist  auf  Grund  vorhergegangener  Erörterungen  klar,  dass  die  beiden 
Projectionen  einander  entsprechender  Punkte  der  Gebilde  27,  und  U^, 
auf  die  Bildebene  A  bezogen,  zusammenfallen. 

Andererseits  ist  aber  auch  unschwer  einzusehen,  dass  die  Col- 
linearfigur  eines  projectivischen  Baumgebildes  nur  wieder  ein  Baum- 
gebilde von  gleicher  projectivischer  Natur  sein  könne;  denn  einem 
Punkte,  einer  Geraden,  einer  Ebene  entsprechen  beziehungsweise  nur 
wieder  ein  Punkt,  eine  Gerade,  eine  Ebene;  sich  schneidenden  Ge- 
raden entsprechen  wieder  sich  schneidende  Geraden,  wobei  überdies 
auch  die  jeweiligen  Schnittpunkte  einander  entsprechende  Punkte  sind; 
der  Schnittlinie  zweier  Ebenen  entspricht  die  Schnittlinie  der  corre- 
spondierenden  Ebenen  u.  s.  w. 

Fasst  man  all'  die  Ergebnisse  zusammen,  so  kommen  wir  zu  dem 
Schlüsse,  dass  einerseits  dem  Gebilde  27,  collinear  ein  Baum- 
gebilde 27<2  von  gleicher  Zusammensetzung  entspreche, 
und  dass  andererseits  die  centrale  Projection  von  27,  aus  dem 
Centrum  S  auf  die  Bildebene  A  mit  der  Parallelprojec- 
tion  des  Gebildes  27,  aus  dem  Punkte /S»  identisch  sei.  Hiermit 
erscheint  der  obige  Satz  gerechtfertigt. 

Hierbei  zeigt  sich  weiters,  insoferne  von  der  Darstellung  pro- 
jectivischer Beziehungen  die  Bede  ist,  auch  die  volle  Überein- 
stimmung der  Projectionen. 

Diesbezüglich  brauchen  wir  bloß  die  Gegenebene  (79  als  „Di  stanz- 
ebene'' für  die  schiefe  Projection  aus  Sj>  zu  betrachten. 

Ist  nämlich  l^  eine  Gerade  im  Systeme  27,,  deren  Centralpro- 
jection  aus  S  durch  dv  dargestellt  sei,  so  wird  auch  die  entsprechende 
Gerade  2,  im  Systeme  2J^  parallel-projectivisch  gleichfalls  durch  dv 
dargestellt  erscheinen. 

Die  beiden  Geraden  Z,  und  l^  schneiden  sich  diesfalls  in  dem 
selbstentsprechenden  Punkte  d.  Dem  unendlich  fernen  Punkte  von  \ 
entspricht  der  Schnittpunkt  von  l^  mit  der  Distanzebene  G^  und  die 
centrale  Projection  des  ersteren  fällt  mit  der  Parallelprojection  des 
letzteren  in  1;  zusammen,  so  dass  v  in  beiden  Fällen  den  „Flucht- 
punk t''  darstellt. 
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XVIII.  Capitel. 
Centrale  Projection  mit  Zuhilfenahme  einer  Grundebene. 

§.  471. 

Das  Frincip  der  im  Folgenden  zu  entwickelnden  Darstellungs- 
methode besteht  darin,  dass  man  ein  Raumgebilde  gleichzeitig  mit 
seiner  orthogonalen  Grundrissprojection,  central  auf  die  yerticale  Pro- 
jectionsebene,  welche  in  diesem  Falle  als  „Bildebene^  betrachtet  wird, 
projiciert. 

Stelle  diesbezüglich  Be  (Taf.  XXIX,  Fig.  480)  die  Bildebene 
und  Qe  die  Grundebene  vor ;  letztgenannte  Ebene  schneide  die  erstere  . 
in  der  Grundlinie  gg.  Die  Bildebene  Bb  fassen  wir  wieder  als  Zeich- 
nungs&äche  auf,  während  wir  die  Vertical-  und  Horizontalebene  für 
die  orthogonalen  Projectionen ,  beziehungsweise  mit  der  jetzigen  Bild- 
und  Grundebene  zusammenfallend  annehmen. 

Das  Projectionscentrum  C  sei  durch  seine  orthogonale  Projection 
auf  die  Bildebene,  d.  i.  durch  den  Hauptpunkt  A^  und  durch  die 
Distanz  AG ^=  d  oder  durch  dessen  orthogonale  Projectionen  A  und 
A'  gegeben. 

Selbstverständlich  ist,  dass  beide  Bestimmungs weisen  gleich- 
wertig sind,  und  die  eine  aus  der  anderen  leicht  abgeleitet  werden 
kann.  Die  Entfernung  der  orthogonalen  Giundflächprojection  A'  des 
Centrums  G  von  der  Grundlinie  gg  ist  nämlich  der  jeweiligen  Distanz 
d  gleich. 

Denken  wir  uns  nun  irgend  einen  Punkt  P  im  Räume  durch 
seine  orthogonalen  Projectionen  p  und  p'  gegeben.  Die  um  die  Grund- 
linie gg  m  die  Bildebene  umgelegte  Grundrissprojection  p'  bezeichnen 
wir  mit  p\. 

Um  die  centralen  Projectionen  des  Punktes  P  und  seines  Grund- 
risses p'  auf  die  Bildebene  zu  bestimmen,  hat  man  die  Schnittpunkte 
Pc  und  p'c  der  letzteren  mit  den  Projectionsstrahlen  OP  und  Cp'  zu 
bestimmen. 

Die  Tracen  der  durch  den  Projectionsstrahl  GP  und  den  Haupt- 
strahl GA  oder  beziehungsweise  durch  Gp'  und  GA  gelegten  Ebenen 
auf  der  Bildebene,  sind  durch  Appc  und  Aap*e  dargestellt,  während 
deren  gemeinschaftliche  Grundrisstrace,  respective  die  den  centralpro- 
jicierenden  Strahlen  CP  und  Gp'  gemeinsame  Grundflächprojection, 
C'p'  ist.  Selbstverständlich  müssen  in  den  bezeichneten  Bildflächtracen 
die  vorhergenannten  Schnittpunkte  pc  und  p'c  liegen. 
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Die  Ebene  Cp'F  dieser  beiden  Projectionsstrahlen  CP  und  Gp* 
ist,  da  sie  auch  die  Gerade  Fp*  enthält,  senkrecht  zur  Grundebene, 
und  schneidet  mithin  die  Bildebene  in  einer  durch  n  (Schnittpunkt  von 
Cp'  und  gg)  gehenden,  zur  Grundlinie  gg  senkrechten  Geraden  jPcP'c, 
oder  mit  anderen  Worten : 

„Die  Centralprojection  eines  Punktes  und  die  Cen- 
tralprojection  seines  orthogonalen  Grundrisses  liegen 
immer  in  einer  und  derselben  zur  Grundlinie  senkrechten 
Geraden. 

§.  472. 

Wir  wollen  nun  sehen,  auf  welche  Weise  man  aus  den  gegebenen 
orthogonalen  Projectionen  p  und  p*  (Taf.  XXIX,  Fig.  481)  eines 
Punktes  P  bei  gegebenem  Projectionscentrum  (A  A')  oder  {A^  A  G)  die 
centralen  Projectionen  (i?ci>'c)  ableiten  kann. 

Die  Geraden  Ap  und  A'p\  (Taf.  XXIX,  Fig.  480  und  481) 
sind  die  orthogonalen  Projectionen  des  durch  den  Punkt  {pp')  ge- 
henden central  projicierenden  Strahles  (Cjp,  Gp%  Der  Durchstoß- 
punkt pc  desselben  mit  der  Bildebene ,  stellt  somit  die  Centralprojec- 
tion des  gegebenen  Punktes  {pp')  dar. 

In  analoger  Weise  wird  auch  die  Centralprojection  des  Grund- 
risses bestimmt.  Der  Grundriss  des  gegebenen  Punktes  {pp')  ist 
durch  seine  orthogonalen  Projectionen  {a^p\)  gegeben. 

Der  dem  in  der  Grundebene  liegenden  Punkte  p'  entsprechende 
central-projicierende  Strahl  ist  daher  durch  (^4«,  A*p\)  dargestellt, 
während  dessen  Durchstoßpunkt  p'c  mit  der  Bildebene  auf  bekannte 
Weise  bestimmt,  die  gesuchte  Centralprojection  p'c  des  Grundrisses 
liefert. 

§.  473. 

Einfacher  jedoch ,  als  soeben  angedeutet ,  gelangen  wir  zum 
Ziele,  wenn  wir  das  Projectionscentrum  {GO)  (Taf.  XXIX,  Fig.  480 
und  481)  nicht  durch  seine  orthogonalen  Projectionen  (4-4'),  sondern 
durch  den  Hauptpunkt  A,  und  die  um  die  Horizontlinie  RH  (Flucht- 
trace  der  Grundebene)  umgelegte  Distanz  AG  gegeben,  annehmen 
wollen. 

Ermitteln  wir  diesbezüglich  zunächst  die  Centralprojection  des 
Grundrisses  (a,  p\)  so  wird  zu  beachten  sein,  dass  ap/,  die  durch 
den  Grundriss  p\  senkrecht  zur  Grundlinie  g  gezogene  Gerade  dar- 
stelle. Die  Centralprojection  dieser  zur  Grundlinie  gg  senkrechten  Ge- 
raden p\a  ist  bekanntlich  Aa  und  auf  dieser  muss  offenbar  die  Cen- 
tralprojection j/c  des  Punktes  p\  liegen. 
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Nachdem  aber  p\  der  um  die  Grundlinie  in  die  Bildebene  um- 
gelegte Punkt  p\  C  das  um  die  Fluchttrace  der  Qrundebene  (Horizont- 
linie HH)  umgelegte  Pröjectionscentrum  ist  und  wir  nach  Früherem 
wissen,  dass  diese  beiden  Punkte  p\  und  C  mit  der  Centralprojection 
von  p*  auf  einer  und  derselben  Geraden  liegen,  so  wird  die  Central- 
projection p'c  des  Grundrisses  von  (pp')  einfach  im  Schnitte  der 
beiden  Geraden  Aa  und  Cp\  zu  suchen  sein. 

Eingangs  wurde  bereits  nachgewiesen,  dass  die  Centralprojection 
Pc  eines  Punktes  P  und  jene  p*e  seines  orthogonalen  Grundrisses  p' 
in  einer  zur  Grundlinie  gg  senkrechten  Geraden  Pc^p'c  liegen  müssen; 
es  wird  daher,  nachdem  p  die  orthogonale  Projection  des  Punktes  P 
auf  die  Bildebene  vorstellt,  die  Centralprojection  der  durch  den  Punkt 
P  im  Raum  zur  Bildebene  senkrecht  gezogenen  Geraden  Fp  durch  Ap 
dargestellt,  und  wir  erhalten  somit  die  Centralprojection  pc  des  Punktes 
{pp')  im  Schnitte  von  ^iljp  mit  der  durch  p'c  zur  Grundlinie  senk- 
recht gezogenen  Geraden  Pc  Pc 

§.  474. 

Auf  Grundlage  der  gepflogenen  Erörterungen  und  des  bei  der 
durchgeführten  Construction  gewählten  Vorganges  ist  gleichzeitig  un- 
schwer zu  erkennen,  dass  man  durch  bloße  ümkehrung  der  Con- 
structionen  aus  den  centralen  Projectionen  jpc  und  j)'c  eines 
Punktes P,  dessen  orthogonale  Projectionen  p  und  p\  anstandslos 
ableiten  könne. 

Setzen  wir  nämlich  voraus,  es  seien  pe  und  p\  (Taf.  XXIX, 
Fig.  481)  zwei  beliebige  Punkte^  welche  beziehungsweise  die  centrale 
Projection  und  die  centrale  Projection  des  Grundrisses 
eines  Punktes  P  im  Baume  darstellen  mögen  und  daher  einzig 
und  allein  durch  die  Bedingung  aneinander  geknüpft  erscheinen,  dass 
die  gerade  Verbindungslinie  pcp\  derselben  zur  Grundlinie  gg  senk- 
recht stehe. 

Zieht  man  Ap'c^  so  stellt  diese  Gerade  die  Centralprojection 
einer  zur  Grundlinie  (als  Bildflächtraoe  einer  horizontalen  Ebene)  senk- 
recht stehenden  Geraden  vor.  Die  bezeichnete  Gerade  Ap*c  trifft  die 
Grundlinie  in  a  und  die  durch  a  zur  Grundlinie  senkrechte  Gerade 
a  p\  repräsentiert  die  ^ümlegung^  der  durch  Ap'c  central  dargestellten 
Geraden.  Im  Schnitte  p\  derselben  mit  der  Geraden  Gp'c  erhalten 
wir  bereits  die  Grundflächprojection  j)',  des  gesuchten  Punktes. 

Die  orthogonale  Bildfiächprojection  p  liegt  einerseits  in  der  durch 
p\  zur  Grundlinie  normal  geführten  Geraden  p\a^  andererseits  aber  in 
der  Centralprojection  Apc  der  zur  Bildebene  durch  den  Punkt  {pp\) 
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senkrecht  gezogenen  Geraden,  ergibt  sich  somit  im  Schnitte  von  p\  a 
mit  Äpc 

Hierans  entnehmen  wir  vor  allem,  dass  zwei  Punkte  pe  and  p'c , 
welche  in  einer  zur  Grundlinie  senkrechten  Geraden  liegen,  sonst  aber 
ganz  beliebig  angenommen  werden  können,  immer  als  die  Centralpro- 
jection  und  die  Centralprojection  des  orthogonalen  Grundrisses  eines 
im  Baume  liegenden  Punktes  betrachtet  werden  können,  und  weiters, 
dass  einerseits  die  genannten  centralen  Projectionen ,  bei  gegebenem 
Projectionscentrum,  den  Punkt  im  Baume  vollständig  bestimmen,  dass 
andererseits  aus  denselben  jederzeit  die  orthogonalen  Projectionen  des 
Punktes  abgeleitet  werden  können  und  dass  somit  durch  (pcp'e)  die 
Lage  des  Punktes  P  im  Baume  stets  auf  eine  unzweideutige  Weise 
bestimmbar  sei. 

§.  475. 

Ebenso  leicht  ergibt  sich  auch  eine  metrische  Beziehung,  welche 
unter  umständen  nicht  minder  einfach  die  centrale  Projection  eines 
durch  seine  orthogonalen  Projectionen  gegebenen  Punktes  bestimmen 
lehrt. 

Setzen  wir  voraus,  es  seien  J.,  C  (Taf.  XXIX,  Fig.  482)  das 
gegebene  Projectionscentrum,  gg  die  Grundlinie,  (pp')  die  orthogonalen 
Projectionen  eines  Punktes  P  und  pc  p*c  die  daraus  abgeleiteten  Cen- 
tralprojectionen  desselben. 

Die  orthogonale  Bildflächprojection  des  durch  {pp')  gehenden 
central-projicierenden  Strahles  ist  somit  durch  Appe  dargestellt.  Den- 
ken wir  uns  den  bezeichneten  Strahl,  sowie  auch  den  Punkt  {!pp*)  um 
Ap  in  die  Bildebene  auf  bekannte  Weise,  beziehungsweise  nach  C^pc 
und  j>,  umgelegt,  so  ergibt  sich  aus  den  beiden  ähnlichen  recht-' 
winkligen  Dreiecken  AG^pc  und  pPiPcj  dass: 

AC^  :  Apc=pPi  :ppc. 

Ganz  genau  dasselbe  Verhältnis  ergibt  sich  aber  auch,  wenn 
man  anstatt  C^  irgend  einen  beliebigen  anderen  Punkt,  etwa  G^^  des 
aus  A  beschriebenen  Distanzkreises  D  benützt  und  zu  der  Ver- 
bindungsgeraden  von  G^  mit  A  durch  p  eine  Parallele  zieht. 

In  den  ähnlichen  Dreiecken  AG^^pc  und  pp^Pe  ist  nämlich 
wieder; 

A  C, :  Apc  =  i>i>2  ;  PPc 

Das  erstere  der  beiden  Verbältnisse  ist  constant,  da  Apc  un- 
veränderlich und  AG^  =  AG,^  =...  der  Distanz  d  gleich  ist. 

Es  muss  mithin  auch  das  zweite  Verhältnis  constant  sein, 
und  da  überdies  ppc  unveränderlich  ist,  muss  das  gleiche  auch  in 
Bezug  auf  i)j),,  pp<i...  gelten. 
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Führt  man  also  die  besagte  Constraction  für  alle  möglichen 
Punkte  (7,  C^,  O,...  des  Distanzkreises  Dk  durch,  so  beschreibt  der 
Punkt  i)i ,  i>s . . .  gleichzeitig  auch  einen  Ereis  k ,  dessen  Mittelpunkt 
p  die  orthogonale  Bildeben-Projection  des  Punktes  P  im  Baume  und 
dessen  Badius  pp^  die  wahre- Größe  des  Abstandes  des  Punktes 
(j9jP0  von  der  Bildebene  oder  die  Entfernung  seiner  orthogonalen 
Gruodfläch-Projection  p'  von.  der  Grundlinie  gg  ist. 

Aus  dieser  Betrachtung  ergibt  sich  unmittelbar  folgende  Con- 
struction  zur  Bestimmung  der  Centralprojection  pc  aus  den  orthogo* 
nalen  Projectionen  {pp')  eines  Punktes  P. 

Man  verbindet  Ä  mit  irgend  einem  beliebigen  Punkte  C^  des 
Distanzkreises  D^,  sowie  auch  mit  der  Bildflächprojection  p  des  Punktes 
P,  zieht  durch  p  eine  Parallele  zu  ÄC^  und  trägt  auf  derselben  die 
Strecke  pp^  gleich  p'x  auf.  Im  Schnitte  von  G^Pq  mit  Äp  ergibt 
sich  direct  die  Centralprojection  pe  des  Punktes  {pp% 

Ebenso  leicht  kann  man  durch  ümkehrung  der  Construction  aus 
der  gegebenen  orthogonalen  Bildflächprojection  p  und  der  gegebenen 
Centralprojection  2)c,  mit  Hilfe  eines  der  Dreiecke  G^Äpc^  G^Äpc..., 
die  Strecke  p^p  =p'7C,  mithin  auch  die  orthogonale  Grundflächpro- 
jection  p'  des  Punktes  P  im  Baume  bestimmen. 

Das  rechtwinklige  Dreieck  AG^pc,  welches  durch  die  Umlegung 
des  central-projicierenden  Strahles  um  seine  orthogonale  Bildflächpro- 
jection erhalten  wurde,  pflegt  man  das  ^ursprüngliche''  oder 
„eigentliche"  Projectionsdreieck  für  den  Punkt  (pp')  zu 
nennen,  während  jedes  andere  Dreieck,  wie  G^Äpc,  GApc...,  mit 
Zuhilfenahme  dessen  das  gleiche  Resultat  gefunden  wird,  ein  ;, ver- 
ändertes" oder  „transformiertes  Projectionsdreieck"  des 
Punktes  {pp')  genannt  wird. 

§.  476. 

Darstellung  einer  Geraden  durch  ihre  Centralprojection  und  die 

Centralprojection  ihres  Grundrisses« 

Da  eine  Gerade  durch  zwei  ihrer  Punkte,  und  irgend  eine  Pro- 
jection  der  Geraden  durch  die  Projectionen  zweier  beliebiger  Punkte 
derselben  bestimmt  ist,  so  wird  man,  um  eine  durch  ihre  ortho- 
gonalen Projectionen  l  und  l'  (Taf.  XXIX,  Fig.  483)  gegebene  Gerade 
in  der  oben  angeführten  Weise  darzustellen,  bloß  zwei  Punkte  (aa') 
und  (ifeO  auf  derselben  beliebig  anzunehmen  und,  nach  einer  der  vor- 
her angegebenen  Methoden,  die  Centralprojectionen  ac  und  bc 
dieser  Punkte,  sowie  die  Centralprojectionen  a'c  und  &'c 
ihrer   Grundrisse   zu  ermitteln  haben.    Die  Verbindungsgerade  Ic 
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der  ersteren  gibt  sodann  offenbar  die  Gentralprojection  der  Ge- 
raden, während  die  Verbindungslinie  Vc  von  a'c  und  h'c  die  Gen- 
tralprojection ihres  Grundrisses  repräsentiert. 

§.  477. 

In  Bezug  auf  die  Einfachheit  der  Construction  ist  die  Wahl  der 
Punkte  {aa')  und  (660  ^icht  gleichgiltig.i^ 

Die  geeignetsten  Punkte  sind  in  dieser  Beziehung  ohne  Zweifel 
die  Durchstoßpunkte  (üi?')  und  (ÄA')  ,der  Geraden  {II')  mit  der 
Bild-  und  Grundebene. 

Der  Durchstoßpunkt  v  der  Geraden  mit  der  Bildebene, 
sowie  dessen  Grundriss  v'  liegen  in  der  Bildebene,  fallen  daher  mit 
ihren  Centralprojectionen  zusammen,  wodurch  eine  Vereinfachung  in 
der  Construction,  resp.  Bestimmung  der  Gentralprojection  bereits  er- 
zielt ist.!' 

Der  Durchstoßpunkt  Ä'  der  Geraden  mit  der  Grund- 
ebene fällt  mit  seinem  Grundrisse  zusammen;  es  wird  mithin  auch 
seine  Gentralprojection  %^  mit  der  Gentralprojectio  n  seines 
Grundrisses  zusammenfjallen  müssen. 

Die  Gentralprojection  Ic  der  Geraden  ergibt  sich  somit  als  die 
gerade  Verbindungslinie  der*  Punkte  v  nni]  h'c,  während  die  Gen- 
tralprojection Vc  ihres  Grundrisses  als  Verbindungsgerade  der  Punkte 
v^  und  h^c  dargestellt  erscheint. 

Besitzt  die  Gerade  (IV)  weder  eine  besondere.^ Lage  gegen 
die  Bild-  und  Grundebene,  noch  gegen  das  Projectionscentrum,  so 
werden  selbstverständlich  auch  deren  Centralprojectionen  Ir  und  Vc 
Gerade  sein,  welche  gegen  die  Grundlinie  gg  irgendwie  geneigt  er- 
scheinen werden. 


■  ^■a» 
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Kommt  jedoch  einer  Geraden  irgendfeine  besondere  Lage 
gegen  die  Projectionsebenen  oder  gegen  das  Projectionscentrum  zu,  so 
wird  diese  auch  in  deren  Centralprojectionen  zum  Ausdrucke  gelangen. 

Um  dies  klar  zu  legen,  wollen  .wir  in  Kürze  den  verschiedenen 
speci eilen  Lagen,  deren  eine  Gerade  fähig  ist,  unsere  Aufmerk- 
samkeit zuwenden. 

a)  Die  Gerade  (gg')  (Taf.  XXX,  Fig.  484a);  liegt  in  der 
Grundebene,  föllt  also  mit  ihrem  Grundrisse  zusammen. 

In  diesem  Falle  wird  selbstverständlich  auch  die  Gentralprojec- 
tion gc  mit  der  Gentralprojection  g'c  des  Grundrisses  zusammenfallen. 
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b)  Die  Gerade  (ää')  (Taf.  XXX,  Fig.  4846)  sei  parallel 
zur  Grundebene,  mithin  auch  parallel  zu  ihrem  Graudrisse. 

Diesfalls  besitzen  die  Centralprojection  he  der  Geraden  uad  die 
Centralprojection  h'c  ihres  Grundrisses  h'  einen  gemeinschaftlichen 
Fluchtpunkt,  welcher,  da  die  Gerade  zur  Grundebene  parallel  ist,  be- 
kanntlich in  der  Horizontslinie  liegen  muss.  Die  Centralprojection  hc 
einer  zur  Grundebene  parallelen  Geraden  und  die  Ceutralprojection  h'c 
ihres  Grundrisses  treffen  sich  also  in  einem  Punkte  der  Horizontslinie. 

c)  Ist  die  Gerade  L  überdies  senkrecht  zur  Bildebene,  so 
ist  der  vorbezeichnete  Fluchtpunkt,  speciell  der  Hauptpunkt  Ä,  In 
diesem  Punkte  Ä  werden  sich  somit  die  centrale  Projection  h  und  die 
centrale  Projection  Vc  des  Grundrisses  begegnen. 

d)  Die  Gerade  (ss')  (Taf.  XXX,  Fig.  484c)  sei  parallel  zur 
Bildebene.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist  der  Durchstoßpunkt  v 
der  Geraden  mit  der  Bildebene  der  unendlich  ferne  Punkt  der  ortho- 
gonalen Bildflächprojection  s,  und  da  dieser  Punkt  auch  der  Central- 
projection Sc  angehört,  werden  die  orthogonale  Projection  s  der  Gera- 
den und  die  Centralprojection  s^  derselben,  untereinander  parallel  sein. 

Der  Grundriss  v'  des  genannten  Durchstoßpunktes  ist  der  unend- 
lich ferne  Punkt  der  Grundlinie,  und  da  derselbe  auch  der  Central- 
projection s'c  des  Grundrisses  der  Geraden  angehört,  so  folgt,  dass  s*e 
ebenso  wie  s'  zur  Grundlinie  gg  parallel  sein  wird. 

e)  Ist  die  Gerade  {rr')  (Taf.  XXX,  Fig.  484d)  parallel  zur 
Grundlinie^  so  gilt  dasselbe  von  ihren  Centralprojectionen  Tc  und  rV 

f)  Ist  die  Gerade  («0  (Taf.  XXX,  Fig.  484e)  senkrecht 
zur  Grundebene,  so  ist  ihr  Grundriss  gleichzeitig  einer  ihrer 
Punkte;  es  wird  somit  durch  dessen  Centralprojection  fc  die  Central- 
projection tc  der  Geraden  senkrecht  zur  Grundlinie  zu  fuhren  sein. 

g)  Zu  erwähnen  wäre  schließlich  noch  der  Fall,  wenn  die 
Gerade  {az")  (Taf.  XXX,  Fig.  484/*)  durch  das  Projections- 
centrum  geht. 

Bei  dieser  Lage  der  Geraden  sind  offenbar  die  Centralprojectionen 
aller  ihrer  Punkte  in  ihrem  Durchstoßpunkte  v  mit  der  Bildebene  ver- 
einigt; es  wird  dieser  Punkt  mithin  auch  deren  Centralprojection  jSe 
repräsentieren. 

Der  Grundriss  e'  der  genannten  Geraden  dagegen  geht  nicht 
durch  das  Projectionscentrum,  seine  Centralprojection  kann  sich  daher 
auch  nicht  auf  einen  einzigen  Punkt  reducieren. 

Bedenkt  man  aber,  dass  die  Centralprojection  irgend  eines  Punktes 
und  jene  seines  Grundrisses  immer  in  einer  zur  Grundlinie  senkrechten 
Geraden  liegen  müssen,  und  erwägt  man  ferner,  dass  die  Centralpro- 
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jectionen  aller  Punkte  der  Geraden  {zg')  im  Punkte  ge  vereinigt  sind, 
so  folgt  unmittelbar,  dass  die  üentralprojectionen  der  Grund- 
risse air  der  Geraden  (gg*)  angehörenden  Punkte  in  jener  Geraden 
liegen  müssen,  welche  durch  jSc  srakrecht  zur  Grundlinie  geffthrt 
werden  können  oder  mit  anderen  Worten,  dafls  diese  Senkrechte  die 
Gentralprojection  z^e  des  Grundrisses  je^  darstelle. 

§.  479. 

Im  Vorhergehenden  wurde  bereits  darauf  hingewiesen ,  dass  sich 
zur  Ableitung  der  Gentralprojectionen  (Jel'c)  einer  Geraden  L  aus  deren 
orthogonalen  Projectionen  l  und  V  (Taf.  XXIX,  Fig.  483)  die  bezüg- 
lichen Schnittpunkte  (vi;')  und  {hh')  der  Geraden  mit  der  Bild-  und 
Grundebene,  mit  Vortheil  benützen  lassen. 

Ein  dritter  besonderer  Punkt,  welcher  sich  zur  Bestimmung  einer 
Geraden  bestmöglichst  eignet,  ist  der  unendlich  ferne  Punkt 
derselben,  welchem  einerseits  der  Fluchtpunkt  der  Centralpro- 
jetion  Ic  und  andererseits  der  unendlich  ferne  Punkt  des 
Grundrisses  l',  dessen  Gentralprojection  der  Fluchtpunkt 
Yon  l'c  ist,  entspricht. 

Die  beiden  Fluchtpunkte,  d.  i.  der  Fluchtpunkt  der  Gentral- 
projection Ic  und  jener  der  Gentralprojection  l'e  des  Grundrisses  l' 
der  Geraden  {II'),  lassen  sich  nunmehr  höchst  einfach  bestimmen. 

Die  Gerade  V  liegt  als  Grundrissprojection  in  der  Grundebene, 
ist  somit  eine  horizontale  Gerade;  der  Fluchtpunkt  f'  ihrer  Gentral- 
projection Vc  ist  mithin  in  der  Fluchttraoe  der  Grundebene,  d.  i.  in 
der  HorizontsUnie  HH^  zu  suchen;  derselbe  wird  somit  durch  den 
Schnittpunkt  f*  von  l'e  mit  der  Horizontelinie  dargestellt.  (Nachdem 
wir  die  Durchstoßpunkte  der  Geraden  L  resp.  (IV)  mit  der  Bildebene 
{v  V*)  nannten,  wollen  wir  diesfalls,  um  Zweideutigkeiten  zu  vermeiden, 
den  Fluchtpunkt  der  nämlichen  Geraden  L  mit  (/*/*') bezeichnen.) 

Ferner  ist  klar,  dass  die  Gerade  (IV)  im  Baume  und  deren 
Grundriss  {'  gleichzeitig  in  einer  und  derselben  zur  Grundebene  senk- 
rechten Ebene  (deren  Tracen  somit  senkrecht  zur  Grundlinie  sind), 
liegen  müssen,  und  ebenso  sichergestellt  ist  bereits,  dass  die  Flucht- 
traoe dieser  letztgenannten  Ebene  die  Fluchtpunkte  f*  und  f  von  l'c 
und  Ic  enthalte.  Hieraus  folgt  aber  sogleich,  dass  der  Fluchtpunkt  /* 
der  Gentralprojection  k  im  Schnitte  der  Geraden  k  mit  der  durch  f 
senkrecht  zur  Grundlinie  gg  gezogenen  Geraden  liegen  werde. 

Verbinden  wir  f  mit  C,  so  stellt,  wie  bekannt,  diese  Gerade  Gf* 
den   umgelegten   Parallel-   oder   Fluchtstrahl   von  Vc  vor,   und  muss 
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daher  als  solcher  zu  dem  um  die  Grundlinie  g'g  umgelegten  Grundrisse 
V  der  Geraden  (IV)  parallel  sein. 

Verbindet  man  schließlich  A  mit  /*,  so  repräsentiert  diese  Ge- 
rade offenbar  die  orthogonale  Bildflächprojection  des  Parallel-  oder 
Flnchtstrahles  von  (IV)  und  ist  mithin  zur  orthogonalen  Bildflächpro- 
jection  l  der  Geraden  (IV)  parallel. 

Zu  gleichem  Schlussresultate  wäre  man  selbstverständlich  auch 
durch  die  ganz  elementare  Betrachtung  gelangt,  dass  parallele  Geraden, 
auf  die  nämlichen  Ebenen  bezogen,  parallele  Projectionen  besitzen. 

Nachdem  A  die  orthogonale  Bildflächprojection ,  A*  (Taf»  XXIX, 
Fig.  483)  die  Grundflächprojection  und  C  die  Projection  des  Gentrums 
auf  die  Horizontsebene  ist;  die  Geraden  l  und  V  die  orthogonalen 
Projectionen  der  gegebenen  Geraden  L  im  Baume  auf  die  nämlichen 
Ebenen  bezogen,  darstellen,  so  müssen,  da  der  Fluchtstrahl  der  Ge- 
raden Zr  zu  £  selbst  parallel  ist  und  durch  das  Projectionscentrum 
geht,  die  Projectionen  des  Fluchtstrahles  durch  die  bezüglichen  Projec- 
tionen des  Gentrums,  parallel  zu  den  Projectionen  l  und  V  der  Geraden 
L  auf  den  betreffenden  Projectionsebenen  laufen.  Wir  haben  somit,  um 
vorerst  die  centrale  Projection  V  des  Grundrisses  zu  bestimmen,  bloß 
zu  bedenken,  dass  2^  als  Grundflächprojection^  eine  horizontale  Gerade 
sei,  deren  verticale  oder  Bildflächprojection  in  der  Grund-,  resp.  in  der 
Horizontslinie  liegt,  dass  also  die  Projectionen  Af*  und  J.' 9',  resp. 
Cf  des  zugehörigen  Fluchtstrahles,  beziehungsweise  durch  A  und  A' 
(resp.  G)  parallel  zu  den  eben  angedeuteten  Projectionen  der  Geraden  V 
zu  führen  und  der  Schnittpunkt  f  mit  der  Bildebene  zu  ermitteln  sei, 
um  in  dem  eben  genannten  Punkte  f  den  Fluchtpunkt  der  Grund- 
rissprojection  Vc  der  Geraden  oder  die  centrale  Projection  des  Grund- 
risses des  der  Geraden  L  entsprechenden  unendlich  fernen  Punktes  zu 
erhalten.  Nachdem  weiters  die  centrale  Projection  f  und  die  cen-  , 
trale  Projection  f  des  Grundrisses  eines  Punktes  F  in  einer  und 
derselben  zur  Grundlinie  senkrechten  Geraden  liegen  und  die  centrale 
Projection  f  auch  in  der  Geraden  Af  sich  vorfinden  muss,  kann 
besagte  Gerade  nur  im  beiderseitigen  Schnitte  von  ff  und  Af  also 
im  Punkte  f  selbst,  gelegen  sein. 

§.  480. 

Die  bisher  angestellten  Betrachtungen  bieten  die  Möglichkeit,  in 
jedem  vorkommenden  Falle  ausrden  orthogonalen  Projectionen 
irgend  einer  Geraden  deren  Centralprojection  und  die 
Centralprojection  ihres  Grundrisses   zu  bestimmen,  und 
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ebenso  auch ,  durch  bloße  Umkehrung  der  besprochenen  Constmc- 
tionen,  aus  der  gegebenen  Centralprojection  einer  Gera- 
den und  der  Centralprojection  ihres  Grundrisses,  die 
orthogonalen  Projectionen  dieser  Geraden  abzuleiten. 

Die  diesbezüglichen  Erörterungen  haben  auf  Grund  unserer  bis- 
herigen Ausführungen  hauptsächlich  auch  den  Zweck,  den  Zusam- 
menhang zwischen  der  centralen  und  orthogonalen  Pro- 
jectionsmethode  klar  zu  legen  und  den  unmittelbaren  Über- 
gang aus  einer  Frojectionsart  in  die  andere  auf  bequeme  Weise  zu 
ermöglichen. 

Von  dieser  Überführung  aus  der  centralen  in  die 
orthogonale  Projection  macht  man  gewöhnlich  auch  dann 
Gebrauch,  wenn  es  sich  um  die  Ermittelung  der  wahren  Größe 
einer  central-projectivisch  gegebenen  Strecke  handelt. 

Setzen  wir  beispielsweise  voraus,  es  sei  eine  Gerade  durch  ihre 
Centralprojection  k  und  die  Centralprojection  Vc  (Taf.  XXX,  Fig.  486) 
ihres  Grundrisses  gegeben;  die  wahre  Größe  einer  auf  derselben  ge- 
gebenen Strecke  (acbcf  a'cV^  ist  durch  Zurückführung  in  die 
orthogonale  Projection  zu  bestimmen. 

Zu  diesem  Zwecke  ermitteln  wir  zunächst  die  orthogonale  Bild- 
flächprojection  l  der  Geraden,  indem  wir  deren  Durchstoßpunkt  (t?t?') 
mit  der  Bildebene,  sowie  auch  die  orthogonalen  Projectionen  (hh*) 
ihres  (in  der  Centralprojection  durch  h*c  gegebenen)  Durchstoßpunktes 
mit  der  Grundebene  bestimmen.  Die  orthogonale  Bildflächprojection  l 
ergibt  sich  als  die  Verbindungslinie  der  Punkte  v  und  h.  Selbstver- 
ständlich muss  sich  (als  Controle)  diese  Verbindungsgerade  vh  parallel 
zur  Bildflächprojection  des  Fluchtstrahles  Af  ergeben. 

Die  orthogonalen  Bildflächprojectionen  a  und  h  der  Punkte  {aca'e) 
und  {hcVc)  liegen  einerseits  auf  {,  andererseits  aber  auf  den  Geraden 
acA  und  bcA^  ergeben  sich  mithin  im  Schnitte  dieser  Geraden  mit  h 

Denken  wir  uns  nun  die  Gerade  QV)^  sowie  auch  die  Strecke  at, 
um  die  orthogonale  Bildflächprojection,  mit  Benützung  der  Punkte  v 
und  (hh*\  nach  l^  oder  \v  umgelegt,  so  erhalten  wir  in  a^  \  die 
gesuchte  wahre  Größe  der  Strecke. 

§.  481. 

Central-projectiTische  Darstellnng  einer  Ebene  durch  ihre  Bildflilchtraee 
und  die  Centralprojection  ihrer  Grnndflächtrace. 

Setzen  wir  voraus,  irgend  eine  Ebene  sei,  nach  der  Bestimmungs- 
weise in  der   orthogonalen  Projectionsmethode,  durch  ihre  Bildfläch- 
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trace  Ei,  und  ihre  Grundflächtrace  Eg  (Taf.  XXX,  Fig.  486)  gegeben. 
Diese  Ebene  soll ,  für  ein  vorliegendes  Projeetionscentrum  (4,  C), 
central-projectivisch  dargestellt  werden. 

Vor  allem  ist  klar,  dass  sich  die  Bildfiächtrace  Eb  der  Ebene, 
als  eine  der  Bildebene  angehörende  Gerade,  durch  „Centralprojection'^ 
nicht  ändert,  also  auch  in  der  Centralprojection  die  Bildfiächtrace  der 
Ebene  E  darstellen  wird. 

Die  Grundflächtrace  Eg  hingegen  ist,  als  eine  Gerade  der  Grund- 
ebene,  einer  Änderung  durch  Centralprojection  unterworfen. 

Um  deren  Centralprojection  E'g  zu  bestimmen,  berücksichtigen 
wir,  dass  sich  der  Fluchtpunkt  v  der  zu  eruierenden  Trace  als  Schnitt- 
punkt des  zu  Eg  geführten  Parallelstrahles  Gv  mit  der  Horizontslinie 
ergibt,  und  dass  ein  zweiter  Punkt  von  E'g  im  Schnittpunkte  n  von 
Egj  respective  Eb  mit  der  Grundlinie  zu  suchen  sei,  indem  n  als  ein 
Punkt  der  Bildebene  sowohl  der  Grundrisstrace  Eg  als  auch  deren 
Centralprojection  Eg  angehört.  Die  letztere,  d.  i.  die  Centralprojection 
E'g  der  Grundrisstrace  Eg  ergibt  sich  sonach  als  die  gerade  Verbin- 
dungslinie der  Punkte  v  und  n. 

Die  Fluchttrace  E^  der  gegebenen  Ebene  ist  parallel  zur  Bild- 
fiächtrace Eb.  Es  wird  daher,  um  dieselbe  construieren  zu  können, 
genügen;  einen  Punkt  derselben  festzustellen.  Nachdem  wir  aber  be- 
reits wissen,  dass  die  Fluchttrace  einer  Ebene  der  geometrische  Ort 
der  Fluchtpunkte  aller  in  dieser  Ebene  liegenden  Geraden  ist,  eine 
von  diesen  Geraden  aber,  d.  i.  der  Schnitt  der  Ebene  E  mit  der 
Grundebene  (die  Grundfiächtrace  Eg)  bereits  central-projectivisch  durch 
E'g  dargestellt  wurde,  so  wird  deren  Fluchtpunkt  v  den  verlangten 
Punkt  der  Fluchttrace  liefern,  und  wir  erhalten  somit  die  Fluchttrace 
Ev  der  Ebene  E  als  jene  Gerade,  welche  durch  v  parallel  zu  Eb  ge- 
zogen wird. 

Durch  Umkehrung  der  vollführten  Operationen  und  der  hiemit 
verbundenen  Schlussfolgerungen,  kann  nunmehr  ebenso  leicht  aus  der 
gegebenen  Centralprojection  E,  und  Eb  einer  Ebene  E^  die  Bestim- 
mungsweise derselben  durch  Eb  und  E'g,  oder  endlich  die  Bestimmung 
der  Ebene  E  nach  der  Methode  der  orthogonalen  Projection  durch  Eb 
und  Eg  anstandslos  abgeleitet  werden. 

§.  482. 

Nachdem  wir  somit  die  Darstellung  von  Punkten  und  Geraden 
durch  ihre  Centralprojectionen  und  die  Centralprojectionen  ihrer  Grund- 
risse, sowie  auch  die  Darstellung  einer  Ebene  durch  ihre  Bildfiäch- 
trace und  die  Centralprojection  ihrer  Grundfiächtrace  (oder  auch  der 
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Fluchttrace)  so  ^ie  deren  Überführung  aus  einer  Darstellungsweise  in 
die  andere  kennen,  gehen  wir  darauf  über,  die  Beziehungen  von 
Funkten,  Geraden  und  Ebenen  in  dieser  letzteren  Darstellungsmethode 
näher  zu  untersuchen. 

Vor  allem  wollen  wir  diesbezüglich  feststellen,  wie  es  möglich  sei, 
die  Lage  einer  Geraden  in  einer  gegebenen  Ebene  zu  fixieren 
oder  mit  anderen  Worten,  eine  Gerade  durch  ihre  centrale  Projection 
und  die  centrale  Projection  des  Grundrisses  so  zu  bestimmen,  dass  sie 
in  einer  gegebenen  Ebene  E  liegt. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  E  (Taf.  XXX,  Fig.  487)  eine  Ebene 
durch  ihre  Bildflächtrace  Ei,  und  die  Centralprojection  E*g  ihrer  Grund- 
flächtrace  gegeben;  ferner  sei  le  die  Centralprojection  einer  in  dieser 
Ebene  liegenden  Geraden  L.  Die  Centralprojection  Vc  des 
Grundrisses  dieser  Geraden  ist  zu  bestimmen. 

Der  Durchstoß punkt  v  der  Geraden  L  mit  der  Bildebene  muss 
sich  offenbar,  da  die  Gerade  in  der  Ebene  liegt,  in  der  Bildflächtrace 
Eh  vorfinden,  und  da  derselbe  auch  der  Centralprojection  U  der  Ge- 
raden L  angehört,  wird  er  nothwendig  im  Schnitte  von  Et  mit  k  zu 
suchen  sein.  Die  Centralprojection  v*  seines  Grundrisses  ist  der  Fuß- 
punkt des  durch  v  zur  Grundlinie  gg  gezogenen  Perpendikels  vv\ 

Ferner  ist  E'^  die  Centralprojection  der  Grundflächtrace ,  also 
die  centrale  Projection  einer  in  der  Ebene  E  liegenden  Geraden.  Die- 
selbe wird  von  le  in  einem  Punkte  he  getroffen,  welcher  nichts  an- 
deres, als  die  Centralprojection  des  Durchstoßpunktes  der  Geraden 
L  mit  der  Grundebene  vorstellt  und,  nachdem  dieser  Durchstoßpunkt 
sowohl  der  Geraden  L,  als  auch  ihrem  Grundrisse  angehört,  folgt, 
dass  die  Centralprojection  l'e  des  Grundrisses  der  Geraden  L  als  Ver- 
bindungsgerade der  Punkte  h'e  und  v*  erhalten  wird. 

Hieraus  ist  gleichzeitig  zu  ersehen,  dass  man  den  Durchstoß- 
punkt einer  durch  ihre  Centralprojection  h  und  ihre  cen- 
trale Projection  Vc  des  Grundrisses  gegebenen  Geraden 
L  mit  der  Bildebene  findet,  indem  man  die  centrale  Projection 
Vc  des  Grundrisses  der  Geraden  bis  zur  Grundlinie  gg  verlängert  und 
in  dem  so  erhaltenen  Punkte  v'  als  der  centralen  Projection  des  Grund- 
risses eines  Punktes,  welcher  sowohl  der  Geraden  als  auch  der  Bild- 
ebene angehört,  eine  Senkrechte  zur  Grundlinie  errichtet  und  den 
Schnitt  V  derselben  mit  der  centralen  Projection  le  der  Geraden 
aufsucht. 

Die  centrale  Projection  des  Grundrisses  des  Durch- 
stoßpunktes mit  der  Grundebene  ergibt  sich  direct  im  gegen- 
seitigen  Schnitte   h'c  der   centralen  Projection   1c   der    Geraden   mit 
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jener  Ve  des  Grundrisses  derselben.  Es  fällt  somit  die  centrale  Pro- 
jection  dieses  Schnittpunktes  mit  der  des  Grundrisses  zusammen,  da 
der  bezeichnete  Durchstoßpunkt  nicht  nur  ei n Funkt  der  Geraden, 
sondern  auch  ein  Funkt  der  Grundebene  ist. 

Hätte  man  zuvor  die  Fluchttrace  E^  der  Ebene  E  bestimmt,  so 
würde  sich  selbstverständlich  auch  der  Fluchtpunkt  f  der  Geraden  L 
zur  Gonstniction  und  Bestimmung  von  Ve  verwenden  lassen,  indem 
bekanntlich  die  Fluchttrace  Ef,  von  le  im  Fluchtpunkte  f  der  Geraden 
getroffen  wird.  Aus  f  lässt  sich  aber  der  Fluchtpunkt  /*'  der  Central- 
projection  l'e  des  Grundrisses  leicht  ableiten,  da  f'  bekanntlich  der 
Fusspunkt  der  von  f  auf  die  Horizontslinie  geß.llten  Normalen  ist. 
Man  erhält  sonach  die  Centralprojection  l'c  des  Grundrisses  unmittelbar 
als  yerbindungsgerade  des  Punktes  f'  mit  einem  der  beiden  Punkte 
h'c  oder  v\ 

Ist  die  angenommene  Centralprojection  ke  (Taf.  XXX,  Fig.  487) 
der  Geraden  in  der  Ebene  E  parallel  zur  Bildflächtrace  Jß»,' 
also  auch  parallel  zur  Bildebene,  so  liegt  der  Durchs toUpunkt  v  der- 
selben mit  der  Bildebene,  als  auch  der  Grundriss  des  letzteren  (auf 
gg)  in  unendlicher  Entfernung,  während  sich  die  Centralprojection 
und  jene  des  Grundrisses  des  Durchstoßpunktes  von  X  mit  der  Grund- 
ebene im  Schnitte  ri'e  von  le  mit  E'g  direct  ergibt.  Die  Centralpro- 
jection A'c  des  Grundrisses  der  besagten  Geraden  ist,  in  dem  vorlie- 
genden Falle,   somit  die  durch  tj'c  zur  Grundlinie  geführte  Parallele. 

Wie  man  sieht,  ist  die  Gerade  (Xcl'e)  auch  zur  Bildebene  parallel 
und  fallen  daher  die  Fluchtpunkte  9  und  9)'  von  Xc  und  Vc  in  QQ* 
endliche  Ferne. 

§.  483. 

Mit  Hilfe  der  soeben  durchgeführten  Constructionen  unterliegt 
es  auch  keiner  weiteren  Schwierigkeit,  die  Centralprojection  a'« 
des  Grundrisses  eines  in  einer  Ebene  EhE'g  liegenden 
Punktes  zu  bestimmen,  wenn  dessen  Centralprojection  üc 
(TaC  XXX,  Fig.  487)  gegeben  ist. 

Die  gesuchte  Centralprojection  a%  des  Grundrisses  wird  einerseits 
selbstverständlich  in  der  durch  ac  zur  Grundlinie  gg  normalen  Ge- 
raden ,  und  andererseits  in  der  Centralprojection  des  Grundrisses  einer 
durch  den  besagten  Punkt  in  der  Ebene  E  gezogenen  Geraden  liegen. 

Die  Centralprojection  Ic  einer  solchen  Geraden  kann  beliebig 
durch  ac  gezogen  werden,  während  sich  die  Centralprojection  Ve  ihres 
Grundrisses  auf  die  vorher  angegebene  Weise  bestimmen  lässt.  Im 
Schnitte  von  Ve  und  der  Senkrechten  aca'c  zur  Grundlinie  erhalten 
wir  den  gesuchten  Punkt  a^. 
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Anstatt  jedoch  die  Gerade  l  beliebig  zu  wählen^  ziehen  wir  es, 
behufs  der  Vereinfachung  der  Construction  vor,  durch  den  Punkt  a 
eine  Parallele  zur  Bildflächtrace  Et  zu  legen.  Die  Gentralprojection  Xc 
derselben  geht  sodann  durch  «c,  ist  parallel  zu  Eb  und  trifft  die 
Grundflächtrace  E*g  in  ly'c,  so  dass  wir,  wie  oben,  die  Gentralpro- 
jection X'e  ihres  Grundrisses  in  der  durch  ly'^  zur  Grundlinie  parallel 
geführten  Geraden  dargestellt  erhalten.  Die  centrale  Projectiou  a^  des 
Grundrisses  ergibt  sich  nunmehr  im  Schnitte  von  Uca'c  mit  Vc* 

§.  484. 

14:6.  Aufgabe.  Durch  zwei  sich  schneidende  Geraden  {gc  g'c)  und 
{IcVc)  ist  eine  Ebene  zu  legen. 

Da  die  Geraden  g  und  l  (Taf.  XXX,  Fig.  488  a)  als  sich 
schneidende  Geraden  einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben  müssen,  so 
ist  klar,  dass  der  Schnittpunkt  Sc  ihrer  Centralprojectionen,  sowie  der 
Schnittpunkt  s*c  der  Centralprojectionen  ihrer  Grundrisse,  die  centralen 
Projectionen  dieses  Punktes  darstellen,  und  als  solche  in  einer  und 
derselben  zur  Grundlinie  senkrechten  Geraden  SeS*c  liegen  werden. 
Dies  ist,  nebenbei  bemerkt,  auch  die  Bedingung,  welcher  die  Projec- 
tionen zweier  sich  schneidenden  Geraden  genügen  müssen. 

Da  bekanntlich  die  Durchstoßpunkte  mit  der  Bildebene  von  Geraden, 
welche  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  in  der  Bildflächtrace  dieser 
Ebene  sich  vorfinden  müssen,  so  ergibt  sich  im  vorliegenden  Falle  die 
Bildflächtrace  Et  der  gesuchten  Ebene  als  die  Verbindungsgerade  der 
Durchstoß  punkte  v  und  v^  der  beiden  Geraden  (geg'e)  und  (ic^'c)- 
Nachdem  ferner  die  Durchstoßpunkte  der  Geraden  einer  Ebene  mit 
der  Grundebene  in  der  Grund  fläch trace,  deren  Centralprojectionen  also 
in  der  Gentralprojection  der  Grundfläcbtrace  liegen  müssen,  so  ergibt 
sich  die  Gentralprojection  E'g  der  Grundfläcbtrace  der  gesuchten  Ebene 
als  Verbindungsgerade  der  Centralprojectionen  ä'c  und  rj'c  der  Grund- 
flächdurchstoßpunkte  von  (gcg'c)  und  (IcVc). 

Dass  sich  endlich  Er  und  E'g  in  einem  Punkte  n  der  Grund- 
linie treffen  müssen,  ist  selbstverständlich. 

§.  485. 

147.  Aufgabe.  Durch  einen  Punkt  (a^  av)  iat  zu  einer  gegebenen 
Geraden  {h  l'c)  eine  Parallele  zu  ziehen. 

Da  die  zu  bestimmende  Gerade  (XcX'c)  (Taf.  XXX,  Fig.  4886) 
zur  Geraden  (hl^c)  parallel  sein  soll,  so  wird  dasselbe  auch  von  den 
orthogonalen  Grundrissen  dieser  beiden  Geraden  gelten.  Hieraus  folgt 
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unmittelbar,  dass  nicht  nur  die  Centralprojectionen  Ic  und  Ac  der  Ge- 
raden, sondern  auch  die  Centralprojectionen  l'c  und  A'c  ihrer  Grund- 
risse gemeinschaftliche  Fluchtpunkte  besitzen  müssen. 

Wenn  wir  daher  die  Fluchtpunkte  f  und  f  von  Ic  und  Pe  fest- 
stellen, so  erhalten  wir  die  Centralprojection  Xc  der  gesuchten  Geraden 
als  Verbindungslinie  von  a^  und  /*,  während  sich  die  Centralprojection  A'c 
ihres  Grundrisses  als  Verbindungsgerade  von  a'c  und  f  ergeben  wird. 

§.  486. 

148,  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  zweier  durch  ihre  Büdfläch- 
tracen  Et  und  e&,  sowie  durch  die  Centralprojectionen  E'g  und  e'g 
ihrer  Grundfläohtracen  gegebenen  Ebenen  zu  ermitteln. 

Der  Schnittpunkt  v  (Taf.  XXX,  Fig.  489)  der  beiden  Bild- 
flächtracen  Et  und  eh  ist  ein  Punkt,  welcher  beiden  Ebenen  angehört, 
also  ein  Punkt  der  gesuchten  Schnittlinie,  und  zwar,  da  derselbe  in  der 
Bildebene  liegt,  der  Bildfiäch-Durchstoßpunkt  der  gemeinsamen  Schnitt- 
geraden. Durch  V  muss  demnach  die  Centralprojection  der  letzteren 
gehen,  während  die  Centralprojection  des  Grundrisses  der  genannten 
Geraden  durch  v*  zu  führen  sein  wird. 

Ferner  schneiden  sich  E*g  und  e'g  in  einem  Punkte  (hch'c),  welcher 
die  Centralprojection  eines  zweiten,  den  beiden  Ebenen  angehörenden 
Punktes,  und  somit  wieder  die  eines  Punktes  der  Schnittlinie  darstellt. 
Nachdem  dieser  Punkt  (AcÄ'c)  die  centrale  Projection  eines  in  der 
Grundebene  liegenden  Punktes  repräsentiert,  so  ist  er  gleichzeitig  die 
Centralprojection  des  Grundfläch-Durchstoßpunktes  der  Schnittgeraden. 

Die  Centralprojection  Se  der  letzteren  wird  mithin  durch  die 
gerade  Verbindungslinie  der  Punkte  v  und  hc  erhalten,  während 
sich  die  Centralprojection  s*e  ihres  Grundrisses  als  Verbindungsgerade 
der  Punkte  v'  und  h*c  ergibt. 

§.  487. 

149.  Aufgäbe.  Es  ist  durch  einen  gegebenen  Punkt  (aca'c)  zu  einer 
gegebenen  Ebene  EbE*g  eine  parallele  Ebene  zu  führen. 

Nennen  wir  die  zu  suchende  Ebene  ete'g  (Taf.  XXX,  Fig.  490), 
so  ist  vor  allem  klar,  dass  deren  Bildflächtrace  ei,  zur  Bildfläch trace  E  5 
der  gegebenen  Ebene  parallel  sein  müsse.  Da  ferner  zwei  parallelen 
Ebenen  auch  parallele  Grundflächtracen  entsprechen,  so  müssen  die 
Centralprojectionen  E^g  und  e'g  der  letzteren]  einen  gemeinschaftlichen 
Fluchtpunkt  f  besitzen. 

Die  vorgelegte  Aufgabe  werden  wir  demnach  als  gelöst  betrachten 
können,  sobald  es  gelungen  sein  wird,  einen  Punkt  von  et  oder  irgend 
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einen  von  e'g  zu  bestimmen.  Um  einen  solchen  Punkt  zu  erhalten, 
denken  wir  uns  zunächst  in  der  Ebene  EtE'^  eine  zur  Bildebene  pa- 
rallele Gerade  (le^'c)  angenommen.  FQhren  wir  hierauf  zu  dieser 
Geraden  durch  {oea'e)  eine  Parallele  (JcZ'c),  (die  Projectionen  h  und  kc 
sowie  die  Vc  und  l^e  sind^  da  die  Geraden  zur  Bildebene  parallel 
laufen,  auch  untereinander  parallel),  so  wird  diese  Parallele  offenbar 
in  der  gesuchten  Ebene  liegen  müssen  und  wird  der  Schnittpunkt  h'c 
ihrer  Projectionen  h  und  Vc  einen  Punkt  von  e'g  liefern. 

Hiernach  ergibt  sich  die  Centralprojection  e'g  der  Grundfläch- 
trace  der  gesuchten  Parallelebene  als  Verbindungslinie  der  Punkte  h*c 
und  /*.  Dieselbe  schneidet  die  Grundlinie  gg  in  einem  Punkte  n,  durch 
welchen  man  bloß  eine  Parallele  zur  Bildflächtrace  Ei,  zu  ziehen 
braucht^    um  die  Bildflächtrace   et  der  verlangten  Ebene'  zu  erhalten. 

§.  488. 

150.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnittpunkt  einer  Geraden  {hl^c)  mit 
einer  Ebene  E^E'g  zu  bestimmen. 

Im  allgemeinen  wird  diese  Aufgabe  in  der  Weise  gelGst,  dass 
man  durch  die  gegebene  Gerade  eine  willkürliche  Ebene  legt,  deren 
Schnittlinie  mit  der  gegebenen  Ebene  feststellt,  und  hierauf,  im  Schnitte 
der  gegebenen  Geraden  mit  der  ermittelten  Schnittlinie,  den  Schnitt- 
punkt der  gegebenen  Geraden  mit  der  vorliegenden  Ebene  bestimmt 
erhält. 

Die  Constructionen  wird  man  stets  dadurch  zu  vereinfachen 
trachten,  dass  man  der  durch  die  gegebene  Gerade  gelegten  Hilfsebene 
eine  besondere,  vortheilhafte  Lage  gibt.  Unter  den  verschiedenen 
durch  die  Gerade  (hVe)  (Taf.  XXX,  Fig.  491)  möglicherweise  zu 
legenden  Ebenen  ist  bei  dieser  Projectionsart  die  geeigneteste  eine 
grundfläch -projicierende  Ebene  eee'g.  Die  Grundflächtrace  derselben 
fällt  diesfalls  mit  dem  Grundrisse  der  Geraden,  ihre  Centralprojection  e% 
mithin  mit  der  Centralprojection  l'c  des  Grundrisses  zusammen.  Die 
Bildflächtrace  eb  dieser  Hilfsebene  steht  senkrecht  auf  der  Grundlinie. 

Der  Schnitt  der  besagten  Hilfsebene  et  e'g  mit  der  Ebene 
Eh  E'g  ergibt  sich  in  (ScS'c),  wobei  s'e  natürlicherweise  wieder  mit  e'g 
zusammenfallen  muss. 

Die  Gerade  (Icl^c)  wird  von  der  Schnittgeraden  (ScS'c),  da  sie 
beide  in  der  gruodfläch-projicierenden  Ebene  (ete'g)  liegen,  in  einem 
Punkte  {^c^'c)  geschnitten,  welcher  sowohl  der  gegebenen  Geraden, 
als  auch  der  gegebenen  Ebene  angehört,  also  den  gesuchten  Durch- 
stoßpunkt darstellt. 
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Tritt  bei  dieser  Aufgabe  der  Fall  ein,  dass  l'c  die  Grundlinie  gg 
nicht  mehr  innerhalb  derGrenzen  der  ZeichnuTigsfläche 
schneidet;  kann  also  die  Bildflächtrace  et  der  Hil&ebene  nicht  ge- 
zeichnet und  benützt  werden,  so  denkt  man  sich  durch  die  Gerade  hVc 
eine  Ebene  gelegt,  welche  gleichzeitig  durch  das  Projectionscentrum  geht. 

Es  ist  klar,  dass  in  diesem  Falle  die  Centralprojection  Ic  der  Ge- 
raden gleichzeitig  die  Centralprojectionen  aller  in  dieser  Hilfsebene 
liegenden  Geraden,  mithin  auch  die  Centralprojection  ihres  Schnittes 
mit  der  gegebenen  Ebene  EtE'g  repräsentieren  wird. 

Bezeichnen  wir  dieselbe  in  der  letztangeführten  Eigenschaft  mit  0c 
(Taf.  XXX,  Fig.  491),  so  wird  die  dieser  in  der  Ebene  EtE'g  liegen- 
den Geraden  entsprechende  Centralprojection  6'c  des  Grundrisses  dadurch 
ermittelt,  dass  man  entweder  ihre  Schnittpunkte  {vv')  und  (hch^e)  mit 
den  Tracen  Eb  und  E'p  benutzt,  oder  auch  dadurch,  dass  man  zu  zwei 
ihrer  Punkte  ac  und  ßc  die  Centralprojectionen  a'c  und  /?'«  der  Grund- 
risse, wie  bekannt,  aufsucht. 

Die  Geraden  (ffe^'e)  und  (ic^'c)  besitzen  sodann  dieselbe  Central- 
projection, liegen  mithin  in  einer  durch  das  Projectionscentrum  gehen- 
den Ebene  und  schneiden  sich  in  einem  Punkte  {^c^'e)^  welcher  so- 
wohl der  Geraden  (Icl'c)  als  auch  der  Ebene  EbE^g  angehört,  und 
daher  den  verlangcen  Durchstoßpunkt  der  Geraden  {lel'c)  mit  der 
Ebene  E^E^g  repräsentiert 

Diese  Construction  lässt  sich  mit  Yortheil  auch  in  dem  Falle 
anwenden,  wenn  sich  wohl  die  Bildflächtrace  et  der  durch  l 
gelegten  grundfläch-projicierend  en  Ebene  ergibt,  aber 
der  Schnittpunkt  v^  derselben  mit  der  Bildflächtrace  J?6 
der  gegebenen  Ebene  außerhalb  der  Grenzen  der  Zeich- 
nungsfläche fällt. 

§.  489. 

151.  Aufgäbe.  Es  ist  der  Schnitt  zweier  zur  Grundlinie  paralleler 
Ebenen  EhE'g  und  e^e^g  zn  bestimmen. 

Nachdem  die  beiden  Ebenen  zur  Grundlinie  parallel  sind,  so  sind 
es  auch  deren  Bildflächtracen  Et  und  et  (Taf.  XXX,  Fig.  492), 
sowie  ihre  Grundflächtracen  und  deren  Centralprojectionen  i^*    und  e'^. 

Der  Schnitt  der  beiden  Ebenen  kann  aus  diesem  Grunde  nicht 
in  der  früher  allgemein  angegebenen  Weise  construiert  werden. 

Berücksichtigt  man  aber,  dass  die  Schnittlinie  parallel  zur  Grund- 
linie gg  sein  müsse,  und  dass  das  Gleiche  auch  von  ihrer  Centralprojec- 
tion und  der  Centralprojection  ihres  Grundrisses  gilt,  so  ist  klar,  dass 
zur  Bestimmung  der  Schnittlinie  bloß  die  Kenntnis  eines  ihrer  Punkte 
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einen  von  e'g  zu  bestimmen.  Um  einen  solchen  Punkt  zu  erhalten, 
denken  wir  uns  zunächst  in  der  Ebene  EtE'g  eine  zur  Bildebene  pa- 
rallele Gerade  (Xe^'c)  angenommen.  Führen  wir  hierauf  zu  dieser 
Geraden  durch  (oea'c)  eine  Parallele  (i«J'c),  (die  Projectionen  Ic  und  kc 
sowie  die  Vc  und  X'e  sind^  da  die  Geraden  zur  Bildebene  parallel 
laufen,  auch  untereinander  parallel),  so  wird  diese  Parallele  offenbar 
in  der  gesuchten  Ebene  liegen  müssen  und  wird  der  Schnittpunkt  h'c 
ihrer  Projectionen  h  und  Vc  einen  Punkt  von  e'^  liefern. 

Hiernach  ergibt  sich  die  Centralprojection  e'g  der  Grundfiäch- 
tr&ce  der  gesuchten  Parallelebene  als  Verbindungslinie  der  Punkte  h'c 
und  /*.  Dieselbe  schneidet  die  Grundlinie  gg  in  einem  Punkte  n^  durch 
welchen  man  bloß  eine  Parallele  zur  Bildflächtrace  Eb  zu  ziehen 
braucht,    um  die  Bildflächtrace   et  der  verlangten  Ebene'  zu  erhalten. 

§.  488. 

150,  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnittpunkt  einer  Geraden  {Icl'c)  mit 
einer  Ebene  Ei,E'g  zu  bestimmen. 

Im  allgemeinen  wird  diese  Aufgabe  in  der  Weise  gelöst,  dass 
man  durch  die  gegebene  Gerade  eine  willkürliche  Ebene  legt,  deren 
Schnittlinie  mit  der  gegebenen  Ebene  feststellt,  und  hierauf,  im  Schnitte 
der  gegebenen  Geraden  mit  der  ermittelten  Schnittlinie,  den  Schnitt- 
punkt der  gegebenen  Geraden  mit  der  vorliegenden  Ebene  bestimmt 
erhält. 

Die  Constructionen  wird  man  stets  dadurch  zu  vereinfachen 
trachten,  dass  man  der  durch  die  gegebene  Gerade  gelegten  Hilfsebene 
eine  besondere,  vortheilhafte  Lage  gibt.  Unter  den  verschiedenen 
durch  die  Gerade  (hVc)  (Taf.  XXX,  Fig.  491)  möglicherweise  zu 
legenden  Ebenen  ist  bei  dieser  Projectionsart  die  geeigneteste  eine 
grundfläch -projicierende  Ebene  e^e'g.  Die  G rundfläch trace  derselben 
fällt  diesfalls  mit  dem  Grundrisse  der  Geraden,  ihre  Centralprojection  e% 
mithin  mit  der  Centralprojection  l'c  des  Grundrisses  zusammen.  Die 
Bildflächtrace  65  dieser  Hillsebene  steht  senkrecht  auf  der  Grundlinie. 

Der  Schnitt  der  besagten  Hilf s ebene  ete'g  mit  der  Ebene 
EiE'g  ergibt  sich  in  (ScS'c),  wobei  s'c  natürlicherweise  wieder  mit  e'g 
zusammenfallen  muss. 

Die  Gerade  {IcVe)  wird  von  der  Schnittgeraden  (ScS'c),  da  sie 
beide  in  der  grundfläch-projicierenden  Ebene  (ebe\)  liegen,  in  einem 
Punkte  {^c^'c)  geschnitten,  welcher  sowohl  der  gegebenen  Geraden, 
als  auch  der  gegebenen  Ebene  angehört,  also  den  gesuchten  Durch- 
stoßpunkt darstellt. 
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Tritt  bei  dieser  Aufgabe  der  Fall  ein,  dass  l'c  die  Grandlrnie  gg 
nicht  mehr  innerhalb  derGrenzen  der  Zeichnungsfläche 
schneidet,  kann  also  die  Bildfiächtrace  et  der  Hilfsebene  nicht  ge- 
zeichnet und  benützt  werden,  so  denkt  man  sich  durch  die  Gerade  IcVc 
eine  Ebene  gelegt,  welche  gleichzeitig  durch  das  Projectiouscentrum  geht. 

Es  ist  klar,  dass  in  diesem  Falle  die  Centralprojection  Ic  der  Ge- 
raden gleichzeitig  die  Centralprojectionen  aller  in  dieser  Hilfsebene 
liegenden  Geraden,  mithin  auch  die  Centralprojection  ihres  Schnittes 
mit  der  gegebenen  Ebene  EtE'g  repräsentieren  wird. 

Bezeichnen  wir  dieselbe  in  der  letztangeführten  Eigenschaft  mit  Gc 
(Taf.  XXX,  Fig.  491),  so  wird  die  dieser  in  der  Ebene  EbE'g  liegen- 
den Geraden  entsprechende  Centralprojection  ö^c  des  Grundrisses  dadurch 
ermittelt,  dass  man  entweder  ihre  Schnittpunkte  {vv')  und  (hch'e)  mit 
den  Tracen  Et  und  E'^  benützt,  oder  auch  dadurch,  dass  man  zu  zwei 
ihrer  Punkte  ac  und  ßc  die  Centralprojectionen  a'c  und  /S'c  der  Grund- 
risse, wie  bekannt,  aufsucht. 

Die  Geraden  {6e(J'e)  und  Qel^c)  besitzen  sodann  dieselbe  Central- 
projection, liegen  mithin  in  einer  durch  das  Projectiouscentrum  gehen- 
den Ebene  und  schneiden  sich  in  einem  Punkte  (Jc^^e)^  welcher  so- 
wohl der  Geraden  (Icl'c)  als  auch  der  Ebene  Ei^E^g  angehört,  und 
daher  den  verlangcen  Durchstoßpunkt  der  Geraden  (leVe)  mit  der 
Ebene  EbE'g  repräsentiert. 

Diese  Construction  lässt  sich  mit  Yortheil  auch  in  dem  Falle 
anwenden,  wenn  sich  wohl  die  Bildfiächtrace  e^  der  durch  l 
gelegten  grundfläch-projicierenden  Ebene  ergibt,  aber 
der  Schnittpunkt  v^  derselben  mit  der  Bildfiächtrace  ^6 
der  gegebenen  Ebene  außerhalb  der  Grenzen  der  Zeich- 
nnngsfläche  fällt. 

§.  489, 

151.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  zweier  zur  Orundlime  paralleler 
Ebenen  EhE'g  und  e^e^g  zu  bestimmen. 

Nachdem  die  beiden  Ebenen  zur  Grundlinie  parallel  sind,  so  sind 
es  auch  deren  Bildflächtracen  Et  und  e^  (Taf.  XXX,  Fig.  492), 
sowie  ihre  Grundflächtracen  und  deren  Centralprojectionen  JS*    und  e'g. 

Der  Schnitt  der  beiden  Ebenen  kann  aus  diesem  Grunde  nicht 
in  der  früher  allgemein  angegebenen  Weise  construiert  werden. 

Berücksichtigt  man  aber,  dass  die  Schnittlinie  parallel  zur  Grund- 
linie gg  sein  müsse,  und  dass  das  Gleiche  auch  von  ihrer  Centralprojec- 
tion und  der  Centralprojection  ihres  Grundrisses  gilt,  so  ist  klar,  dass 
zur  Bestimmung  der  Schnittlinie  bloß  die  Kenntnis  eines  ihrer  Punkte 
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erforderlich  sei.  Einen  solchen  Punkt  erhalten  wir  einfach,  indem  wir 
eine  ganz  beliebige  Hilfsebene  HhH*g  einschalten  und  deren  Schnitte 
{2c ^c)  und  {(Sc&^  mit  den  Ebenen  {EhE'g)  und  (ebe'g)  bestimmen. 
Die  beiden  Schnittlinien  27  und  0  treffen  sich ,  da  sie  in  einerlei 
Ebene  (HbH'g)  liegen,  in  einem  Punkte  {^c^'c)y  welcher  gleichzeitig 
den  drei  Ebenen  {Ei,E*g),  {ei,e*g)  und  {HbH*g)^  mithin  auch  der  Schnitt- 
linie der  beiden  ersten  angehört.  Zieht  man  demnach  durch  Je  und 
J'c  die  zur  Grundlinie  gg  parallelen  Geraden  Sc  und  s'c,  so  stellen  diese 
bereits  die  Centralprojection  und  beziehungsweise  die  Centralprojectiou 
des  Grundrisses  der  gesuchten  Schnittgeraden  vor. 

§.  490. 

An  dieser  Stelle  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  sich  dieses  Ver- 
fahren auch  für  den  Fall  eignet,  wenn  es  sich  um  die  Bestimmung 
der  Schnittlinie  zweier  Ebenen  handelt ,  deren  Tracen  wohl  gegen  die 
Grundlinie  geneigt  sind,  sich  aber  auf  der  Zeichnungsfläche  nicht 
schneiden,  so  dass  weder  der  Bildfläch-Durchstoßpunkt ,  noch  die  Cen- 
tralprojection des  Grundfläch  -  Durchstoßpunktes  der  Schnittgeraden 
construiert  werden  kann. 

In  diesem  Falle  verfährt  man  am  einfachsten   folgendermaßen. 

Die  beiden  gegebenen  Ebenen  seien  EbE*g  und  ei,e\  (Taf.  XXX, 
Fig.  493).  Wir  denken  uns  eine  Ebene  A^  welche  zur  Bildebene  pa- 
rallel ist.  Eine  derartige  Ebene  besitzt  eine  zur  Grundlinie  parallele 
Grundflächtrace  und  wird  demnach  durch  eine  zur  Grundlinie  parallele 
Gerade  A'g  als  Centralprojection  der  Grundflächtrace  dargestellt  er- 
scheinen. 

Der  Schnitt  dieser  Ebene  Ä*g  mit  der  Ebene  E^E'g  ist  eine  zur 
Bildflächtrace  parallele  Gerade  [^Scü'e)-  Die  Centralprojection  X'c  des 
Grundrisses  fällt  mit  A'g  zusammen  und  trifft  E'g  in  h'e^  während 
die  Centralprojection  2c  durch  K  parallel  zu  E^  zu  führen  ist.  In 
gleicher  Weise  ergibt  sich  der  Schnitt  (tfc^'c)  der  Ebene  A*g  mit  der 
Ebene  c^e'g. 

Die  beiden  Schnittgeraden  27  und  6  treffen  sich  in  einem  Punkte 
(aca'c),  welcher  den  Ebenen  E,  e  und  J.,  also  auch  der  Schnittlinie 
von  E  und  e  angehört.  In  analoger  Weise  wäre  durch  eine  zweite 
zur  Bildebene  parallele  Ebene  B'g  ein  weiterer  Punkt  (dcd'c)  der 
Schnittlinie  zu  ermitteln,  so  dass  man  die  Centralprojection  Sc  der 
letzteren  als  die  Verbindungsgerade  der  Punkte  a«  und  de  und  die 
Centralprojection  s'c  ihres  Grundrisses  als  Verbindungsgerade  der 
Punkte  a'c  und  d'c  erhält. 
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§•  491. 

152,  Aufgabe.  Dnrcli  einen  gegebenen  Punkt  (a<.a^)  ist  zu  einer 
gegebenen  Ebene  EbE'g  eine  Senkrechte  zu  fübren. 

Denken  wir  uns  zunächst  durch  das  Frojectionscentrum  eine 
Senkrechte  zu  der  gegebenen  Ebene  E  (Taf.  XXX,  Fig.  494)  ge- 
zogen, so  geht  die  orthogonale  Bildfiächprojection  derselben  durch  den 
Hauptpunkt  Ä  und  steht  auf  der  Bildflächtrace  Eb  senkrecht.  Be- 
stimmen wir  weiters  die  orthogonale  Grundfiächtrace  Eg  oder  deren 
Farallelstrahl  Cv,  so  muss  selbstverständlich  auf  dieser  die  orthogo- 
nale Grundflächprojection  der  gesuchten  Senkrechten,  also  auch  der 
Farallelstrahl  Cv^t  derselben,  normal  sein.  Hiedurch  erhält  man 
bereits  den  Fluchtpunkt  v'a  des  Grundrisses  der  gesuchten  Senk- 
rechten. 

Zieht  man  durch  v\  eine  Senkrechte  zur  Grundlinie,  so  trifft 
dieselbe  die  orthogonale  Bildfiächprojection  Äv,  des  Farallelstrahles 
der  Senkrechten  zur  Ebene  E  in  deren  Fluchtpunkt  v,.  Man  findet 
sonach  die  Centralprojection  Sc  der  verlangten  Normalen  zur  Ebene  E 
als  Verbindungslinie  der  Funkte  v«  und  a^  und  die  Centralprojection 
S\  ihres  Grundrisses  als  Verbindungsgerade  von  v'a  und  a'«. 

Diese  Auseinandersetzungen  werden,  gestützt  auf  das  bereits  Be- 
sprochene, hinreichen  y  um  auch  jedes  anderweitig  gestellte  Froblem 
anstandslos  zu  lösen  und  durchzuführen. 


Sechster  Absclmitt. 

Gebilde,  welche  aus  einer  endlichen  Anzahl  ebener 
Flächenstucke  zusammengesetzt  sind. 

XIX.  Capitel. 
Das  körperliche  Dreieck  oder  das  Dreikant. 

§.  492. 

Unter  einem  „körperlichen  Eck^  versteht  man  einen  Baum, 
welcher  von  drei  Ebenen  begrenzt  wird,  die  sich  nicht  in  derselben 
Geraden  schneiden. 

Eigentlich  gibt  es  vier  verschiedene  körperliche  Ecken,  die  von 
den  nämlichen  drei  Ebenen  gebildet  werden^  doch  ist  klar,  dass,  sobald 
eine  derselben  bestimmt  ist,  gleichzeitig  auch  die  anderen  drei 
bekannt  sind. 

Der  Punkt,  in  welchem  sich  di«  drei  Ebenen  oder  „Seiten*^ 
des  körperlichen  Dreieckes  schneiden,  wird  der  „Anfangspunkt^, 
der  „Scheitel*'  oder  der  „Ursprung^  desselben  genannt. 

Die  drei  Seiten  schneiden  sich  gegenseitig  in  drei  durch  den 
Ursprung  gehenden  geraden  Linien,  welche  die  „Kanten^  der  kör- 
perlichen Ecke  oder  das  „Dreikant^  heißen. 

Die  drei  Kanten  des  körperlichen  Eckes,  je  zwei  derselben  als 
Schenkel  betrachtet,  schließen  drei  ebene  Winkel  ein,  deren  Ebenen 
die  Seiten  des  Dreikants  sind.  Diese  Neigungswinkel  der  Kanten  gegen 
einander  wollen  wir  kurz  die  „Kanten Winkel"  der  körperlichen 
Ecke  nennen. 

r 

Ferner  besitzt  jede  dreiseitige  Körperecke  drei  „Flächenwin- 
kel", das  sind  jene  Winkel,  welche  die  drei  Erzeugungsebenen  oder 
Seiten  der  körperlichen  Ecke  paarweise  miteinander  einschließen  und 
häufig  auch  die  „Seitenwinkel"  des  Körperdreieckes  genannt  werden. 


I 
f 
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Die  darstelleude  Geometrie  beschäftigt  sich  in  Bezug  aaf 
das  „körperliche  Eck"  hauptsächlich  mit  zwei  Aufgaben* 

ä)  Mit  der  Construction  und  Darstellung  der  körperlichen  Ecke 
aus  gegebenen  Bestimmungsstücken,  d.  i.  aus  gegebenen  Kanten-  und 
Flächenwinkeln,  und 

b)  mit  der  Ermittlung  der  durch  vorliegende  Bestimmungsstücke 
bedingten,  nicht  direct  gegebenen  Größen.  Letztere  Operation  bezeichnet 
man  gewöhnlich  als  ^Auflösung"  der  körperlichen  Ecke. 

Wir  wollen  uns  namentlich  mit  diesen  beiden  Aufgaben  ein- 
gehender beschäftigen  und,  um  die  Constructionen  möglichst  einfach 
zu  gestalten  und  die  Ausführungen  auf  das  nothwendigste  zu  be- 
schränken, diesfalls,  behufs  Darstellung,  die  orthogonale  Projec- 
tionsmethode  wählen,  wobei  wir  überdies  nicht  wie  üblich,  von  zwei, 
sondern  bloß  von  einerProjectionsebene,  der  Bildebene,  Gebrauch 
machen  werden. 

Der  Gleichförmigkeit  und  der  Übereinstimmung  wegen  mit  der  für 
das  sphärische  Dreieck  allgemein  gewählten  Bezeichnung,  wollen  wir 
die  drei  Kantenwinkel  einer  körperlichen  Ecke  stets  mit  (r, /3 
und  y  und  die  diesen  beziehungsweise  gegenüberliegenden  Elächen- 
winkel  mit  a,  b,  c-^  den  jeweiligen  „Scheitel  oder  Ursprung**  mit 
S  und  die  Kanten  beziehungsweise  mit  SA,  SB,  SC  bezeichnen. 
Ferner  wollen  wir  allgemein  voraussetzen,  dass  die  Ebene  {SAy  SB) 
des  Kantenwinkels  y  in  der  Bildebene  liege  und  somit  in  wahrer  Größe 
erscheine. 

Wie  bekannt  und  nun  auch  die  Constructionen  in  jedem  einzelnen 
Falle  darthun  werden,  ist  eine  körperliche  Ecke  analog  dem  demselben 
entsprechenden  Kugeldreiecke,  durch  irgend  drei  von  den  sechs  Größen 
a,  /3,  y,  a,  b  und  c  der  Gestalt  nach  vollkommen  bestimmt. 

Wir  unterscheiden  hiernach  folgende  sechs  Bestimmungsweisen 
und  betrachten  demgemäß  als  gegebene  Größen: 

a)  Alle  drei  Kantenwinkel. 

b)  Zwei  Kantenwinkel  und  den  von  den  Ebenen  dieser  Kanten- 
winkel eingeschlossenen  Flächenwinkel. 

c)  Zwei  Kantenwinkel  und  einen  der  Ebene  des  einen  Kanten- 
winkels gegenüberliegenden  Flächenwinkel. 

d)  Einen  Kanten winkel  und  die  beiden  anliegenden  Flächenwinkel. 

e)  Einen  Kantenwinkel,  einen  der  Ebene  dieses  Kantenwinkels  an- 
liegenden und  einen  derselben  Ebene  gegenüberliegenden  Flächenwinkel. 

f)  Alle  drei  Flächenwinkel. 

Peschka,  Darstellende  u.  projectire  Geometrie.  32 
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.   §.  49a 

153.  Aufgabe.  Drei  Eantenwinkel  a,  ß  und  y  einer  dreiseitigen 
Körperecke  sind  gegeben ;  es  ist  die  körperliolie  Ecke  zn  oonstroieren 
und  anfznlSsen,  d.  L  die  drei  Fläokenwinkel  a,  b  nnd  c  sind  zu 
bestimmen. 

Sei  ÄSB  (Taf.  XXX,  Fig.  495)  der  in  der  Bildebene  liegende 
Kantenwinkel  y.  Die  beiden  anderen  gleichfalls  gegebenen  Kanten* 
Winkel  a  nnd  ß  denken  wir  nns  in  der  Bildebene  unmittelbar  an  y 
angereiht,  und  zwar  den  Eantenwinkel  a  so  angeschlossen,  dass  der 
eine  seiner  Sbhenkel  mit  SB  und  den  Eantenwinkel  ß  derart  angefügt, 
dass  einer  seiner  Schenkel  mit  SA  zusammenfalle.  In  diesen  Lagen 
verzeichnet  und  in  die  Bildebene  ausgebreitet,  erscheinen  die  Eanten- 
winkel a  und  ß  durch  BSC'  und  ASC"  repräsentiert. 

Es  wird  sich  nun,  behufs  Darstellung  der  körperlichen  Ecke, 
darum  handeln,  die  beiden  Winkel  a  und  ß  um  ihre  Schenkel  ^JS 
und  beziehungsweise  SA  so  lange  zu  drehen,  bis  sich  die  beiden  an- 
deren Schenkel  SC'  und  SC"  im  Baume  vereinigen,  d.  i.  in  eine 
Gerade  zusammenfallen. 

Dass  dies  im  allgemeinen  innerhalb  gewisser  Grenzen,  die  wir 
sofort  kennen  lernen  werden,  immer  der  Fall  sein  wird,  und  dass  dem- 
gemäß die  körperliche  Ecke  durch  die  gegebenen  drei  Eantenwinkel 
auch  immer  vollkommen  bestimmt  sei,  geht  daraus  hervor,  dass  sich 
die  beiden  concentrischen  Eegel,  welche  durch  die  Botation  von  SG^ 
und  SC**  um  SB  und  beziehungsweise  SA  entstehen,  zwei  Erzeu- 
genden, die  gegen  die  Ebene  SAB  symmetrisch  liegen,  gemein  haben. 
Jede  derselben  kann  als  die  gesuchte  dritte  Eante  der  körperlichen 
Ecke  betrachtet  werden. 

Die  beiden  Eegel  werden  sich  nicht  schneiden,  wenn  entweder 
der  Winkel  y  größer  ist  als  ^  a  +  ^  ß,  oder  wenn  der  eine  von 
dem  anderen  ganz  umschlossen  wird,    d.  i.,    wenn  entweder 

^a>-4/S4--*y  oder  -s^/J>^a-f--^y  ist. 

Als  nothwendige  Bedingung  f^r  das  Zustandekommen  einer  körper- 
Uchen  Ecke  ist  daher  die  anzusehen,  dass  die  Summe  zweier  Ean- 
tenwinkel immer  grösser  als  der  dritte  Eantenwinkel  sein  müsse. 

Indem  wir  auf  die  Gonstruction  der  körperlichen  Ecke  über- 
gehen, ist  vor  allem  einleuchtend,  dass  zwei  auf  den  Schenkeln  SC 
und  SC^  liegende  und  von  S  gleich  weit  abstehende  Punkte,  beispiels- 
weise ic*  und  aj",  nach  der  Drehung  um  SB  respective  SA^  in  einem 
Punkte  X  der  zu  suchenden  Eante  SC  zusammenfallen  werden. 

Die  Punkte  x"  und  x'*  beschreiben  bei  der  Drehung  Ereise  K^ 
und  £,,  deren  Ebenen  senkrecht  zu  den  bezüglichen  Drehungsachsen 
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SB  und  SA  stehen,  und  sich  somit  als  jene  Geraden  projicieren, 
welche  durch  j/,  resp.  a?"  senkrecht  zu  5J5,  resp.  SA  gezogen  werden 
können.  Die  beiden  Kreise  K^  und  K^  schneiden  sich  in  einem  Punkte, 
dessen  orthogonale  Projection  x  der  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden 
x*x  und  x^x  ist. 

Wir  erhalten  demgemäß  in  Sx  die  orthogonale  Projection 
der  dritten  Kante  SC  der  zu  construierenden  körper- 
lichen Ecke. 

Die  Höhe  des  Punktes  x  über  seiner  Projection  x  ergibt  sich  als 
die  Kathete  xxf^  eines  rechtwinkligen  Dreieckes,  in  welchem  die  an- 
dere Katbete  xr^  und  die  Hypotenuse  x\r^  dem  Drehungsradius  x*r^ 
des  Punktes  x*  gleich  ist. 

Gleichzeitig  finden  wir  aus  diesem  Dreiecke  xr^^x'^  auch  den 
Neigungswinkel  der  Ebene  (SB,  SC)  gegen  die  Projectionsebene  oder 
mit  anderen  Worten  den  Flächenwinkel  b  der  körperlichen 
Ecke  als  den  der  Seite  xx^^  gegenüberliegenden  Winkel. 

Darch  eine  ganz  analoge  Constructioa  ergibt  sich  ferner  auch 
der  der  Kante  SA  entsprechende  Flächenwinkel  a  aus  dem  recht- 
winkligen Dreiecke  xr^x'\,  und  zwar  erscheint  derselbe  in  seiner 
wahren  Größe  durch  --4-a;"„rjjc  =  a  dargestellt. 

^ 

Um  endlich  den  dritten  Flächen winkel  o,  d.  i.  den  von  den 
Seiten  SAC  und  SBC  gebildeten  Neigungswinkel  zu  bestimmen, 
legen  wir,  alleafalls  durch  den  Punkt  x  (im  Baume),  auf  die  Kante 
S  C  eine  senkrechte  Ebene  P.  Diese  Ebene  P  schneidet  die  beiden  in 
der  Kante  SC  zusammenstoßenden  Seitenflächen  SBC  und  SAC  in 
zwei  Geraden,  welche  offenbar  auf  SC  senkrecht  stehen,  und  die 
Schenkel  des  zu  suchenden  Neigungswinkels  bilden. 

Denkt  man  sich  der  Einfachheit  wegen  diese  beiden  Schnitt- 
geraden, beziehungsweise  um  SB  und  SA  in  die  Bildebene  umgelegt, 
so  gehen  dieselben  durch  x',  resp,  x"  und  stehen  auf  den  in  die  Bild- 
ebene umgelegten  Kanten  SC',  resp.  SC  senkrecht. 

Die  Punkte  m  und  w,  in  welchen  sie  die  betreffenden  Drehungs- 
achsen SB  und  SA  schneiden,  gehören  gleichzeitig  den  Projectionen 
xm  und  xn  der  vorgenannten  Schnittgeraden  an,  während  ihre  Ver- 
bindungslinie mn  die  Bildflächtrace  Pt  der  Ebene  des  gesuchten 
Neigungswinkels  repräsentiert. 

Um  letzteren,  d.  i.  den  Neigungswinkel  c,  in  wahrer  Größe 
zu  erhalten,  hat  man  bloß  das  Dreieck  mxn  nm  mn  in  iie  Bild- 
ebene nach  mXf^n  umzulegen,  was  umso  weniger  Schwierigkeiten  bietet, 
als  die  wahren  Größen  von  mx  und  nx  bereits  bekannt  sind.  Es  ist 
nämlich  mx^^mix*  und  nx^  =  ncc'\ 

82* 
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Somit  ergibt  sich  die  wahre  Größe  des  dritten  Flächen- 
winkels  c  =  ^mx^n,  womit  die  vorgegebene  körperliche  Ecke  nicht 
nur  construiert,  sondern  auch  aufgelöst  erscheint. 

§•  494. 

154.  Aufgabe.  Zwei  EantenwlnkM  a  und  y  und  der  eingescUos- 
sene  Flächenwinkel  b  einer  körperlichen  Ecke  sind  gegeben;  es  ist 
die  körperliche  Ecke  zu  construleren  und  aufzulösen. 

Wir  nehmen,  wie  im  vorhergehenden  Falle,  den  gegebenen  Kanten- 
Winkel  y  (Taf.  XXX,  Fig.  495)  in  der  Bildebene  liegend  an,  und  reihen 
an  dessen  Schenkel  SB  den  zweiten  gleichfalls  gegebenen  Kanten- 
Winkel  a  =  -4-  CSB  an. 

Da  der  von  den  beiden  Seiten  SC'B  und  SBÄ  gebildete  Fl&chen- 
winkel  b  als  gegeben  vorliegt,  so  läuft  die  Construction  der  körper- 
lichen Ecke  darauf  hinaus,  den  Winkel  CSB  um  SB  so  lange  zu 
drehen  bis  seine  Ebene  mit  der  Projectionsebene  den  Winkel  b  ein- 
schließt. 

Zu  diesem  Zwecke  wählen  wir  auf  SO  einen  beliebigen  Punkt 
x\  und  drehen  denselben  [um  SB  so  lange,  bis  sein  Drehungsradius 
x'r^  mit  der  Projectionsebene,  also  mit  seiner  orthogonalen  Projec- 
tion  r^  X  den  Winkel  b  einschließt. 

Besagte  Construction  ist  sehr  einfach  durchzuführen,  wenn  man 
berücksichtigt,  dass  sich  r^x  als  Kiithete  eines  rechtwinkligen  Drei- 
eckes r^xx'^  ergibt,  in  welchem  die  Hypotenuse  r^x'^  dem  Drehungs- 
radius r,  X*  des  Punktes  x*  gleich  ist,  und  der,  der  gesuchten  Kathete 
r^x  anliegende  Winkel  gleich  b  ist.  Die  sich  so  ergebende  zweite 
Kathete  xx*q  des  Dreieckes  xr^x'^  stellt  gleichzeitig  die  Entfernung 
des  gedrehten  Punktes  x  von  der  Projectionsebene  dar. 

Die  Yerbindungsgerade  Sx  repräsentiert  somit  bereits  die  Pro- 
jection  der  in  den  Baum  gedrehten  Geraden  SC\  und,  da  die  Ebene 
SBx  mit  der  Bildebene  den  gegebenen  Winkel  b  einschließt,  zu- 
gleich die  orthogonale  Projection  der  darzustellenden 
dritten  Kante  SC  der  körperlichen  Ecke. 

Es  erübrigt  hiernach  nur  noch  die  Auflösung  der  körperlichen 
Ecke,  d.  i.  did  Bestimmung  der  wahren  Größe  des  Kantenwinkels  ß 
und  der  Fläckenwinkel  a  und  c. 

Der  Kantenwinkel  ß  ist  infolge  der  durchgeführten  Construc- 
tion schon  durch  seine  orthogonale  Projection  CSA  gegeben;  die 
wahre  Größe  desselben  wird  erhalten,  indem  wir  besagten  Winkel 
um  seinen  Schenkel  SA  in  die  Bildebene  umlegen. 
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Nachdem  der  Pankt  S  als  in  der  Drehachse  liegend  bei  dieser 
Umlegung  ungeändert  bleibt ^  wird  es  genügen,  noch  irgend  einen 
Funkt  von  SC  umzulegen.  Hierzu  werden  wir  mitVortheil  den  soeben 
bestimmten  Funkt  x  benützen  können.  Die  Frojection  des  Drehungs-» 
radius  für  diesen  Punkt  ist  das  von  x  auf  SÄ  gefällte  Perpendikel 
xr^;  die  wahre  Größe  desselben  ergibt  sich  als  die  Hypotenuse  r^x^^" 
eines  rechtwinkligen  Dreieckes  xr^x^*\  in  welchem  die  eine  Kathete 
die  Strecke  r^x  ist,  während  die  zweite  Kathete  xx^'  durch  die  Ent- 
fernung des  zu  drehenden  Punktes  von  der  Projectionsebene,  also  durch 
xx**^^=xx\  dargestellt  erscheint. 

Aus  diesem  so  erhaltenen  Dreiecke  xx^**t^  ergibt  sich  aber  auch 
der  Neigungswinkel  der  Ebene  GSA  gegen  die  Projectionsebene,  d.  i. 
der  Flächenwinkel  a'=^x^*T^x  in  seiner  wahren  Größe. 

Legt  man  nun  durch  Zuhilfenahme  des  Drehungsradius  x^**t^ 
den  Funkt  x  in  die  Bildebene  nach  x**  um,  wobei  r^a;"  =  r^x^*  ist, 
so  erhalten  wir  in  x** S^  resp.  SO*  die  umgelegte  Kante  und  mithin 
in  dem  Winkel  C**SA  die  wahre  Größe  des  Kantenwinkels  /3. 

Um  endlich  noch  den  der  Kante  SC  entsprechenden  Flächen- 
winkel 0  zu  ermitteln,  verfahren  wir  genau  so  wie  im  vorhergehenden 
Falle.  Wir  legen  nämlich  durch  x  eine  zur  Kante  CS  senkrechte 
Ebene  P,  deren  Bildflächtrace  P^  sich  als  Verbindungslinie  jener  Punkte 
m  und  n  ergibt,  die  beziehungsweise  in  SB  und  SA  durch  die  zu 
jSC'  und  SC**  senkrechten  Geraden  x*m  und  x**n  bestimmt  werden, 
und  legen  sodann  den  Winkel  ma;n  um  mn  in  die  Bildebene  nach 
mx^n  um,  in  welcher  Lage  der  genannte  Winkel  die  wahre  Größe 
von  0  repräsentiert. 

§.  495. 

155.  Aufgabe.  Zwei  Kantenwinkel  y  und  /3  und  der  dem  einen 
gegenüberliegende  Flächenwinkel  &  einer  dreiseitigen  Körperecke 
sind  gegeben;  es  ist  die  körperliche  Ecke  zu  oonstruieren  und  auf- 
zulösen. 

Behufs  Construction  der  vorstehenden  Aufgabe  denken  wir  uns 
durch  die  Kante  BS  (Taf.  XXX,  Fig. 496)  diejenige  Seitenebene  gelegt, 
welche  mit  der  Bildebene  (Seitenebene  SAB)  den  gegebenen  Flächen- 
winkel h  einschließt,  und  hierauf  die  Kante  SO*^  als  Schenkel  des 
gegebenen  Kantenwinkels  /3,  um  SA  so  lange  gedreht,  bis  sie  in  die 
vorangedeutete  Ebene  fällt. 

Es  wird,  da  S  in  der  Drehachse  liegt,  selbstverständlich  genügen, 
die  Drehung  eines  einzigen  der  Kante  SC*  angehörenden  Punktes, 
etwa  x*\  in  die  bezeichnete  Seitenebene  zu  vollziehen. 
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Der  Punkt  x'*  beschreibt  bei  seiner  Drehung  um  8A  einen 
Ereis  A;,  dessen  Ebene  S  auf  der  Kante  SA  senkrecht  steht ,  dessen 
Badius  die  Entfernung  x**r^  des  Punktes  x**  vor  SA  ist,  und  dessen 
Mittelpunkt  sich  als  Fußpunkt  r,  der  von  a?''  auf  SA  geMlteu  Nor- 
malen x**r^  ergibt. 

Soll  der  Punkt  x**  bei  der  Drehung  in  die  durch  SB  unter  dem 
Winkel  h  gegen  SAB  gelegte  Seitenebene  gelangen,  so  mnss  derselbe 
gleichzeitig  in  den  Schnitt  der  Ebene  R  mit  dieser  Seitenebene  zu  liegen 
kommen,  da  der  bezeichnete  Punkt  bei  der  Drehung  aus  ersterer 
Ebene  nicht  heraustritt. 

Nehmen  wir  nun  auf  J9b  irgend  einen  beliebigen  Punkt  %  als 
die  Projection  eines  in  der  Seitenebene  SBC  liegenden  Punktes  an, 
so  wird  die  Entfernung  dieses  Punktes  von  der  Bildebene  als  die  Ka- 
thete mr^  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  im*^^  erhalten,  in  welchem 
die  zweite  Kathete  nQ  die  Entfernung  des  Punktes  n  von  SB  reprä- 
sentiert ,  und  der  derselben  anliegende  Winkel  %  q  n*^  dem  gegebenen 
Flächenwinkel  h  gleich  ist. 

Denken  wir  uns  ferner  den  Punkt  %  um  Ui,  nach  n^  umgelegt, 
wobei  ^o^r  =  7c\n  ist,  und  n^  mit  dem  Schnittpunkte  s  von  Ei^ 
und  SB  durch  die  Gerade  6^  verbunden,  so  stellt  letztere  die  um 
Eh  umgelegte  Schnittlinie  der  Ebenen  E  und  SBC  vor. 

Der  um  Et  umgelegte  Kreis  h^  schneidet  die  gleichfalls  in  die 
Bildebene  gedrehte  Gerade  6^  in  zwei  Punkten  x^  und  x*^ ,  deren  jeder 
eine  Lösung  der  vorliegenden  Aufgabe  ergibt. 

Wählen  wir  beispielsweise  den  Punkt  x^  dessen  orthogonale  Pro- 
jection sich  in  x  ergibt,  so  stellt  die  Gerade  Sx  oder  SC  bereits  die 
orthogonale  Projection  der  verlangten  dritten  Kante  dar. 

Es  erübrigt  somit  nur  noch,  die  körperliche  Ecke  aufzu- 
lösen. 

Der  Flächenwinkel  a,  d.  h.  der  Neigungswinkel  der  Ebene  8GA 
mit  der  Projectionsebene,  ist  bereits  in  wahrer  Größe  durch  jenen 
Winkel  x^r^x  dargestellt,  welcher  von  den  Geraden  Eh  undr^a?^  ein- 
geschlossen wird. 

Den  zu  bestimmenden,  der  Kante  SA  gegenüberliegenden  Kanten- 
winkel a  erhalten  wir  sogleich  in  wahrer  Größe,  wenn  wir  den  Punkt  x 
um  SB  in  die  Bildebene  umlegen.  Derselbe  muss  nach  der  Um- 
legung offenbar  in  der  durch  die  Projection  x  zu  SB  senkrecht  ge- 
zogenen Geraden  xr^  liegen  und  da  ferner  die  wahre  Größe  r,  x*^  des 
Abstandes  der  Punkte  x  und  r^  bekannt  ist,  so  wird^  nachdem  r, 
bei  der  Drehung  ungeändert  bleibt,  der  um  SB  umgelegte  Punkt  x 
im  Schnittpunkte  x'  von  xr^    mit   dem    aus    r,    mit    dem    Badius 
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r,  a?'o  (=  r^  x')  beschriebenen  Kreise  liegen,  und  mithin  die  umgelegte 
Kante  SC  in  Sxf  oder  SC  erhalten. 

Die  wahre  Größe  des  Kantenwinkels  a  erscheint  sonach 
durch  den  Winkel  BSC  dargestellt. 

Was  endlich  den  Flächenwinkel  c  anbelangt,  so  können  wir  genau 
so  wie  in  den  vorhergehenden  Fällen  verfahren,  indem  wir  vermittelst 
der  Funkte  x*  und  x"  die  Gerade  mn  bestimmen  und  um  dieselbe  den 
Winkel  mxn  in  die  Bildebene  nach  mofi^n  umlegen. 

§.  496. 

156.  Aufgabe.  Ein  Kantenwinkel  y  und  die  beiden  anliegenden 
Flächenwinkel  a  und  b  einer  dreiseitigen  Körperecke  sind  gegeben; 
die  körperliche  Ecke  ist  zu  construieren  und  aufzulösen. 

Wie  in  allen  früheren  Fällen,  setzen  wir  auch  hier  voraus,  dass 
der  Kantenwinkel  y  (Taf.  XXX ,  Fig.  496)  in  der  Projections- 
ebene  liege. 

Um  die  körperliche  Ecke  zu  construieren,  denken  wir  uns  die- 
selbe durch  eine  horizontal-projicierende  zur  Kante  SA  senkrechte 
Hilfsebene  Hb  geschnitten  und  die  Schnittlinien  mit  den  Seiten- 
ebenen um  Hb  in  die  Bildebene  umgelegt. 

Da  die  Ebene  H  auf  der  Kante  SA  senkrecht  steht,  so  ist  der 
Winkel,  welchen  die  Schnittlinie  der  Ebene  H  mit  der  Seitenebene 
SAC(ß.  i.  r^Xf^^  mit  der  Trace Hb)  einschließt,  dem  gegebenen  Flächen- 
winkel a  gleich.  Die  besagte,  um  Hb  umgelegte  Schnittlinie  erhalten 
wir  mithin,  wenn  gegen  Hb  durch  r^  eine  Gerade  r^x^  unter  dem 
Winkel  a  gezogen  wird. 

Um  nun  auch  den  Schnitt  der  Hilfsebene  H  mit  der  Seitenebene 
SBC  zu  bestimmen,  haben  wir  bloß  zu  erwägen,  dass  Hb  bereits  die 
orthogonale  Projection  der  gesuchten  Schnittlinie  repräsentiere.  Wählen 
wir  daher  auf  Hb  einen  beliebigen  Funkt  x  als  Projection  eines  in  der 
Ebene  SBC  liegenden  Punktes,  so  wird  derselbe  offenbar  auch  der  gefor- 
derten Schnittlinie  angehören.  Da  aber  der  Neigungswinkel  b  der 
Seitenebene  SB  C  gegen  die  Bildfläche,  so  wie  ihre  Bildflächtrace  SB 
bekannt  ist,  so  erhalten  wir  den  Abstand  des  Punktes  jt  von  der 
Projectionsebene  als  Kathete  sc  ;i'o  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  ;i:;z:'o(^, 
in  welchem  die  zweite  Kathete  das  von  ^r  auf  SJB  gefällte  Perpen- 
dikel n  Q,  und  der  derselben  anliegende  Winkel  der  gegebene  Flächen- 
winkel b  ist. 

Legen  wir  weiters  den  Punkt  x  um  die  Trace  Hb  in  die  Bild- 
ebene nach  ^Tq  um,  wobei  njc^  senkrecht  auf  Hb  steht  und  gleich  xn^* 
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ist,  so  erhalten  wir  einen  Punkt  der  umgelegten  Schnittlinie,  welche 
sich  nunmehr  als  die  gerade  Verbindungslinie  %  des  Punktes  sr^  mit 
dem  ebenfalls  der  Schnittlinie  angehörenden  Schnittpunkte  ^  der  bei- 
den Tracen  Hb  und  SB  ergibt. 

Die  beiden  Geraden  XqV^  und  ^q  schneiden  sich  in  einem  Punkte 
x^y  dessen  Projection  x  durch  den  Fußpunkt  der  von  x^  auf  Hb  ge- 
fällten Senkrechten  bestimmt  wird,  dessen  Abstand  von  der  Bildebene 
gleich  xXf^  ist,  und  welcher,  da  er  gleichzeitig  einen  Punkt  der  drei 
Ebenen  J3,  SAG,  SBC  darstellt,  einen  Punkt  der  Kante  SC  reprä- 
sentiert, deren  Projection  somit  in  Sx  oder  SC  erhalten  wird. 

Um  die  wahre  Größe  des  Kantenwinkels  /3  zu  bestimmen, 
legen  wir  den  Punkt  x  um  SA  in  die  Bildebene  nach  a;"  um,  wobei 
r^x"  =  t^Xq  ist.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  in  x"  S  die  umgelegte 
Kante  SC*\  mithin  in  -4-  C'*SA  den  gesuchten  Kantenwinkel  ß. 

Die  wahre  Größe  des  Kantenwinkels  a  ergibt  sich  fol- 
gendermaßen. 

Wir  legen  die  Gerade  xr^  um  SB  in  die  Bildebene  um;  dabei 
gelangt  x  nach  der  ümlegung  in  die  zu  SB  senkrechte  Gerade  xr^J 
und  da  die  wahre  Größe  von  sr^  gleich  r^x'^  ist,  so  haben  wir  die  Gerade 
r^x  bloß  durch  einen  Kreisbogen  aus  dem  Mittelpunkte  r^  und  dem 
Badius  r^  x'^  =  r^  x*  zu  durchschneiden,  um  im  Schnittpunkte  x'  den 
umgelegten  Punkt  x\  in  Sx^  oder  SC*  also  die  umgelegte  Kante,  und 
in  dem  Winkel  C'SB  den  gesuchten  Kanten winkel  a  zu  erhalten. 

Der  Flächenwinkel  c  =  ^mx^^n  wird  in  voller  Überein- 
stimmung mit  dem  im  vorhergehenden  Falle  angewendeten  Verfahren 
gefunden. 

§.  497. 

157.  Aufgabe.  Ein  Kantenwinkel  /?,  ein  der  Ebene  dieses  Kan- 
tenwinkels anliegender  Flächenwinkel  a  und  ein  derselben  Ebene 
gegenüberliegender  Flächenwinkel  c  eines  Dreikants  sind  gegeben ;  die 
Körperecke  ist  zu  constmieren  und  aufzulösen. 

Denken  wir  uns  die  Ebene  des  allerdings  bis  jetzt  noch  unbe- 
kannten Kantenwinkels  ^,  als  Bildebene  angenommen,  wählen  wir 
femer  den  einen  Schenkel  SA  (Taf.  XXX,  Fig.  496)  desselben  ganz 
beliebig  und  reihen  in  der  BildeboDe  den  gegebenen  Kantenwinkel 
ß  z=z  ^  C**SA  an  den  obgenannten  Winkelschenkel  an. 

Der  Winkel,  welchen  die  Ebene  des  Kantenwinkels  ß  mit  jener 
des  Kantenwinkels  y,  d.  i.  mit  der  Bildebene  einschließt,  ist  der  ge- 
gebene Flächenwinkel  a.  Um  demnach  die  Kante  SC  räumlich  dar* 
zustellen,  werden  wir  die  Seite  C"SA  um  SA  so  lange  zu  drehen 
haben,  bis  sie  mit  der  Bildebene  den  Winkel  a  einschließt. 
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Zu  diesem  Behufe  nehmen  wir  auf  SC"  einen  beliebigen  Punkt 
x"  an.  Derselbe  beschreibt  bei  der  Drehung  um  SÄ  einen  Kreis  k, 
dessen  Ebene  zu  SA  senkrecht  steht. 

Die  Bildflächtrace  dieser  Ebene  ist  die  durch  x'*  zu  SA  senk- 
recht gezogene  Gerade  if».  Der  Punkt  r^,  in  welchem  jET»  die  Kante 
SA  trifft,  ist  offenbar  der  Mittelpunkt  des  Drehkreises  und  x^r^^  die 
wahre  Größe  des  Drehungsradius« 

Die  Projection  x  des  gedrehten  Punktes  liegt  auf  der  Verlänge- 
rung von  x**r^  und  wird  r^x  durch  die  Kathete  eines  rechtwinkligen 
Dreieckes  r^xx^  dargestellt  werden,  in  welchem  der  dieser  Kathete 
anliegende  Winkel  gleich  dem  Flachenwinkel  a,  die  Hypotenuse  r^x^ 
dem  Badius  x"  r^  des  Drehungskreises  Je  gleich  ist  und  die  zweite 
Kathete  xx^  den  Abstand  des  gedrehten  Punktes  x  von  der  Bildebene 
vorstellt. 

Die  Projection  der  Kante  SC  erhalten  wir  sonach  als  Verbin- 
dungsgerade der  Punkte  S  und  x. 

Durch  die  Kante  SC  soll  nun  die  Seitenfläche  SCB  so  geführt 
werden,  dass  sie  mit  der  Seitenfläche  ASC  den  gegebenen  Flächen- 
winkel c  einschließt. 

Wird  demnach  eine  Ebene  senkrecht  zu  der  den  beiden  Seiten- 
flächen ASC  und  BSC  gemeinschaftlichen  Kante  SC  gelegt,  so  wird 
diese  die  genannten  Seitenflächen  in  zwei  Geraden  schneiden,  welche 
den  besagten  Winkel  c  miteinander  einschließen.  Selbstverständlich 
werden  diese  Schnittgeraden  auf  SC  senkrecht  stehen.  Diese  letztere 
Eigenschaft  bietet  gleichzeitig  die  Mittel  zur  weiteren  Construction. 

Legen  wir  zunächst  durch  den  Punkt  x  der  Kante  CS  auf  diese 
eine  senkrechte  Ebene  P.  Der  Schnitt  dieser  Ebene  P  mit  der  Seiten- 
ebene SCA  ist  senkrecht  zu  SC,  stellt  sich  daher,  nach  der  ümlegung 
um  SA  in  die  Bildebene^  als  jene  Gerade  x'^n  dar,  welche  durch  a" 
senkrecht  zu  SC"  gezogen  wird. 

Der  Punkt  n,  in  welchem  diese  Gerade  x"n  die  Kante  SA 
(Drehungsachse)  schneidet,  gehört  auch  der  Projection  xn  der  Schnitt- 
linie der  beiden  Ebenen  P  und  SCA  und,  nachdem  derselbe  in 
der  Bildebene  liegt,  auch  der  Trace  Pö  der  Ebene  des  Neigungs- 
winkels c  an.  Diese  letztere  ist  leicht  zu  bestimmen.  Da  näm- 
lich die  Ebene  P  zur  Kante  SC  senkrecht  sein  soll,  so  muss  ihre 
Trace  Pt  auf  der  Projection  SC  senkrecht  stehen,  wird  somit  durch 
die  durch  n  gehende,  zu  SC  senkrechte  Gerade  dargestellt. 

'  Denken  wir  uns  nun  den  Punkt  x  um  P»  in  die  Bildebene  um- 
gelegt, so  gelangt  der  umgelegte  Punkt  nach  x\  in  die  Verlängerung 
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von  ÄC,  wobei  selbstverständlich  nx\  ==  nx"  ist  und  na^^  den  um- 
gelegten Schnitt  der  Ebene  P  mit  der  Ebene  SÄG  repräsentiert. 

Nachdem  ferner  die  Ebene  P  die  zu  suchende  Seitenebene  SCB 
in  einer  Geraden  xm  schneidet,  welche  mit  der  Geraden  xn  den  ge- 
gebenen Winkele  einschließt,  so  erhalten  wir  die  um  P»  in  die  Bild- 
ebene umgelegte  Schnittgerade  xm  als  diejenige  Gerade  x^^  m,  welche 
mit  x9^n  den  gegebenen  Winkel  c  bildet. 

(Da  der  Winkel  c  nach  der  einen  oder  der  anderen  Seite  von  x\  n 
aufgetragen  werden  kann,  so  lässt  die  Aufgabe  zwei  verschiedene  Lö- 
sungen zu.) 

Die  Gerade  x\  m  triflft  P»  in  einem  Punkte  w,  welcher  der  Bild- 
flächtrace  der  gesuchten  Seitenebene  SCB,  d.  i.  der  Kante  SB  an- 
gehört, welch  letztere  sich  demgemäß  als  die  Verbindungsgerade  der 
Punkte  S  und  m  ergibt. 

Nachdem  ÄSB  gleichzeitig  den  verlangten  Kanten winkel  y 
seiner  wahren  Größe  nach  bestimmt,  ist  hiemit  die  Aufgabe,  bezflglich 
der  Construction  der  körperlichen  Ecke,  vollständig  ge- 
löst, und  es  wird  sich  nur  noch  um  die  Vervollständigung  von  deren 
Auflösung  handeln. 

Legen  wir  den  Punkt  x  um  SB  in  die  Bildebene  nach  x^  um, 
so  ergibt  x'S  die  umgelegte  Kante  SC  und  folglich  der  Winkel 
BSC  den  zu  bestimmenden  Kanten  winkel  cc. 

Den  Flächenwinkel  h  erhalten  wir  aus  dem  rechtwinkligen  Drei- 
ecke r^  X  x'q  ,  in  welchem  die  dem  Winkel  b  gegenüberliegende  Kathete 
xx*^  dem  Abstände  xx^  des  Punktes  x  von  der  Bildebene  gleich  ist, 
während  die  andere  Kathete  xr^  durch  die  von  x  auf  SB  gefällte 
Senkrechte  repräsentiert  wird. 

§.  498. 

158.  Aufgabe,  Die  drei  Flächenwinkel  a,  6,  c  eines  Eörpereckes 
sind  gegeben;  es  ist  die  körperliche  Ecke  zu  construieren  und  auf- 
zulösen. 

Die  Ebene  des  Kantenwinkels  y  wollen  wir  wieder  mit  der  Bild- 
ebene zusammenfallend  voraussetzen  und  weiters  annehmen ,  dass  die 
beliebig  gewählte  Gerade  ÄÄ  (Taf.  XXX,  Fig.  497)  die  Kante  SÄ, 
also  einen  Schenkel  des  Kanten  winkeis  y  vorstelle.  Die  durch  ÄÄ 
gehende  Seitenebene  SÄC  ist  ihrer  Lage  nach  vollkommen  bestimmt, 
da  ihr  Neigungswinkel  a  gegen  die  Bildebene  gegeben  ist. 

Um  nun  die  körperliche  Ecke  zu  construieren,  wird  es  sich  darum 
handeln,  eine  Ebene  zu  ermitteln^  welche  mit  der  Bildebene  den  Win- 
kel b  und  mit  der  eben  genannten  Seitenebene  SÄG  den  Winkel  c 
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einschließt.  Diese  erst  zu  bestimmende  Ebene  wird  sodann  die  dritte 
Seitenebene  SBC  der  Körperecke  vorstellen. 

um  besagte  Ebene  zu  construieren ,  denken  wir  uns  vor  allem 
die  Bildebene  und  die  Seitenebene  SÄG  durch  eine  zur  Kante  ÄÄ 
senkrechte  Ebene  h  geschnitten.  Der  Schnitt  mit  der  ersteren  ist 
bereits  die  Bildflächtrace  h  selbst,  während  sich  der  Schnitt  der 
Ebene  h  mit  der  Seitenebene  CA  S,  um  h  in  die  Bildebene  umgelegt, 
als  jene  Gerade  q6^  darstellt,  welche  mit  h  den  gegebenen  Flächen- 
winkel a  einschließt. 

Nehmen  wir  weiters  in  der  Ebene  h  noch  irgend  einen  belie- 
bigen Punkt  an,  dessen  orthogonale  Frojection  o  sei,  während  derselbe 
nach  seiner  ümlegung  um  ht  durch  Oq  dargestellt  werde. 

Diesen  Punkt  o  betrachten  wir  als  Scheitel  eines  Kegels,  dessen 
Erzeugenden  durchgehends  mit  der  Bildebene  den  Winkel  (90®  —  b) 
bilden,  wobei  b  denjenigen  Flächenwinkel  bedeutet,  welchen  die  Bild- 
ebene mit  der  Seitenebene  SCB  einschließen  soll. 

Besagter  Kegel  schneidet  die  Bildebene  in  einem  Kreise  J;,,  dessen 
Mittelpunkt  die  Projection  o  des  Kegelscheitels  ist,  dessen  Radius  oy 
sich  als  die  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  o^oy  ergibt,  in 
welchem  die  zweite  Kathete  o^o  den  Abstand  des  Kegelscheitels  von 
der  Bildebene  und  der  derselben  anliegende  Winkel  oo^y  den  gege- 
benen Flächen  Winkel  b  repräsentiert. 

Da  jede  Erzeugende  des  Kegels  {o,  Jc^)  mit  der  Bildebene  den 
Winkel  (90®  —  b)  einschließt,  so  wird  andererseits  jede  Ebene,  welche 
zu  irgend  einer  dieser  Erzeugenden  senkrecht  geführt  wird,  mit  der 
Bildebene  den  Winkel  b  bilden  müssen.  Hieraus  folgt,  dass  die 
gesuchte  Seitenebene  SBC  auf  einer  der  Kegelerzeugenden  senkrecht 
stehen  muss. 

Da  dieselbe  aber  außerdem  mit  der  Ebene  SÄC  den  Flächen- 
winkel c  einzuschließen  hat,  so  wird  unter  den  Kegelerzeugenden 
speciell  jene  zu  bestimmen  sein,  welche  mit  der  Seiteuebene  SÄC 
den  Winkel  (90®  —  c)  bildet. 

Alle  durch  o  gehenden  Gei*aden,  welche  mit  der  Ebene  SÄC 
den  Winkel  (90®— c)  einschließen,  bilden  aber  wieder  einen  Eotations- 
kegel,  dessen  Achse  die  Senkrechte  yon  o  auf  die  obbezeichnete  Ebene 
ist  (in  der  Umlegung  um  h  durch  o^s  dargestellt).  Besagter  Kegel 
wird  selbstverständlich  die  Ebene  SÄC  in  einem  Kreise  schneiden, 
dessen  Mittelpunkt  der  Fußpnnkt  s  jener  Senkrechten  o^s  ist,  und 
dessen  Badius  die  Kathete  cij  (17  außerhalb  der  Zeichnungsfläche)  eines 
rechtwinkligen  Dreieckes  sein  wird,  in  welchem  die  andere  Kathete 
gleich  OqS  und  der  derselben  anliegende  Winkel  gleich  c  ist. 
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um  eine  gemeinschaftliche  Erzeugende  dieser  beiden  Eegel  zu  er- 
mitteln, schneiden  wir  dieselben  durch  eine  Engel,  deren  Mittelpunkt 
der  gemeinschaftliche  Eegelscheitel  o  ist  und  deren  Radius  wir  gleich 
o^y  annehmen  wollen. 

Die  bezeichnete  Eugel  schneidet  den  Eegel  (ok^)  in  dem  Inder 
Bildebene  liegenden  Ereise  Jc^  und  den  zweiten  Eegel  nach  einem 
Ereise,  dessen  Ebene  zur  ursprünglichen  Basisebene  SAG  parallel  ist. 

Es  wird  sich  nun  vor  allem  darum  handeln,  diese  Ereisebene 
näher  zu  bestimmen. 

Der  Absland  dieser  Ereisebene  von  dem  Eegelscheitel  o  wird 
sich  in  wahrer  Größe  als  die  Eathete  o^s'  eines  rechtwinkligen  Drei- 
eckes ergeben,  dessen  Hypotenuse  o^  d  dem  Eugelradius  o^  y  gleich  ist 
und  deren  anliegender  Winkel  durch  den  gegebenen  Flächen winkel  c 
bestimmt  wird. 

Ziehen  wir  durch  a'  eine  Parallele  6*^  zu  tf^,,  so  repräsentiert 
diese  bereits  den  um  %&  in  die  Bildebene  umgelegten  Schnitt  der  ge- 
suchten Ereisebene  mit  der  Ebene  h  und  erhalten  wir  in  dem  Schnitt- 
punkte r  von  Äft  und  a'j,  einen  Punkt  ihrer  Trace.  Da  die  gesuchte 
Ereisebene  parallel  zur  Ebene  SAC  ist,  so  wird  deren  Trace  durch 
die  durch  r  parallel  vi  AA  gezogene  Gerade  A*h  dargestellt. 

Die  Gerade  A%  trifft  den  Ereis  \  in  zwei  Punkten  v  und  v,, 
welche  mit  o  verbunden,  offenbar  zwei  Geraden  bestimmen,  welche 
mit  der  Ebene  SAG  den  Winkel  (90  —  c)  und  mit  der  Bildebene  den 
Winkel  (90  —  &)  einschließen. 

Jede  Ebene,  welche  senkrecht  zu  einer  der  beiden  Erzeugenden 
0%)  oder  ov,  gelegt  wird,  kann  mithin  als  die  gesuchte  Seitenebene 
&BG  betrachtet  werden. 

Um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,  wollen  wir  die 
Seitenebene  8BG  durch  t;  senkrecht  vx  vo  legen.  Die  Trace  BB 
derselben  muss  sodann  senkrecht  zur  orthogonalen  Projection  vo  stehen 
und  durch  den  Punkt  v  selbst  gehen. 

Der  Winkel,  welchen  die  beiden  Geraden  AA  und  BB  ein- 
schließen, ist  bereits  der  in  der  Bildebene  liegende  Eanten winkel 
ASB  =  y. 

um  die  Projection  SG  der  im  Baume  liegenden ,  den  beiden 
Seitenebenen  ASG  und  BSG  entsprechenden  Eante  zu  bestimmen, 
verfahren  wir  am  einfachsten  folgendermaßen. 

Wir  denken  uns  die  Seitenebenen  SAG  und  SBC  durch  eine 
Hilfsebene,  als  welche  wir  die  orthogonal-projicierende  Ebene  H^  durch 
ov  annehmen  wollen,  geschnitten. 
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Der  der  Projection  o  entsprechende  Punkt  der  Seitenebene  SÄ  C 
ergibt  sich  in  der  ümlegung  um  hi,  im  Schnitte  o'o  von  oOq  mit  6^; 
daher  in  der  ümlegung  um  Hi,  als  (Dq,  wobei  o^o  senkrecht  zu  Hi^ 
und  gleich  (o\,o  ist. 

Den  um  Bb  umgelegten  Schnitt  der  Ebenen  H  und  SAG  er- 
halten wir  also  durch  die  Yerbindungsgerade  Sq  des  Punktes  cdq  mit 
dem  Schnittpunkte  J  der  Tracen  Hi,  und  SÄ  dargestellt. 

Die  um  Et  umgelegte  Schnittlinie  t^  der  Ebene  Hb  mit  der 
Seitenebene  SBC  geht  durch  den  Schnittpunkt  v  der  Tracen  Hb  und 
SB,  uod  schließt  mit  Hb,  wie  von  selbst  einleuchtend,  den  Winkel 
b  ein. 

Der  sich  so  ergebende  Schnittpunkt  x^  der  beiden  Geraden  s^  und 
t^  repräsentiert  den  um  Hb  umgelegten  Schnittpunkt  der  drei  Ebenen 
H,  SÄG  und  SBG\  die  Projection  x  desselben  (in  Hb)  wird  mithin 
einen  Punkt  der  Projection  der  gesuchten  Kaute  SC  darstellen.  Hier- 
mit ist  die  körperliche  Ecke  vollständig  construiert. 

Die  wahre  Größe  der  Kantenwinkel  a  =  SBC  und  ß  :=  SÄG 
wird  beziehungsweise  durch  ümlegung  derselben  um  SB  und  SÄ  in 
die  Bildebene  erhalten. 

Zu  diesem  Ende  hat  man  bloß  den  Punkt  x  das  einemal  um 
SB  nach  o;",  das  anderemal  um  SÄ  nach  x'  umzulegen,  um  bezie- 
hungsweise in  ^x"SB  und  ^x'SÄ  die  gesuchten  Winkel  a  und 

ß  dargestellt  zu  erhalten. 

§.  499. 

Sehr  häufig  bedient  man  sich  bei  der  Construction,  sowie  behufs 
der  Auflösung  von  körperlichen  Dreieckender  sogenannten  „Supple- 
mentarecke^,  d.  i.  einer  körperlichen  Ecke,  welche  aus  der  gege- 
benen ursprünglichen  Ecke  abgeleitet  ist,  und  die  in  Anbetracht  der 
Flächenwinkel  sowohl,  als  auch  der  Kantenwinkel  in  Bezug  auf  die 
erstere  einen  ebenso  wichtigen  als  interessanten  Zusammenhang  auf- 
weist. 

Sei  S{ÄBG)  (Taf.  XXX,  Fig.  498)  eine  körperliche  Ecke. 
Bezeichnen  wir  deren  Kantenwinkel  SÄB^  SÄG,  SBC  beziehungs- 
weise mit  y,  ß  und  a  und  die  den  Kanten  ÄS,  BS,  GS  entsprechen- 
den Flächen  Winkel  mit  a,  by  c« 

Nehmen  wir  nun  einen  beliebigen  Punkt  S'  im  Baume  an,  und 
führen  wir  durch  denselben  die  drei  Geraden  S*Ä\  ä'jB'  S*  C  bezie- 
hungsweise senkrecht  zu  den  Seitenebenen  SBC,  SÄG  und  SAB 
der  gegebenen  körperlichen  Ecke,  so  stellen  diese  drei  Geraden  die 
Kanten  einer  neuen  körperlichen  Ecke  dar,  welche  wir  in  Bezug  auf 
die  Form  oder  Gestalt,  also  in  Bezug  auf  die  Größe  der  bei  derselben  auf- 
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tretenden  Winkel,  jedoch  unabhängig  von  ihrer  Lage^  als  die  „Supple- 
mentarecke"  der  gegebenen  körperlichen  Ecke  S{ÄBG) 
bezeichnen. 

Zwischen  den  Winkeln  der  beiden  Ecken  ergibt  sich  der  folgende 
interessante  Zusammenhang. 

Da  die  Kante  S'C  auf  der  Seitenfläche  SAB  und  die  Kante 
S'B'  auf  der  Seitenfläche  SAG  senkrecht  steht,  so  folgt,  dass  der 
Winkel  «',  welchen  die  Kanten  5'JB'  und  S*  C  einschließen  und  der 
Winkel  a,  welchen  die  Seitenflächen  SAB  und  SAG  bilden,  sich 
gegenseitig  zu  180®  oder  zu  zwei  Rechten  ergänzen.   Es  ist  also: 

Das  Gleiche  gilt  auch  von  den  Winkeln  h  und  /3',  c  und  y',  so 

dass  also  auch 

b  +  ß'  =  2R  und 

c  +y'  =  2R  ist. 

Eine  gleiche  Beziehung  findet  aber  auch  zwischen  den  Kanten- 
winkeln der  ursprunglichen  körperlichen  Ecke  und  den  Flä- 
chenwinkeln der  Supplementarecke  statt. 

Die  Kanten  S'B'  und  S'A'  der  Supplementarecke  8'{A'B'0) 
stehen  nämlich  auch  senkrecht  auf  den  Seitenflächen  SAG  und  SBG 
der  gegebenen  Ecke  S{ABG).  Es  muss  daher  auch  die  Ebene  S'A'B' 
der  beiden  vorgenannten  Kanten  auf  der  Schnittlinie  der  beiden 
Seitenebenen  SAG  und  SBG^  d.  h.  auf  der  Kante  8G  senkrecht 
stehen. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  umgekehrt  auch  die  Kanten  der 
ursprünglichen  körperlichen  Ecke  zu  den  Seitenflächen  der 
Supplementarecke  senkrecht  sind. 

Wenn  nun  aber  die  Kanten  SA  und  SB  auf  S'B*G'  und  S'A'C* 
senkrecht  stehen,  so  ergänzen  sich  wieder  die  Winkel  y  und  c\  welche 
beziehungsweise  von  den  beiden  ersten  und  den  beiden  letzteren  ein- 
geschlossen werden,  zu  zwei  Bechten    und  man  findet  sonach  wieder, 

dass: 

a'  +  a  =  2jB 

sei. 

Das  Resultat  der  hier  gepflogenen  einfachen  Betrachtung  lässt 
sich  somit  in  folgender  Form  aussprechen. 

138.  y^Bie  Kantenwinkel  der  Supplementarecke  sind  die  Supple- 
mentmnkel  zu  den  Flächentvinlceln  der  ursprünglichen''Ecke,  und  die 
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Kcbntenunnkel  der  letzteren  die  Supplementwinkel  zu  den  Ilächenudn^ 
Jcdn  der  Supplementarecke,^ 

§.  500. 

Um  den  Gebraach  der  Supplementarecke  zur  Auflösung  körper- 
licher Ecken  zu  zeigen,  wollen  wir  die  Lösung  der  folgenden  Aufgabe 
andeuten« 

159.  Aufgabe.  Eine  körperliclie  Ecke  ist  durch  ihre  drei 
Flächenwinkel  a,  b,  c  gegeben;  es  sollen  die  Eantenwinkel  a,  ß,  y 
bestimmt  werden. 

Wenn  wir  nach  dem  soeben  vorausgeschickten  Satze  mit  Zuhilfe- 
nahme jener  Winkeln  «',  /S'  und  y',  welche  die  gegebenen  Flächen- 
winkel a,  6  und  c  zu  180®  ergänzen,  „als  Kantenwinkel**  eine  körper- 
liche Ecke  construieren ,  so  stellt  diese  die  Supplementarecke  zu  der 
zu  construierenden  Ecke  dar. 

Löst  man  diese  Ecke  nach  Aufgabe  153)  auf,  d.  h.  bestimmt 
man  deren  Flächen  Winkel  a'y  &',  c'  der  wahren  Größe  nach,  so  stellen 
diese  bereits  die  Supplementarwinkel  zu  den  Eantenwinkeln  a,  ß  und 
y  der  tirsprünglichen  Ecke  dar. 

§.  501. 

160,  Aufgabe.  Ein  regelmäßiges  körperliches  Dreieck  ist  auf- 
zulösen, d.  h.  es  ist  die  Größe  des  Flächenwinkels  zu  bestimmen, 
wenn  der  Eantenwinkel  gegeben  ist,  oder  umgekehrt. 

unter  einem  regelmäßigen  körperlichen  Dreieck  versteht  man 
ein  solches,  dessen  sämmtliche  Kanten-  oder  beziehungsweise  Flächen- 
winkel untereinander  gleich  sind. 

Eine  solche  körperliche  Ecke  hat  die  Eigenschaft,  von  gewissen 
Ebenen  nach  gleichseitigen  Dreiecken  geschnitten  zu  werden. 

Nehmen  wir  einen  solchen  Schnitt  ABC  (Taf.  XXXI,  Fig.  499) 
in  der  Bildebene  liegend  an.  Die  Höhen  des  Dreieckes  AB  C  stellen 
die  Projectionen  der  Kanten  und  deren  Schnittpunkt  S  die  Frojection 
des  Scheitels  dar. 

Wäre  der  Kantenwinkel  a  gegeben,  so  können  wir  die  Seiten- 
fläche BCS  um  BC  nach  BCS^  umlegen.  Hierbei  ist  -^BS^C=a. 
Die  Höhe  des  Punktes  S  über  der  Bildebene  ergibt  sich  sodann  als  die 
Kathete  S'^S  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  S'^So,  in  welchem  die 
Hypotenuse  S'^  ö  =  o  Sq  und  die  andere  Kathete  gleich  o  S  ist.  Die 
Verbindungslinie  AS^^  stellt  die  um  AS  umgelegte  Kante  AS  vor. 

Die  Trace  der  Ebene  des  Flächenwinkels  a  in  der  Kante  AS 
ist  senkrecht  zw  AS  und  kann  mit  BC  zusammenfallend  angenommen 
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werden.  Die  Ebene  des  Neigungswinkels  schneidet  unter  dieser  Vor- 
aussetzung die  projicierende  Ebene  durch  ÄS  in  einer  Oeraden,  welche 
sich  nach  der  Umlegung  um  ÄS  als  die  auf  äS*q  Senkrechte  oW^ 
darstellt.'XGleichzeitig  repräsentiert,  wenn  man  M^o  :=  M^o  macht, 
Jfo  den  um  BC  umgelegten  Scheitel  des  gesuchten  Neigungs-  oder 
Flächenwinkels ,  welcher  in  a  =  ^  BM^C  erhalten  wird. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  die  umgekehrte  Auflösung  der  gleich- 
seitigen Körperecke,  nämlich  die  Bestimmung  des  Kanten  winkeis  aus 
dem  gegebenen  Flächenwinkel,  durch  einfache  Umkehrung  in  der  Auf- 
einanderfolge der  soeben  durchgeführten  Constructionen  vollführt  und 
erreicht  werden  kann. 


XX.  Capitel. 

Darstellung  der  Polyeder.    Ebene  und  gegenseitige  Schnitte 

derselben. 

§.  502. 

In  der  Geometrie  nennt  man  einen  jeden  mathematischen,  von 
Ebenen  begrenzten  Körper  ein  Polye|der. 

Die  Begrenzungsebenen  schneiden  sich  in  einer  gewissen  Ord- 
nung zu  je  zweien  nach  Geraden,  welche  die  „Kanten''  des  Polyeders 
heißen,  während  diese  Kanten  sich  im  allgemeinen  zu  je  dreien  in 
einer  bestimmten  Beihenfolge  (also  auch  die  Ebenen  zu  dreien  in  einer 
bestimmten  Ordnung)  in  Punkten  schneiden,  welche  man  die  „Eck- 
punkte" des  Polyeders  zu  nennen  pflegt. 

Selbstverständlich  kommt  es  auch  vor,  dass  sich  mehrere  Kanten 
in  einem  und  demselben  Punkte  treffen,  welcher  Fall  beispielweise  bei 
mehrseitigen  Pyramiden  eintritt. 

Ein  Polyeder  ist  gegeben,  wenn  seine  sämmtlichen  Eckpunkte  im 
Baume  der  Lage  nach  bekannt  sind  und  das  Gesetz  bestimmt  ist, 
nach  welchem  die  Verbindung  derselben  untereinander  stattzufinden  hat. 

Hieraus  folgt,  dass  man,  um  die  Projection  eines  Polyeders  fest- 
zustellen, zunächst  die  Projectionen  seiner  Eckpunkte  zu  bestimmen 
und  diese  hierauf  in  der  gegebenen  Weise  miteinander  zu  verbin- 
den habe. 

Diejenigen  Polyeder,  welche  am  häufigsten  zur  Darstellung  und 
Verwendung  gelangen,  sei  es  nun  als  selbständige  Gebilde  oder  als 
Theile  anderer  Polyeder,  sind  die  „Pyramiden"  und  „Prismen". 
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Eine  Pyramide  ist  ein  Polyeder,  dessen  sämmtliche  Seitenflächen 
dnrch  einen  festen  Punkt,  den  „Scheitel"  oder  die  „Spitze**  der 
Pyramide,  und  beziehungsweise  durch  die  Seiten  eines  ebenen  Poly- 
gons, der  „Basis"  oder  „Grundfläche"  der  Pyramide,  hindurch- 
gehen. 

Die  Pyramide  heißt  eine  n -seit ige,  wenn  das  Basispolygon 
ein  w-Eck  ist. 

Ist  speciell  die  Basis  ein  „reguläres  w-Eck"  und  steht  die 
Verbindungslinie  der  Spitze  mit  dem  Mittelpunkte  des  genannten 
regelmäßigen  n-Eckes  senkrecht  auf  der  Ebene  des  letzteren,  so  pflegt 
man  die  Pyramide  eine  „regelmäßige  w-seitige  Pyramide"  zu 
nennen ,  und  die  bezeichnete  Verbindungsgerade  ihre  Achse  zu 
heißen. 

Da,  wie  früher  gesagt  wurde,  ein  jedes  Polyeder  durch  die  Pro- 
jectionen  seiner  Eckpunkte  und  durch  das  Gesetz  ihrer  Verbindung 
gegeben  ist,  so  wird  sich  die  Darstellung  einer  Pyramide  auf  die 
ihrer  Basis  und  Spitze  reducieren. 

Nehmen  wir,  um  ein  bestimmtes  Beispiel  vor  Augen  zu  haben 
an,  es  sei  folgende  Aufgabe  zu  lösen. 

§.  503. 

161.  Aufgabe.  Es  ist  eine  regelmäßige  ffinfseitige  Pyramide  zu 
constrnieren ,  deren  Basis  ein  regelmäßiges  Fünfeck  von  gegebener 
Seitenlänge  s  ist.  Das  letztere  soll  in  einer  gegebenen  Ebene  EbE/ 
derart  angeordnet  werden,  dass  eine  Kante  a  b  desselben  parallel  zur 
Bildflächtraoe  der  Ebene  E  wird,  während  sein  Hittelpnnkt  mit  einem 
gegebenen  Punkte  o  der  Ebene  E  zusammenfällt.  Außerdem  soll  die 
Pyramide  eine  gegebene  Höhe  h  besitzen. 

Die  Art  und  Weise  der  Lösung  der  vorliegenden  Aufgabe  ist, 
dem  Principe  nach,  für  alle  Projectionsmethoden  die  gleiche;  nur  die 
Ausführung  der  einzelnen  Constructionen  hängt  von  der  Natur  der 
gewählten  Projectionsmethode  ab. 

Setzen  wir  also  voraus,  es  solle  die  Pyramide  etwa  in  der 
schiefen  Projection  dargestellt  werden. 

Sei  EbEf  (T^f.  XXXI,  Fig.  500)  die  durch  ihre  Tracen  gege- 
bene Basisebene  der  Pyramide,  q  die  schiefe  Projection  des  Mittel- 
punktes des  Basisfünfeckes  und  ^J^6  das  Projectionsdreieck. 

Vor  allem  wird  es  sich  darum  handeln,  das  Fünfeck  in  dieser 
Ebene  E  zu  verzeichnen. 

PeBchka,  Darstellende  u.  projectWe  Geometrie.  33 
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Zu  diesem  Behufe  deuken  wir  uos  die  Ebene  EtE/  und  mit  ihr 
den  Punkt  o  um  die  Bildflächtrace  Et  derselben  in  die  Bildebene  um- 
gelegt. Bei  dieser  ümlegung  gelangt  der  letztgenannte  Punkt  nach  o^. 

Beschreibt  man  nun  aus  o^  als  Mittelpunkt  einen  beliebigen 
Kreis  k'^  und  zeichnet  diesem  Kreise  auf  bekannte  Weise  ein  regel- 
mäßiges Fünfeck  a'h'c'd'e*  derart  ein,  dass  die  eine  Seite  a'h*  zur 
Bildflächtrace  Eh  parallel  ist,  so  wird  selbstverständlich  das  so  er- 
haltene Fünfeck  noch  nicht  die  verlangte  Basis  der  Pyramide  vor- 
stellen, da  diese  durch  ein  regelmäßiges  Fünfeck  von  gegebener 
Seitenlänge  a  gebildet  werden  soll.  Wir  haben  hiernach  ein  zweites 
Fünfeck  a^&o^o^o^o  ^^  construieren,  dessen  Mittelpunkt  ebenfalls  der 
Punkt  Oq  ist,  dessen  Seiten  aber  die  Länge  a  besitzen  und  zu  den 
Seiten  des  früheren  Fünfeckes  a'h'&d'e*  parallel  sind.  Die  Seite  %\ 
des  gesuchten  Basisfünfeckes  wird  einfach  erhalten,  indem  man  zwi- 
schen o^a'  und  o^^V  die  Strecke  £  parallel  zu  a'V  einschaltet  und  so- 
dann das  Fünfeck  a^^o^o^o^o  vervollständigt. 

Das  regelmäßige  Fünfeck  ^c^o^o^o^o  ^^^^^  ^^^  yfl'^^  ^^^  g^g^* 
benen  Fünfeckseite  a^h^  =  c",  auch  direct  allenfalls  in  der  Weise 
construieren  können,  wie  es  aus  Taf.  XXXI,  Fig.  500i  deutlich  her- 
vorgeht. Das  Fünfeck  a^h^c^d^e^  resp.  abcde  (Fig.  500  und  500|) 
stellt  hiermit  die  um  Ei,  in  die  Bildebene  umgelegte  Pyramiden- 
basis vor. 

Die  schiefe  Projection  ahcde  (Fig.  500)  derselben  wird  aus 
der  ^Ümlegung'',  wie  bereits  bekannt,  ermittelt Jj 

Endlich  ist  noch  die  Spitze  S  der  Pyramide  zu  bestimmen. 

Da  die  Pyramide  eine  regelmäßige  ist,  so  liegt  die  Spitze  der- 
selben in  jener  Geraden,  welche  durch  o  senkrecht  zur  Basisebene  Et  E/ 
geführt  werden  kann  und  ist  dieselbe  von  dem  Punkte  o  um  die  ge- 
gebene Strecke  h  (Höhe  der  Pyramide)  entfernt.  Wir  werden  daher, 
um  den  Scheitel  der  Pyramide  festzustellen,  nach  einer  der  bekannten 
Methoden  durch  o  eine  Senkrechte  zur  Ebene  Ei,Ef  ziehen,  und  auf 
derselben  das  Stück  So  so  bestimmen,  dass  dessen  wahre  Größe  der 
gegebenen  Pyramidenhöhe  h  gleich  kommt. 

Verbindet  man  schließlich  S  mit  den  Eckpunkten  a,  &,  c,  ä,  e, 
der  Basis,  so  erhält  man  die  Kanten  der  Pyramide,  und  folglich  die 
Pyramide  selbst,  in  schiefer  Projection  dargestellt. 

§.  504. 

Setzen  wir  voraus  die  dargestellte  Pyramide  entspreche  einer 
wirklich  vorhandenen  körperlichen  Pyramide  im  Baume  ^  wie  wir  dies 
überhaupt  bei   allen  darzustellenden   „Körpern*^   anzunehmen  pflegen, 
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so  werden  in  der  Projection  gewisse  Kanten,  resp.  Körpertheile  des 
dargestellten  Gebildes  siebtbar  sein,  andere  dagegen  unsichtbar,  d.  i. 
durch  die  erstgenannten  vorstehenden  Körpertheile  gedeckt  erscheinen. 
Die  sichtbaren  Kanten  wollen  wir  stets  durch  y ollausgezogene, 
die  unsichtbaren  hingegen  durch  gestrichelte  Geraden  andeuten. 

Um  in  jedem  vorkommenden  Falle  leicht  zu  erkennen,  welche 
Kanten  etc.  des  durch  seine  Projectionen  dargestellten  Gebildes  sicht- 
bar und  welche  gedeckt  erscheinen,  setzen  wir  voraus,  das  Projections- 
centrum  befinde  sich  n&it  dem  Auge  des  Beobachters  immer  auf  der- 
selben Seite  der  Bildebene. 

Als  erste  diesbezügliche  allgemeine  Begel  für  alle  darzustel- 
lenden Körper  gilt  selbstverständlich  folgende: 

„Die  äußerste  Begrenzung  des  Bildes  oder  der  Projection  ist 
jederzeit  sichtbar^  und  bildet  den  Umriss  oder  die  Contour  des  dar- 
gestellten Körpers  auf  der  Projectionsebene.^ 

Dieser  Segel  gemäß  ist  das  Contourpolygon  Seabc  sichtbar. 

Als  zweite  Segel  lässt  sich  sogleich  auch  die  folgende  aufstellen, 
wenn  man  bedenkt,  dass,  wenn  eine  Kante  eines  Körpers  sichtbar  sein 
soll,  es  auch  alle  Punkte  derselben,  die  Endpunkte  eingeschlossen, 
sein  müssen.  Diesfallsige  Ausnahmen  können  dann  eintreten;  wenn 
der  Körper  einspringende  Winkel  besitzt,  da  nur  infolge  dieses  Vor- 
kommnisses es  geschehen  kann,  dass  eine  Kante  nur  theilweise  sicht- 
bar hervortritt.  Aus  der  eben  angeführten  Eigenschaft  ergibt  sich 
die  Segel: 

jjSind  die  Eckpunkte  einer  Kante  sichtbar,  so  ist  es  auch  die 
Kante  selbst;  ist  hingegen  einer  der  Endpunkte,  oder  sind  alle  beide 
urmchtbar,  so  erscheint  die  betreffende  Kante  gedeckt,^ 

In  Taf.  XXXI,  Fig.  500,  werden  mithin  die  Kanten  aS,  bS 
sichtbar  sein,  die  Kanten  cd,  de  und  Sd  dagegen  gedeckt  er- 
scheinen« 

§.  505. 

In  vielen  Fällen  ist  es  wünschenswert,  alle  Kanten  und  Flächen 
eines  Polyeders  in  wahrer  Größe  zu  kennen.  Dieser  Forderung  wird 
durch  die  „Entwiokelung"  oder  „Developpierung"  des  Polyeders, 
oder  was  dasselbe  ist,  durch  die  Construction  seines  „Netzes^  ent- 
sprochen. 

Unter  dem  Netze  eines  Polyeders  versteht  man  die  (möglichst 
zusammenhängende)  Ausbreitung  seiner  sämmtlichen  Seitenflächen  in 
einer  und  derselben  Ebene  —  der  Bildebene. 

88* 
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Hierbei  handelt  es  sich  offenbar  um  die  Bestimmung  der  wahren 
Qröße  der  einzelnen  Seitenflächen,  und  um  die  nachträgliche  geeig- 
neteste Aneinanderreihung  und  Ausbreitung  derselben  in  der  Bildebene. 

Die  zu  diesem  Zwecke  am  vortheilhaftesten  zu  verwendenden 
Constructionen  hängen  einerseits  von  der  Art  und  Form  des  Polyeders, 
und  andererseits  von  dessen  Lage  im  Baume  ab. 

Nicht  immer  ist  es,  um  die  Developpierung  vorzunehmen,  nöthig, 
vorerst  die  Projectionen  des  Polyeders  zu  bestimmen,  und  aus  diesen 
das  Netz  abzuleiten.  Häufig  genügen  schon  an  und  für  sich  die  zu 
dessen  Bestimmung  gegebenen  Daten  allein,  um  das  Netz  unmittel- 
bar entwickeln  zu  können. 

Als  Beispiel  für  diesen  letzteren  Fall  mag  die  Netzentwickelung 
der  in  Taf.  XXXI,  Fig.  500,  dargestellten  regelmäßigen  funfseitigen 
Pyramide  dienen. 

Die  Pyramide  ist  durch  die  wahre  Größe  s  der  Seite  des  regel- 
mäßigen Basisfunfeckes  und  die  wahre  Größe  h  der  Höhe  gegeben. 
Diese  Bestimmungsstucke  reichen  zur  Bestimmung  der  wahren  Größe 
aller  Seitenflächen  und  Kantenwinkel  vollkommen  aus. 

Die.  Pyramide  besteht  nämlich  aus  einem  regelmäßigen  Basis- 
fünfecke aßyds  (Taf.  XXXI,  Fig.  ad  500)  von  der  Seitenlänge  €, 
welches  wir  aus  der  Seite  s  direct  construieren  können,  und  aus 
fünf  aneinander  gereihten  congruenten  gleichschenkligen  Seitendrei- 
ecken, deren  Basis  gleich  e  ist,  während  sich  die  wahre  Größe  der 
gleichen  Seiten  aller  dieser  Dreiecke  als  die  Hypotenuse  l  eines  recht- 
winkligen Dreieckes  aoQ  ergibt,  dessen  eine  Kathete  ao  der  Entfer- 
nung des  Basismittelpunktes  o  von  einem  der  Eckpunkte  a  des  Fünf- 
eckes, also  dem  Radius  des  dem  Fünfecke  umschriebenen  Kreises 
gleich  ist,  während  die  zweite  Kathete  oq  durch  die  Höhe  h  der 
Pyramide  bestimmt  wird. 

Durch  entsprechende  Anreihuug  der  Seitenflächen  an  die  Basis 
aßyds  erhält  man  direct  das  Netz  der  Pyramide  in 
ad'y' ßydaaa*d*6  dargestellt. 

§.  506. 

Werden  durch  die  parallelen  Seiten  zweier  in  parallelen  Ebenen 
gelegenen,  congruenten  und  ähnlich  liegenden  Polygone  Ebenen  gelegt, 
so  entsteht,  falls  man  diese  Ebenen  durch  ihre  aufeinanderfolgenden 
Schnittlinien  begrenzt  denkt,  ein  Gebilde,  welches  man  ein  „Prisma" 
nennt. 

Je  zwei  Ebenen  des  Prisma,  welche  unmittelbar  auf  einand er- 
folgen, schneiden  sich  in  einer  Geraden,  welche  zwei  homologe  Punkte 
der  beiden  Polygone  verbindet,  und  eine  „Seitenkante**  des  Prisma 
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heißt.  Sämmtliche  Seitenkanten  des  Prisma  sind  hiernach  unterein- 
ander parallel. 

Ein  Prisma  kann  man  auch  auf  folgende  Weise  entstanden  denken. 

Im  Räume  ist  ein  ebenes  n-Eck  ah  cd n  gegeben.     Parallel 

zu  einer  beliebigen  Geraden  l  im  Baume,  welche  jedoch  zur  Ebene  des 
n-Eckes   nicht   parallel  ist,  denken  wir  uns  durch  die  Eckpunkte  a, 

ft,  c, n  des  Polygons,  Gerade  Z«,  k,  Ic,*'*>Ih  gezogen.    Je  zwei 

aufeinanderfolgende  Geraden,  wie  h  und  h,  h  und  /cf-  ln-\  und  In 
begrenzen  einen  ebenen  Flächeustreifen.  Die  Gesammtheit  der  letz- 
teren bildet  ein  Prisma. 

Eine  noch  aligemeinere  Entstehungsweise  des  Prisma  wäre  allen- 
falls folgende: 

Denken  wir  uns  im  Baume  eine  beliebige  Anzahl  paralleler  Ge* 
raden,  von  denen  aber  keine  drei  derselben  in  der  nämlichen  Ebene 
liegen,  und  bestimmen  wir  eine  gewisse,  sonst  aber  ganz  beliebige 
Beihenfolge  Zp  2,,  {3. .  J»  dieser  Geraden,  so  begrenzen  wieder  je  zwei 
aufeinander  folgende  Geraden  2,  und  !,,  l^  und  {3...  einen  ebenen 
Flächenstreifen.  Die  Gesammtheit  dieser  Flächenstreifen  (Seitenebenen) 
bestimmen  das  darzustellende  Prisma. 

Ein  Prisma  kann,  wie  im  letzt  augedeuteten  Falle,  einen  un- 
endlich großen  Baum  einnehmen,  wenn  man  sich  die  einzelnen  Seiten- 
flächen unbegrenzt  denkt. 

Ein  Prisma  kann  man  weiters  entweder  durch  zwei  parallele 
Ebenen,  welche  sämmtliche  Kanten  und  Seitenflächen  schneiden, 
begrenzt  denken,  in  welchem  Falle  die  Bezeichnung  „Prisma^  am  häu- 
figsten benützt  wird,  oder  man  kann  endlich  das  vorbezeichnete,  in's 
unendliche  ausgedehnte  Prisma  durch  zwei  nicht  parallele  Ebenen 
begrenzen ,  in  welchem  Falle  man  das  so  erhaltene  •  Gebilde  einen 
^Prismenstutz''  oder  einen  ^Prismenstumpf^  zu  nennen  pflegt. 

Die  beiden  parallelen  Ebenen,  welche  die  Seitenebenen  eines 
Prisma  begrenzen,  heißen  die  ^Grund-'^  oder  ^Basisebenen^  des 
Prisma. 

Es  bedarf  gewiss  keines  besonderen  Nachweises,  dass  die  Basis- 
ebenen eben  so  wie  jede  andere  zu  diesen  parallele  Ebene,  das  Prisma 
in  congruenten  und  ähnlich  liegenden  Polygonen,  welche  man  die 
Basispolygone  nennt,  schneidet. 

Stehen  die  Seitenflächen  des  Prisma,  also  auch  dessen  Seiten- 
kanten, auf  den  Basisebenen  senkrecht,  so  nennt  man  das  Prisma 
ein  gerades  Prisma.  Es  ist  klar,  dass  man  jedes  unbegrenzte 
Prisma  durch  irgend  zwei  zu  den  Kanten  senkrecht  geführte  Ebenen 
in  ein  gerades  Prisma  verwandeln  kann. 
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Ist  überdies  das  Basispolygon  eines  geraden  Prisma  ein  regel- 
mäßiges n-Eck,  so  bezeichnet  man  das  Prisma  als  regelmäßiges 
M-seitiges  Prisma.  Die  VerbinduDgsgerade  der  Mittelpunkte  der 
beiden  Basispol jgone  heißt  die  Achse  des  Prisma. 

Endlich  nennt  man  den  Abstand  der  beiden  Basisebenen  eines 
geraden  oder  schiefen  Prisma  von  einander  die  „Höhe"  des  Prisma. 

Ein  Prisma,  dessen  Basis  ein  Parallelogramm  ist,  wird  ein 
„Parallelepiped"  genannt. 

§.  507. 

162.  Aufgabe.  Ein  Prisma  ist  in  centraler  Projection  nnter  der 
Voraussetzung  darzustellen,  dass  seine  Basis  ein  in  einer  gegebenen 
Ebene  E^Et  liegendes  Viereck  sei,  die  Kanten  des  Prisma  mit  der 
Bild-  nnd  Orundebene  beziehnngsweise  die  Winkel  a  und  ß  ein- 
schließen und  die  Prismenhöhe  einer  gegebenen  Strecke  h  gleicli  ist. 

Sei  ab  cd  (Taf.  XXXI,  Fig.  501)  die  Centralprojection  des  in 
der  Ebene  EhE^  gegebenen  Basisviereckes.  Einer  der  möglichen  vier 
Fluchtpunkte  für  jene  Geraden,  welche  mit  der  Bildebene  und  der 
Grundebene  beziehungsweise  die  Winkel  a  und  ß  einschließen ,  ist  in 
V  ermittelt  worden,  daher  durch  av,  bv,  cv  und  dv  die  Centralpro- 
jectionen  der  Prismenkanten  dargestellt  erscheinen. 

Nachdem  weiters  das  Prisma  eine  bestimmte  Höhe  h  haben, 
d.  h.  die  Ebene  der  zweiten  Basis  von  jener  der  ersten  E^E^  den 
Abstand  h  besitzen  soll,  so  wird  man  eine  dieser  Bedingung  entspre- 
chende Ebene  E'bEt,  parallel  zu  Et  Et  legen  und  in  dieser  die  zweite 
Basis  a^b^c^d^  des  Prisma  construieren. 

Wir  ermitteln  zu  diesem  Behufe  die  Tracen  der  einen  Seiten- 
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ebene  des  Pristna,  allenfalls  der  Seitenebene  {av,  bv). 

Diese  Ebene  enthält  einerseits  die  Gerade  ab^  deren  Fluchtpunkt 
9  und  deren  Durchstoßpunkt  d  beziehungsweise  in  Ev  und  Ei,  liegen 
und  andererseits  die  Geraden  av  und  bv,  deren  Fluchtpunkt  v  ist. 

Die  Fluchttrace  e«  dieser  Seitenebene  ist  mithin  die  Yerbindungs- 
gerade  der  Fluchtpunkte  v  und  97,  während  die  Bildflächtrace  et  jene 
Gerade  sein  wird,  welche  durch  d  parallel  zu  6«  gezogen  werden  kann. 
Die  Ebene  e^Cb  schneidet  die  obere  Basisebene  EtE't  in  der 
Geraden  d^  %  welch'  letztere  bereits  eine  Kante  der  oberen  Basis  vor- 
stellt und  durch  ihre  Schnittpunkte  aj  und  b^  mit  av  und  bv  begrenzt 
ist.  Die  übrigen  drei  Kanten  der  oberen  Basis  lassen  sich  nunmehr 
sehr  leicht  bestimmen,  resp.  ergänzen*  Genau  so  wie  die  Kanten  ab 
und  a^  \  zu  einander,  als  Schnitte  der  Ebene  e  mit  den  beiden  zu  ein- 
ander parallelen  Ebenen  E  und  E\  parallel  sind,  also  einen  gemein- 
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schaftlichen  Fluchtpunkt  9  besitzen,  ebenso  entsprechen  auch  den 
übrigen  Paaren  der  Basiskanten  gemeinschaftliche  in  der  Trace  Ev 
liegende  Fluchtpunkte. 

Um  also  etwa  die  Kante  &,  c,  zu  bestimmen,  verbinden  wir  den 
Punkt  b^  mit  dem  Fluchtpunkte  q>^  der  Geraden  bc  und  erhalten  so- 
mit im  Schnitte  der  Geraden  b^  %  mit  cv  den  Basiseckpnnkt  c,.  Auf 
gleiche  Weise  ermittelt  man  die  Kante  c,dj,  indem  man  c^  mit  dem 
Fluchtpunkte  (p^  von  cd  verbindet,  so  dass  man  schließlich  das  Prisma 
in  abcda^b^c^d^  dargestellt  erhält. 

Um  das  hiermit  construierte  Prisma  zu  develOppieren, 
könnte  man  nun  die  wahre  Größe  und  Form  der  einzelnen  Seiten 
allenfalls  durch  ümlegung  in  die  Bildebene  bestimmen  und  die  gefun- 
denen Parallelogramme  in  entsprechender  Weise  aneinander  reihen. 

Dieses  Verfahren  ist  jedoch,  wenn  auch  höchst  einfach,  so  doch 
ziemlich  umständlich  und  zeitraubend ;  wir  werden  daher  in  der  Folge 
eine  andere  Methode  anführen,  welche  es  ermöglichen  wird,  jedes 
Prisma,  einerlei,  ob  dasselbe  durch  parallele  oder  nicht  parallele  Basis- 
ebenen begrenzt  ist,  rasch  zu  developpieren. 

Darstellung  der  regelmäßigen  Polyeder. 

§.  508. 
Darstellung  des  Würfels  (Hexaeder). 

Bei  einem  Würfel  ^  sowie  überhaupt  bei  jedem  regelmäßigen 
Polyeder  sind  sämmtliche  Seitenflächen  untereinander  congruent;  es 
ist  daher  gleichgiltig ,  welche  derselben  man  als  ^Basis^  wählt  oder 
welche  der  Seitenflächen  man  in  einer  gegebenen  Ebene  liegend  an- 
nimmt. 

Um  einen  Würfel  beispielsweise  in  centraler  Projection  darzu- 
stellen, hat  man  somit  zunächst  seine  Basis,  d.  i.  ein  Quadrat  ab  cd 
(Taf.  XXXI,  Fig.  502)  in  einer  als  gegeben  vorliegenden  Ebene  EbEf, 
zu  construieren ,  und  hierauf  genau  so,  wie  bei  der  Darstellung  des 
Prisma  (Aufgabe  162)  vorzugehen,  wobei  nur  an  die  Stelle  des  Flucht- 
punktes V  der  Fluchtpunkt  t;,  der  Senkrechten  zur  Ebene  EbE^  tritt 
und  für  die  allgemein  angenommene  Höhe  h,  speciell  die  Kantenlänge 
A  des  Würfels,  welche  als  Seite  des  Basisquadrates  gegeben  ist,  zu 
substituieren  sein  wird. 

Auch  in  den  übrigen  Projectionsarten  ist  die  Art  und  Weise  der 
Darstellung  genau  dieselbe  und  werden  die  einzelnen  Constructionen 
nur  durch  die  Eigenthümlichkeit  der  jeweiligen  Projectionsmethode 
modificiert. 


520 

um  den  diesbezüglichen  Vorgang  klar  zu  legen,  wollen  wir,  den 
Würfel  betreffend,  folgende  specielle  Aufgabe  lösen. 

§.  509. 

163.  Aufgäbe.  Es  sind  die  Durclistoßpunkte  (2|,  d^  und  d^  der 
drei  in  einem  Eck  zusammentreffenden  Würfelkanten  mit  der  Bild- 
ebene, sowie  die  scMefe  Projection  S  dieses  Eckpunktes  und  die 
walire  (xröße  l  der  Würfelkanten  gegeben;  es  ist  der  Würfel  dar- 
zustellen. 

Die  gerade  Verbindungslinie  zweier  Durchstoßpunkte  d^  d^ 
(Taf.  XXXI,  Fig.  503)  repräsentiert  die  Bildflächtrace  der  einen 
Würfelseitenebene,  und  nachdem  die  durch  d^  gehende  Würfelkante 
auf  dieser  Ebene  senkrecht  steht,  ergibt  sich  die  orthogonale  Bild- 
flächprojection  dieser  Kante  als  jene  Gerade,  welche  durch  d^  senk- 
recht zu  d^dq  gezogen  werden  kann. 

In  gleicher  Weise  erhält  man  die  orthogonalen  Projectionen  der 
beziehungsweise  durch  d^  und  dj  gehenden  Würfelkanten  durch  jene 
Geraden  repräsentiert,  welche  durch  d,,  resp.  d,  gehen  und  zu  d^d^^ 
resp.  d^d^  senkrecht  stehen. 

Diese  drei  orthogonalen  Projectionen  schneiden  sich  in  einem 
und  demselben  Punkte  S^,  dem  Höhenschnittpunkte  des  Dreieckes 
^i^s^sf  welch'  letzterer  offenbar  die  orthogonale  Projection  des  den 
drei  durch  d^,  d^,  d^  gehenden  Kanten,  gemeinschaftlichen  Würfeleck- 
punktes darstellt. 

Die  schiefen  Projectionen  der  drei  Würfelkanten  ergeben  sich 
als  die  Verbindungsgeraden  der  Punkte  ä,,  d^  und  d^  mit  der  gege- 
benen schiefen  Projection  S  des  Würfeleckes. 

um  nun  den  Würfel  construieren  zu  können,  haben  wir  zunächst 
auf  5r7p  Sd^j  Sd^  die  Strecken  Sa^  Sh,  Sc  so  zu  bestimmen,  dass 
diese  die  Projectionen  der  in  wahrer  Länge  gegebenen  Strecke  l  dar- 
stellen. 

Zu  diesem  Behufe  denken  wir  uns  die  beiden  Geraden  d^  S  und 
d^  S  um  d^  d^  in  die  Bildebene  umgelegt.  Da  diese  Geraden  im  Baume, 
also  auch  nach  der  Umlegung  aufeinander  wechselseitig  senkrecht 
stehen ,  so  mnss  der  umgelegte  Paukt  Sq  auf  dem  über  d^d^^  als 
Durchmesser  liegenden  Halbkreise  £,  liegen. 

Nachdem  wir  aber  auch  die  orthogonale  Projection  S^  desselben 
Punktes  kennen  und  überdies  wissen,  dass  der  umgelegte  Punkt  Sq  in 
jener  Geraden  liege,  welche  durch  S  senkrecht  zur  Trace  ä,  d^  gezogen 
wird,  so  ist  klar,  dass  Sq  im  Schnitte  dieser  Geraden  S^S^^  mit  dem 
Halbkreise  K^  liegen  werde. 
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Hiernach  erhalten  wir  in  d^S^^  und  d^S^  die  beiden  umgelegten 
Würfelkanten  und  auf  denselben  die  Eckpunkte  %  und  b^  als  End- 
punkte der  von  S^  aus  aufgetragenen  Strecken  S^  a^  =  5^,6^,  =  l. 

Die  Ermittlung  der  schiefen  Projectionen  a  und  b  unterliegt 
keiner  weiteren  Schwierigkeit,  da  die  Sichtung  der  Affinitätsstrahlen 
durch  SSf^  gegeben  ist.  Die  Projectionen  a  und  b  der  Kantenend- 
punkte ergeben  sich  direct  im  Schnitte  von  /Sd,  und  Sd^^  mit  jenen 
Geraden,  welche  beziehungsweise  durch  %  und  b^  parallel  zu  S^S 
gezogen  werden. 

Die  Frojection  des  Endpunktes  c  der  dritten  Kante  wird  in 
analoger  Weise  durch  ümlegung  einer  der  beiden  anderen  Ebenen, 
beispiesweise  der  Ebene  Sd^d^  erhalten. 

Die  Vervollständigung  des  Würfels  kann  nun  in  der  Weise  ge- 
schehen, dass  man  in  einer  der  drei  Ebenen,  allenfalls  in  Sd^d^  die 
Würfelseite  Sadb  (als  Parallelogramm)  verzeichnet  und  durch  a,  b 
und  d  Gerade  zieht,  die  gleich  und  parallel  zu  Sc  sind  und  deren  End- 
punkte e,  /*,  g  mit  c  durch  ein  neues  Parallelogramm  verbindet. 

Bei  den  hier  gepflogenen  Erörterungen  dürfte  wohl  bemerkt 
worden  sein,  dass  bei  der  Lösung  der  vorstehenden  Aufgabe,  obwohl 
dieselbe  das  Auftragen  von  gegebenen  Strecken  erfordert,  doch  das 
„Projectionsdreieck^  nicht  in  Verwendung  kam. 

Der  Grund  dieser  EigenthQmlichkeit  liegt  offenbar  darin,  dass 
die  gegebenen  Stücke  in  einem  derartigen  Zusammenhange  stehen, 
dass  sie  gewissermaßen  das  Projectionsdreieck  ersetzen. 

Die  Richtigkeit  der  letzteren  Behauptung  geht  auch  daraus  her- 
vor, dass  das  Projectionsdreieck  durch  die  gegebenen  Stücke  vollkommen 
bestimmt  ist  und,  wie  folgt,  auch  leicht  construiert  werden  kann.    . 

Nachdem  wir  die  schiefe  Projection  S,  sowie  auch  die  orthogo- 
nale Projection  5,  eines  und  desselben  Punktes  kennen,  so  ergibt  sich 
in  S^S  unmittelbar  die  schiefe  Projection  einer  zur  Bildebene 
senkrechten  Geraden. 

Denken  wir  uns  ferner  die  Distanzebene  durch  den  Punkt  S  im 
Baume  gelegt,  so  erhalten  wir  als  Distanz  den  Abstand  des  Punktes 
S  im  Baume  von  seiner  orthogonalen  Projection  8^.  Besagter  Ab- 
stand ergibt  sich  aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  d^S^S*^  als 
Höhe  S^S\  desselben.  Das  Projectionsdreieck  erhält  man  sodann 
in  Ä/SjS»,  wobei  5,5*»=  Ä'^S,  ist. 

§.  510. 
Darstellung  des  Oktaeders. 

Dieser  Körper  wird,  wie  wir  wissen,  von  acht  gleichseitigen  Drei- 
ecken begrenzt,    besitzt   drei  gleich  lange,  aufeinander  wechselseitig 
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senkrecht  stehende  Achsen  und  kann  demgemäß  sehr  einfach  auch 
dadurch  construiert  und  dargestellt  werdeu,  dass  man  die  Mittelpunkte 
der  sechs  Seiten  eines  Würfels  ermittelt,  jeden  dieser  Punkte  mit  den 
anderen  (mit  Ausschluss  der  jeweilig  gegenüberliegenden)  verbindet  und 
durch  die  dadurch  entstehenden  acht  gleichseitigen  Eantendreiecke, 
ebene  Flächenstücke  repräsentiert  denkt. 

Nach  dieser  Methode  wollen  wir  zunächst  ein  Oktaeder  in 
klinographisch   axonometrischer  Projection   darstellen. 

Seien,  nach  Satz  124,  die  drei  durch  o  beliebig  gezogenen  Strecken 
ao,  60,  CO  (Taf.  XXXI,  Fig.  504)  die  Projectionen  dreier  Würfel- 
kanteu.  Den  Würfel  vervollständigen  wir  auf  die  vorher  angegebene 
Weise  durch  Ergänzung  der  Parallelogramme. 

Die  Mittelpunkte  Ä,  A^ ;  JB,  B,  und  C,  C,  der  Würfelseiten  er- 
geben sich  im  Schnitte  ihrer  Diagonalen. 

Verbinden  wir  nun  A  mit  B,  B^^  C  und  C, ;  ferner  -4j  mit  B, 
JB, ,  C  und  (7j;  weiters  B  mit  C  und  Cj,  und  endlich  B^  mit  C  und 
Cp  so  erhalten  wir  sämmliche  Kanten  des  Oktaeders  und  somit  dieses 
selbst  dargestellt. 

AA^,  BB^  und  CG,  repräsentieren  die  drei  Achsen  des  Oktaeders 
und  ihr  Schnittpunkt  M,  der  mit  dem  Mittelpunkte  des  Würfels  zu- 
sammenfällt, dessen  Mittelpunkt. 

Die  Eckpunkte  je  zweier  Achsen  bestimmen  ein  Quadrat,  welches 
man  ein  Achsenquadrat  des  Oktaeders  zu  nennen  pflegt. 

§.  511. 

164.  Aufgabe.  Ein  Oktaeder  von  gegebener  EantenUnge  l  ist 
in  centraler  Projection  derart  darzustellen,  dass  eines  seiner  Achsen- 
qnadrate  In  eine  gegebene  Ebene  falle  und  eine  Kante  des  letzteren 
parallel  zur  Bildebene,  also  parallel  zur  Bildfiächtrace  der  Achsen- 
ebene wird. 

Die  gegebene  Achsenebeue  sei  EbEt,  (Taf.  XXXI,  Fig.  505), 
Verzeichnen  wir  zunächst  das  Achsenviereck  (Quadrat)  B^B^^C^^O^^ 
in  der  ümlegung  so,  dass  die  eine  seiner  Seiten,  etwa  B^C^^  parallel 
zur  Bildfiächtrace  Eh  wird.  Selbstverständlich  müssen  die  Seiten 
dieses  umgelegten  Achsenquadrates  der  gegebenen  Kantenlänge  { 
des  Oktaeders  gleich  sein.  Bestimmen  wir  hierauf  die  Centralprojection 
BCB^C,  des  Quadrates  B''B\C^^C^,  vermittelst  des  um  E,  um- 
gelegten Centrums  Cq. 

Der  Schnittpunkt  M  der  Diagonalen  J?jB,  und  CCi  ist  gleich- 
zeitig auch  der  Mittelpunkt  des  Oktaeders  und  muss  daher  selbstver- 
ständlich auch  die  dritte  Achse  durch  den  nämlichen  Punkt  gehen.  Da 
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die  letztbezeichnete  Achse  auf  deu  beiden  anderen  Achsen  BB^  und 
C(7i,  mithin  auch  auf  der  Ebene  UtE^  derselben  senkrecht  steht,  so 
haben  wir  bloß  den  Fluchtpunkt  Vg  aller  zur  Ebene  jE^^^v  senkrechten 
Geraden  zu  bestimmen  und  denselben  mit  M  zu  verbinden,  um  in 
Mvs  die  Centralprojection  der  dritten  Achse  zu  erhalten. 

Es  handelt  sich  jetzt  nur  noch  darum,  die  Endpunkte  Ä  und  Ä^ 
der  vorerwähnten  dritten  Achse  zu  ermitteln. 

Die  wahren  Längen  der  Achsen  des  Oktaeders  sind  durch  die 
Diagonalen  B^B\  oder  C^qC^i  des  umgelegten  Achsen quadrates  ge- 
geben. Man  bat  ako  nichts  anderes  zu  thun,  als  die  halbe  Diagonale 
M^B^  central-projectivisch  zu  beiden  Seiten  von  M  auf  MVf  aufzu- 
tragen, um  die  vorbezeichneten  Achsenendpunkte  Ä  und  Ä^  zu  erhalten. 
Letzteres  wird  am  einfachsten  mit  Zuhilfenahme  des  Theilungspunktes 
T  der  Geraden  Mv^  in  der  Hilfsebene  H^Hb  geschehen. 

Verbindet  man  nun  jeden  der  Punkte  Ä  und  -4,  mit  den  Punkten 
B^  B^^  C  und  (7,,  so  erhält  man  sämmtliche  Kanten  des  Oktaeders, 
folglich  auch  das  Bild  des  letzteren  central-projectivisch  dargestellt. 

§.  512. 
Das  Tetraeder. 

Dieser  Körper  ist  von  vier  gleichseitigen  Dreiecken  begrenzt. 
Die  Senkrechten  von  den  Eckpunkten  des  Tetraeders  auf  die  Gegen- 
seiten werden  dessen  ^Höhen^  genannt  und  ihr  gemeinschaftlicher 
Schnittpunkt  als  der  „Mittelpunkt^  des  Tetraeders  bezeichnet. 

§.  513. 

J6'5.  Aufgäbe.  Ein  Tetraeder  von  der  Kantenlänge  l  ist  in 
schiefer  Projection  derart  darzustellen,  dass  eine  seiner  Seitenflächen 
in  eine  gegebene  Ebene  EbE„  zu  liegen  kommt  und  die  eine  Kante 
dieser  Seitenfläche  senkrecht  zur  Bildflächtrace  Et  stehe. 

Um  die  letztgestellte  Forderung  der  Aufgabe  zu  erfüllen,  zeichnen 
wir  in  der  Bildebene  ein  gleichseitiges  Dreieck  AqBqCq  (Taf.  XXXI, 
Fig.  506),  dessen  Seiten  der  gegebenen  Strecke  l  gleich  sind  und 
dessen  eine  Seite  ^^B,,  überdies  senkrecht  zur  Bildflächtrace  ^6  steht. 

Die  schiefe  Projection  ABC  dieses  Dreieckes  J^JS^Co  ermitteln 
wir  nach  den  von  uns  aufgestellten  Grundprincipien  und  erhalten  so 
diö  gesuchte  Seitenfläche  in  der  Ebene  EbEp  dargestellt. 

Um  den  dieser  Seite  gegenüberliegenden  Eckpunkt  D  zu  be- 
stimmen, verfahren  wir  in  folgender  Weise. 
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Wir  denken  uns  an  das  in  der  Umlegung  gegebene  Dreieck 
A^BqCq  unmittelbar  an  A^B^^  ein  zweites  gleichseitiges  Dreieck 
A^^B^^DQ  angereiht  und  dieses  letztere  um  Ä^B^  so  lange  gedreht, 
bis  die  orthogonale  Bildflächprojection  D,  des  Punktes  D^  mit  dem 
Höhenschnittpunkte  M^^  des  Dreieckes  A^B^Gq  zusammenfällt. 

In  dieser  Lage  repräsentiert  der  Abstand  des  Punktes  D  im 
Baume  von  seiner  orthogonalen  Bildflächprojection  M^,  die  „Höhe'^ 
des  Tetraeders. 

Die  wahre  Größe  der  Tetraederhöhe  ergibt  sich,  infolge  der 
vorgenommenen  Drehung,  als  Kathete  M^D'^  eines  rechtwinkligen 
Dreieckes  M^D^^O,  in  welchem  die  Hypotenuse  (Drehungsradius)  D^O 
gleich  der  Höhe  des  Dreieckes  A^^B^Dq  oder  A^B^Cq  ist,  während 
die  zweite  Kathete  durch  das  Perpendikel  M^  0  auf  Aq  B^  repräsen- 
tiert erscheint. 

Um  den  Eckpunkt  D  des  darzustellenden  Tetraeders  AB  CD 
im  Baume  zu  ermitteln,  haben  wir  durch  M  (schiefe  Projection  von 
Mq)  eine  Senkrechte  MD  auf  die  Ebene  EbE,  zu  führen  und  auf 
derselben  die  Projection  MD  so  zu  bestimmen,  dass  ihre  wahre  Länge 
gleich  MqD'q  wird.  Da  alle  diese  Operationen  aus  der  Theorie  der 
schiefen  Projection  hinreichend  bekannt  sind,  umgehen  wir  hier  deren 
nähere  Erörterung.  Verbindet  man  nun  D  mit  A^  B  und  0,  so  er- 
hält man  die  schiefe  Projection  des  Tetraeders. 

§.  514. 

Das  Tetraeder  kann  auch  auf  folgende  Weise  aus  dem 
Oktaeder  abgeleitet  werden. 

Denken  wir  uns  letzteres,  mit  Zuhilfenahme  eines  Würfels  axo- 
nometrisch  dargestellt. 

Die  axonometrische  Projection  des  Oktaeders  sei  AA^BB^GCi 
(Taf.  XXXr,  Fig.  507). 

Bestimmen  wir  zunächst  den  Schnitt  zweier  Seitenebenen  des 
Oktaeders,  welche  zwar  einen  Eckpunkt,  aber  keine  Kante  gemein 
haben  und  wählen  diesbezüglich  jenen  der  Seitenebenen  ABC  und 
J.,J?,  C,.  Diese  beiden  Seitenebenen  haben  den  gemeinsamen  Eck- 
punkt A  des  Oktaeders  und  jeder  derselben  entspricht  eine  Kante, 
BC  und  beziehungsweise  JP,  C,,  welch  letztere  zu  einander  parallel 
laufen. 

Der  Schnitt  dieser  Seitenebenen  ist  mithin  eine  Gerade  MN, 
welche  durch  A  geht  und  z\x  BC  oder  B,  (7,  parallel  ist. 

In  gleicher  Weise  schneiden  sich  die  Ebenen  ABC  und  A^B^C 
in  einer  Goraden  MB,  welche  durch  den  Punkt  C  geht  und  zn  den 
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Oktaederkanten  AB  und  A^Bi  parallel  läuft;  ebenso  schneiden  sich 
die  Ebenen  BAG  und  BÄ^C^  in  der  durch -B  gehenden  zm  AG  und 
A^  C,  parallelen  Geraden  NP. 

Der  Schnitt  der  Flächen  AB^G^  und  A^B^G  dagegen  erfolgt  in 
der  durch  jBj  gehenden,  zu  A^C  und  J.C,  parallelen  Geraden  MQ; 
jener  der  Flächen  AB^G^  und  A^BG^  in  der  durch  0,  zu  AB^  und 
A^B  parallelen  Geraden  N  Q^  während  endlich  der  Schnitt  der  Seiten 
A^B^G  und  A^B(\  in  der  durch  A^  parallel  zu  B^G  und  BC^  ge- 
führten Geraden  PQ  vor  sich  geht. 

Nachdem  die  drei  Geraden  MN^  MP  und  NP  in  einer  und 
derselben  Seitenebene  ABC  liegen  und  durch  die  Punkte  A^  G  und 
B  beziehungsweise  parallel  zu  BG,  AB  und  AG  gefuhrt  sind,  so 
bilden  dieselben  eiu  gleichseitiges  Dreieck  MNP,  dessen  Seiten  doppelt 
so  groß  sind,  als  jene  des  Dreieckes  ABG  und  überdies  durch  die 
Eckpunkte  A^  G  und  B  halbiert  werden.  Ein  Gleiches  gilt  auch  von 
den  Dreiecken  MNQ,  MPQ  und  NPQ. 

Das  Gebilde  MNPQ  ist  mithin  von  vier  gleichseitigen,  con- 
gruenten  Dreiecken  begrenzt  und  stellt  daher  die  axonometrische 
Projection  eines  Tetraeders  dar. 

Man  kann  aus  demselben  Oktaeder  selbstverständlich  noch  ein 
zweites  Tetraeder  ableiten,  wenn  man  eine  andere  Ordnung  der  sich 
schneidenden  Flächen  voraussetzt. 

§.  515. 

Bezüglich  des  Tetraeders  wollen  wir  ferner  noch  folgende  inter- 
essante Aufgabe  lösen: 

166.  Aufgabe.  Vier  Punkte  a.  b,  c,  d  im  Räume,  ferner  vier 
Strecken  hy  h,  k  und  h  und  zwei  Winkel  n»  und  nn  sind  gegeben; 
es  ist  ein  Tetraeder  darzustellen,  dessen  eine  Kante  beziehungsweise 
mit  der  Bildebene  und  einer  horizontalen  Ebene  die  Winkel  n»  und  n^ 
einschließt,  während  die  eine  der  beiden  durch  diese  Kante  gehende 
Seitenfläche  parallel  zur  (xrundlinie  läuft.  Weiters  sollen  die  Seiten- 
flächen des  Tetraeders  von  den  Punkten  a,  b,  c  und  d  beziehungs- 
weise die  Abstände  la,  h,  h  und  h  besitzen« 

Behufs  Lösung  dieser  Aufgabe  construieren  wir  zunächst  eine 
Gerade  (g,  g'),  welche  mit  der  verticalen  und  horizontalen  Projections- 
ebene  die  betreffenden  Winkel  n^  und  «a  einschließt  und  führen  so- 
dann durch  diese  Gerade  eine  zur  Grundlinie  parallele  Ebene  EtE^. 

Diese  Ebene  E^Eh  betrachten  wir  als  die  Seitenebene  und  die 
in  ihr  liegende  Gerade  {gg*)  als  die  Kante  eines  Tetraeders  von  be- 
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liebiger  EantenläDge.  Das  besagte  Tetraeder  mnpq  kann  nun  ganz 
in  derselben  Weise  construiert  werden,  wie  es  in  der  vorhergehenden 
Aufgabe  zum  Ausdrucke  gebracht  wurde. 

Führen  wir  weiters  durch  einen  der  gegebenen  Punkte,  etwa 
durch  a,  zu  einer  der  Seitenebenen,  als  welche  wir  allenfalls  mnp 
wählen  wollen,  eine  Senkrechte. 

Auf  dieser  Geraden,  welche  d,t?j  heißen  mag,  schneiden  wir  vom 
Punkte  a  aus  die  gegebene  Länge  la  perspectivisch  ab  und  führen 
durch  den  Endpunkt  Ä  derselben  eine  Ebene  JE'^El  parallel  zur 
Seitenebene  mnp.  Durch  ganz  den  nämlichen  Vorgang  und  in  ganz 
gleicher  Weise  bestimmen  wir  femer  auch  ;die  Ebenen  ElEi^  ElEl 
und  EiEi^  welche  beziehungsweise  zu  den  Seitenebenen  mnq,  npq 
und  mpq  parallel  sind  und  von  den  Punkten  &,  c  und  d  die  betref- 
fenden Abstände  h,  h  und  U  besitzen. 

Die  so  erhaltenen  vier  Ebenen  begrenzen  sodann  ein  Tetraeder 
31  NPQ,  welches  dem  Tetraeder  mnpq  parallel  liegt  und  mithin 
gegen  die  Projectionsebenen  die  nämlichen  Neigungsverhältnisse  wie 
dieses  aufweist.  Andererseits  haben  aber  auch  die  Seitenflächen  des 
Tetraeders  von  den  vier  gegebenen  Punkten  die  vier  gegebenen  Abstände, 
so  dass  dasselbe  allen  Bedingungen  der  gestellten  Aufgabe  entspricht* 

§.  516. 
Das  Ikosaeder. 

167,  Aufgabe.  Ein  Ikosaeder  ist  orthogonal-axonometrisch  der- 
art darzustellen,  dass  die  Verbindungsgerade  zweier  gegenüberlie- 
gender Eckpunkte  zu  einer  Achse  des  Achsensystems  parallel  ist 

Das  Ikosaeder  ist  ein  regelmäßiger  Körper,  welcher  bekanntlich 
dreißig  Kanten  und  zwölf  Ecken  besitzt  und  von  zwanzig  gleichseitigen 
Dreiecken  begrenzt  wird. 

In  jedem  Eckpunkte  convergieren  fünf  Kanten,  welche  die  Seiten- 
kanten einer  regelmäßigen  fünfseitigen  Pyramide  vorstellen,  als  deren 
Basis  das  durch  die  anderen  Endpunkte  dieser  Kanten  gebildete  regel- 
mäßige Fünfeck  betrachtet  werden  kann. 

Ist  diese  fünfseitige  Pyramide  bekannt,  so  lässt  sich  aus  der- 
selben das  Ikosaeder  leicht  ableiten. 

Der  Mittelpunkt  des  Polyeders  ergibt  sich  nämlich  im  Schnitte 
der  Höhe  jener  Pyramide  mit  dem  Perpendikel,  welches  im  Mittel- 
punkte einer  beliebigen  der  fünf  Seitenflächen  auf  diese  letztere  ge- 
fällt werden  kann.  Ist  auf  diese  Weise  der  Mittelpunkt  des  Ikosaeders 
gefunden,  so  braucht  man  nur  in  Bezug  auf  denselben;  als  Symmetrie- 
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centram,  die  Symmetriepunkte  der  sechs  Eckpunkte  obiger  Pyramide  zu 
bestimmen,  um  die  weiteren  sechs  Eckpunkte  des  Ikosaeders  zu  erhalten. 

Um  das  eben  Gesagte  constructiv  durchzuführen,  nehmen  wir 
drei  durch  einen  und  denselben  Punkt  0  (Taf.  XXXII,  Fig.  508) 
gehende  Geraden  OZ,  OX,  OY  als  orthogonale  Projection  des  Coor- 
dinatensystems  an. 

Die  Gerade  g  repräsentiere  die  Projection  jener  zur  Z- Achse  pa- 
rallelen Geraden,  welche  zwei  einander  gegenüberliegende  Eckpunkte  des 
Ikosaeders  verbindet.  Besagte  Gerade  möge  die  Achsenebene  XOY  in 
dem  Punkte  co  treffen. 

Die  Gerade  g  wird  aber  weiters  auch  die  Höhenlinie  einer 
(richtiger  zweier)  fünfseitigen  Pyramiden  der  vorher  auseinander- 
gesetzten Natur  darstellen. 

Um  die  Lage  des  Ikosaeders  zu  fixieren,  wählen  wir  daher  auf  z 
noch  einen  Punkt  o  als  Mittelpunkt  der  regelmäßigen  fünfseitigen 
Basis  jener  Pyramide. 

Da  diese  Basis  in  einer  zu  g  senkrechten,  also  zur  Achsenebene 
XOY  parallelen  und  durch  o  gehenden  Ebene  liegen  wird,  so  muss 
auch  deren  orthogonale  Projection  auf  die  XOF-Ebene  ein  regelmäßiges 
Fünfeck  sein,  welches  den  Punkt  o  zum  Mittelpunkte  hat.  Um  die 
Projection  dieses  regulären  Fünfeckes  zu  construieren ,  legen  wir  die 
XF-Ebene  in  die  Bildebene  auf  bekannte  Weise  um,  indem  wir  als 
die  Bildfläch trace  (x6  derselben  eine  beliebige  zn  OZ  senkrechte  Gerade 
wählen.  Der  in  der  Projection  durch  XOZ  dargestellte  rechte  Winkel 
erscheint  alsdann  in  seiner  wahren  Größe  SOqIj;  ferner  ergibt  sich  die 
Umlegung  des  Punktes  c?  in  C7„. 

Nun  construieren  wir  mit  der  gegebenen  Kantenlänge  k  ein 
regelmäßiges  Fünfeck  cc^ß^y^d^SQ,  welches  (Dq  zum  Mittelpunkte  hat 
und  leiten  aus  demselben  seine  Projection  aßyds  ab. 

Den  früheren  Erörterungen  gemäß  haben  wir  nun  aßyds  parallel 
zu  sich  selbst  so  lange  zu  verschieben,  bis  (o  mit  o  zusammenfällt, 
um  in  der  neuen  Lage  bereits  die  Projection  der  Pyramidenbasis  zu 
erhalten. 

Die  Spitze  S  der  Pyramide,  sowie  der  Mittelpunkt  M  des  Iko- 
saeders haben  von  dem  Punkte  o  gewisse  Entfernungen,  deren  wahre 
Größe  folgendermaßen  bestimmt  werden  kann. 

Da  nämlich  die  Seitenflächen  der  Pyramide  gleichseitige  Drei- 
ecke, also  die  Seitenkanten  gleich  den  Basiskanten  sind,  so  ergibt  sich 
die  wahre  Größe  der  Höhe  dieser  Pyramide  als  Kathete  (Oq  S"^^  eines 
rechtwinkligen  Dreieckes  cc^  S*'^  o^ ,  in  welchem  die  Hypotenuse  a^  Ä"„ 
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gleich  der  Seite  a^ßß  des  Basisfünfeckes,  oder  was  dasselbe  ist,  gleich 
der  Kautenlänge  h  des  Ikosaeders,  und  die  zweite  Kathete  a^  d^  gleich 
der  Entfernung  eines  Eckpunktes  des  Fünfeckes  Ton  dem  Mittelpunkte 
des  letzteren  ist. 

um  die  wahre  Größe  der'^Entfernung  des  Ikosaedermittelpunktes 
M  von  dem  Punkte  o  zu  bestimmen,  suchen  wir  vor  allem  den  Mittel- 
punkt m^  des  einen,  allenfalls  über  y^d^  beschriebenen  gleichseitigen 
Dreieckes,  welches  wir  zu  diesem  Zwecke,  um  yo^o?  ebenfalls  in 
die  Bildebene,  nach  y^d^SQ,  gedreht  denken. 

Wir  denken  uns  nun  den  Punkt  m^  in  seine  eigentliche  räum- 
liche Lage  um  y^d^  zurückgedreht  und  legen  ihn  sodann  neuerdings, 
und  zwar  um  die  Trace  «oO^a  der  durch  ihn  gehenden  und  gleich- 
zeitig die  Pyramidenspitze  S  enthaltenden  bildfläch-projicierenden  Ebene 
um,  wobei  er  nach  der  ümlegung  in  der  umgelegten  Falilinie  S"o<y 
der  vorgenannten  Dreiecksfläche  Sd^y^  in  m'^  erscheint 

Die  Senkrechte  in  dem  Mittelpunkte  m  der  Dreiecksfläche  Syg  d^ 
auf  diese  letztere,  schneidet,  wie  bereits  eingangs  bemerkt  wurde,  die 
Höhenlinie  äcj^  der  Pyramide  in  dem  Mittelpunkte  M  des  Ikosaeders. 
Da  aber  sowohl  diese  Senkrechte,  als  auch  die  Höhenlinie  iu  der  vor- 
genannten projicierenden  Ebene  a^^Se  liegen,  so  erhalten  wir  den  frag- 
lichen um  a„(y  umgelegten  Mittelpunkt  im  Schnitte  J/„  der  umgelegten 
Höhenlinie  5''^  o?,,  mit  der  in  m'^  auf  S"q  ö  gezogenen  Senkrechten 
und  mithin  in  Gj„iWJ,  die  wahre  Größe  des  gewünschten  Abstandes. 

Es  erübrigt  nunmehr  noch  die  beiden  Abstände  S"q  (Oq  und  gi^Mq 
von  0  aus  auf  der  Geraden  ß  aufzutragen. 

Um  die  diesen  Strecken  in  der  Richtung  von  ^o,  also  auch  in 
der  Richtung  von  Z  0  entsprechenden  Verkürzungen  in  der  Projection 
zu  erfahren,  legen  wir  die  Achse  ZO  auf  bekannte  Weise  um  ihre 
Projection  nach  0^  Z^  um,  tragen  auf  0^  Z^  die  Strecken  Jf '„  o'^  =  J/«  oj^ 
und  o'qS'q  =  coqS"^  auf  und  leiten  sodann  deren  Projectionen  J/'o' 
und  o'S'  auf  ZO  ab. 

Überträgt  man  hierauf  diese  Projectionen  auf  zo  von  dem  Punkte 
0  aus  nach  oM  und  oS,  so  erhält  man  in  M  die  Projection  des  Iko- 
saedermittelpunktes und  in  S  die  Projection  der  Spitze  der  früher  ge- 
nannten Pyramide. 

Construiert  man  endlich  zu  a,  fe,  c,  d,  e,  S  in  Bezug  auf  Jf, 
als  Symmetriecentrum,  die  Symmetriepunkte  a^  ftj,  c^,  df^,  et  und  /S^, 
so  repräsentieren  diese  die  Projectionen  der  übrigen  sechs  Eckpunkte 
des  Ikosaeders,  dessen  Bild  man  nun  durch  die  richtige  Verbindung 
der  zwölf  Punkte  a,  6,  c,  d,  e,  >S,  a,,  &,,  c,,  dj,  Cj  und  S^  erhält. 
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§.  517. 
Das  Pentagondodekaeder. 

Dieses  reguläre  Polyeder  ist  von  zwölf  congruenten  regelmäßigen 
Fünfecken  begrenzt.  Die  zwanzig  Ecken  des  Dodekaeders  liegen  zu 
je  fünf,  ein  regelmäßiges  Fünfeck  bestimmend ,  in  vier  zu  einander 
parallelen  Ebenen. 

Die  einzelnen  Seiten  zweier  solcher  Fünfecke  sind  jedoch  nicht 
sämmtlich  untereinander  parallel,  sondern  sind  zu  zweien  so  gelagert, 
dass  das  eine  Fünfeck  die  Supplementarlage  des  anderen  bildet. 

§.  518. 

168.  Aufgabe.  Ein  Pentagondodekaeder  von  gegebener  Kanten- 
länge {  ist  in  orthogonaler  Projectlon  derart  darzustellen,  dass  die 
eine  Seitenfläche  desselben  in  der  horizontalen  Projectionsebene  liege 
und  deren  eine  Eante  zur  Grundlinie  parallel  sei. 

Vor  allem  denke  man  sich  in  der  horizontalen  Projectionsebene 
aus  der  Kantenlänge  {  ein  regelmäßiges  Fünfeck  (ahcde,  a*h*cfd*e*) 
(Taf.  XXXI,  Fig.  509)  derart  construiert,  dass  die  eine  Seite,  etwa 
d'efy  zur  Grundlinie  parallel  läuft.  Dieses  so  gezeichnete  Fünfeck 
repräsentiert^  den  Forderungen  obiger  Aufgabe  gemäß,  bereits  die  eine 
Basis  des  Pentagondodekaeders. 

Durch  jede  der  fünf  Seiten  dieses  Polygons  geht  ein  neues  regel- 
mäßiges Fünfeck  von  der  nämlichen  Eantenlänge. 

um  die  Projectionen  der  besagten  Fünfecke  zu  erhalten,  denken 
wir  uns  dieselben  zunächst  um  die  einzelnen  Seiten  a*V^  b'c\...  des 
Basisfünfeckes  in  die  horizontale  Projectionsebene  umgelegt.  Seien  bei- 
spielsweise ft'c'/ofl'o^o  ^^d  a'ft'^ioWo  die  beiden  um  feV  resp.  a'b' 
umgelegten  Fünfecke. 

Die  Lage  der  genannten  Fünfecke  im  Baume  ist  dadurch  gekenn- 
zeichnet und  bestimmt,  dass  sich  deren  Seiten  &Yo  ^^^  ^'/o  ^^^ 
einer  gewissen  Drehung  um  b'e'  resp.  a'&',  als  Drehachsen,  zu  einer 
Eante  des  Dodekaeders  vereinigen  müssen. 

Wir  haben  also,  um  die  Projectionen  der  Fünfecke  festzustellen, 
dieselben  um  b'c'  resp.  a'6'  so  lange  zu  drehen,  bis  die  Seiten  6Yo 
und  6%  oder,  da  6Yo  =^%  ist,  bis  die  Punkte  f^  und  ^  zusammen- 
fallen. Bei  dieser  Drehung  beschreiben  die  Punkte  f^  und  f^  Kreise, 
welche  in  den  durch  f^  und  f^  gehenden  zu  b'  e'  resp.  a'  b'  senkrechten 
Ebenen  liegen,  sich  mithin  als  gerade  Linien  f^^a  und  f^a^  projicieren. 

Peichka,  Darstellende  u,  projective  Qeometrie.  34 
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Der  Schnittpankt  f  dieser  Geraden  ist  gleichzeitig  die  Projection 
des  SchnittpuDktes  der  beiden  Drehkreise,  oder  mit  anderen  Worten, 

f  ist  die  Gmnflächprojection  der  Punkte  f^  und  /j,  nach  vollbrachter 
Drehung. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Gerade  f*h\  welche  nunmehr 
die  ;Horizontalprojection  einer  Kante  des  Dodekaeders  repräsentiert, 
den  Winkel  a'h'c'  halbiert  und  demgemäß  durch  den  Mittelpunkt  0' 
des  Basisfünfeckes  a'V&d^e*  gehen  muss. 

Aus  dem  Gesagten  einerseits  und  aus  der  Übereinstimmung  der 
eben  durchgeführten  Construction  in  Bezug  auf  alle  übrigen  Seiten  und 
Ecken  des  Fünfeckes  a*Vc*d*e,'  andererseits  ergibt  sich  eine  einfache 
Construction  für  die  durch  a',  c\  cV  und  e'  gehenden  Dodekaeder - 
kanten.  Man  beschreibt  nämlich  aus  0*  mit  dem  Radius  Of  einen 
Kreis  k\  zieht  die  Radien  0'a\  (^c',  O'd'  und  O'e'  bis  zu  den 
Schnittpunkten  m\  p\  r*  und  ä'  mit  diesem  Kreise  ifc'  und  erhält  so- 
mit unmittelbar  die  Projectionen  der  genannten  Kanten  in  a*m*^  c'p\ 
d'r*  und  e'W. 

Um  die  Projection  g*  des  Punktes  g^  zu  erhalten,  ist  bloß  zu 
erwägen,  dass  der  Punkt  g*  auf  der  durch  g^  zur  Drehungsachse  h'e* 
senkrecht  stehenden  Geraden  g^O^  liegen  müsse,  dass  ferner  bei  der 
zu  vollziehenden  Drehung  der  Schnittpunkt  y  von  f^g^  mit  Vef  unge- 
ändert  bleibe  und  daher  die  Projection  von  f^g^y  durch  f'g*y  dar- 
gestellt werde.  Im  Schnitte  der  Geraden  yf'g'  mit  g^^O*  ergibt  sich 
der  gesuchte  Punkt  g\  mithin  in  h'e'fg'h'  die  Projection  des  Fünf- 
eckes b'c'fQg^h^. 

Die  Projectionen  der  übrigen  an  den  Kanten  a'6',  a'c'^  &d.... 
angereihten  regelmäßigen  Fünfecke  sind  mit  dem  ersteren  congruent; 
es  liegen  daher  die  Punkte  g\  Je',  s%  t\  n*  auf  einem  und  demselben 
KJreise  W^  welcher,  wie  leicht  nachzuweisen,  der  nämliche  ist,  auf  dem 
auch  die  Punkte  /*,  h\  r',  p*  und  m'  liegen. 

Die  Projectionen  der  übrigen  sechs  Seitenflächen  des  Polyeders 
ergeben  sich  direct,  wenn  man  die  bisher  erhaltene  horizontale  Pro- 
jection um  0*  solange  gedreht  denkt  bis  g*  nach  f  gelangt,  f  hin- 
gegen auf  h'  föUt  u.  s.  w.  Hiedurch  findet  man  die  horizontalen 
Projectionen  der  anderweitigen  Fünfecke  g*  f  h'  D*  G' ;  h*  m'  8*  E'  B' ; 
s'p't'B'E';  fr'n*A'B';  »'Ä'p'C'J.';  und  endlich  Ä'B'OD'E% 
welch  letzteres  im  vorliegenden  Falle  die  horizontale  Projection  der 
oberen  Basis  des  Dodekaeders  vorstellt. 

Die  verticale  Projection  der  unteren  Basis  ist  abcde;  die  Höhe 
der  Punkte  /*,  ä,  m,  r,  |?  ist  über  der  Horizontalebene   durch  /*/)• 
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gegeben,  jene  der  Punkte  gr,  Tc,  n,  s  und  t  hingegen  wird  durch  g*g*^ 
festgestellt.  Die  Höhe  der  Punkte  ^,  5,  C,  D  und  JB  endlich  ist 
durch  f'f'Q  +  ff'^'o  bestimmt. 

Die   entsprechende  Verbindung   der  hiemit    festgestellten   Eck- 
punkte ergibt  sonach  auch  die  verticale  Projection  des  Dodekaeders. 


XXL   Capitel. 

Ebene  Schnitte  der  Polyeder. 

§.  519. 

Ebener  Schnitt  der  Pyramiden  und  Prismen. 

Der  Schnitt  eines  Polyeders  mit  einer  Ebene  ist  ein  ebenes  Poly- 
gon, dessen  Seiten  die  Schnittgeraden  der  Polyederflächen  mit  der 
schneidenden  Ebene,  und  dessen  Eckpunkte  die  Durchstoßpunkte  der 
Polyederkanten  mit  der  schneidenden  Ebene  sind. 

Die  Schnittfigur  eines  Polyeders  mit  einer  Ebene  wird  man 
hiernach  dadurch  bestimmen  können,  dass  man  entweder  die  Schnitt- 
linien der  gegebenen  Transversalebene  mit  den  einzelnen 
Polyederflächen  aufsucht,  oder  dadurch,  dass  man  die  Schnitt- 
punkte der  genannten  Ebene  mit  den  Polyederkanten  er- 
mittelt und  hierauf  die  so  erhaltenen  Schnittpunkte  in  entsprechen- 
der Weise    mit    einander    verbindet. 

Dieser  allgemein  gehaltenen  Bemerkung  über  die  ^Schnitt- 
be Stimmung''  ist  zu  entnehmen,  dass  sich  letztere  auf  in  unseren 
vorausgeschickten  Principien  hinlänglich  besprochene  Operationen 
reduciere,  indem  es  sich  diesfalls  nur  darum  handeln  wird,  den  Schnitt 
von  Ebenen  untereinander  oder  den  Schnitt  von  Geraden  mit  Ebenen 
zu  bestimmen. 

Insoferne  sich  Vereinfachungen  bei  der  Ermittelung  eines  ebenen 
Schnittes  ergeben,  soll  in  Folgendem  angedeutet  und,  der  Ein- 
fachheit wegen,  nur  an  einigen  wenigen  principiellen  Beispielen  gezeigt 
werden. 

Jede  der  beiden  hier  angeführten  Methoden  kann  selbstverständ- 
lich^ je  nach  Bedarf  und  Zweckmäßigkeit  entweder  einzeln  oder  in 
Verbindung  mit  einander  in  Anwengung  gebracht  werden. 

84« 
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§.  520. 

169.  Aufgäbe.  Eine  fiiiifseitige  Pyramide,  deren  Basis  abcde 
in  der  Bildebene  liegt,  nnd  deren  Spitze  S  dnrch  einen  Träger  dv 
fixiert  sei,  ist  in  centraler  Projection  gegeben.  Der  Schnitt  dieser 
Pyramide  mit  einer  dnrch  ihre  Tracen  Zb  27«  gegebenen  Ebene  2  ist 
zn  ermitteln. 

Bestimmen  wir  diesfalls  zunächst  den  Schnitt  einer  Seitenebene, 
etwa  den  von  Sdc  (Taf.  XXXI,  Fig.  510)  mit  der  Transversalebene 
^b^v  Nachdem  im  vorliegenden  Falle  die  Basisebene  mit  der  Bild- 
ebene zusammenfällt,  die  Basiskanten  somit  direct  die  Bildfläch- 
tracen  die  Seitenebenen  der  Pyramide  repräsentieren,  wird  sich  die 
Durchführung  der  erforderlichen  Constructionen  wesentlich  verein- 
fachen. 

Die  Kante  cd  liegt  in  der  Bildebene,  stellt  daher  gleichzeitig 
die  Bildflächtrace  et  der  obbezeichneten  Seitenebene  Scd  dar. 

Die  Flochttrace  a«  dieser  Ebene  e  kann  allenfalls,  wie  folgt, 
gefunden  werden.  Wir  bestimmen  den  Fluchtpunkt  Ve  der  Kante  Sc 
mittelst  der  durch  Sc  und  den  Träger  Sdv  oder  ft  gelegten  Hilfis- 
ebene  hh^  Die  Parallele  durch  Vc  zu  cd  oder  6&  liefert  unmittelbar 
die  gesuchte  Fluchttrace  e,.  Der  Schnitt  der  beiden  Ebenen  CbC^  und 
27(27«  ergibt  sich  in  (pd  und  stellt  als  solcher  gleichzeitig  den  Schnitt 
der  Seitenebene  Scd  mit  der  Transversalebene  Ub^w  vor. 

Dass  von  dieser  Schnittgeraden  q)ö  nur  jener  Theil  CD  in  Be- 
tracht kommt,  welcher  durch  die  Grenzen  der  Seitenebene  Scd  be- 
dingt, also  durch  die  Kanten  Sc  und  Sd  bestimmt  wird,  braucht 
wohl  kaum  ergänzend  hinzugefügt  werden« 

In  gleicher  Weise  kann  man  die  Schnitte  aller  anderen  Seiten- 
flächen der  Pyramide  mit  der  Ebene  Ub^p  feststellen. 

FQr  die  weitere  Construction  ergibt  sich  jedoch  eine  wesentliche 
Vereinfachung  dadurch,  dass  man  die  Bestimmung  der  Fluchttracen 
aller  übrigen  Seitenebenen  umgehen  kann,  sobald  eine  Seite  des 
Schnittes  oder  auch  nur  ein  Punkt  desselben  bekannt  ist. 

Wählen  wir  in  dem  vorliegenden  Falle  beispielsweise  den  bereits 
bekannten  Punkt  D  der  Schnittfigur  als  Ausgangspunkt  für  die  nach- 
stehende Construction. 

Soll  etwa  der  Schnitt  der  Seitenebene  Sde  mit  der  schneiden- 
den Ebene  I^b^v  bestimmt  werden,  so  wird  zu  beachten  sein,  dass 
die  Kante  de  in  der  Bildebene  liege  und  mithin  direct  die  Bildfiäch- 
traee  e^b  der  genannten  Seitenebene  repräsentiere.  Der  Schnittpunkt  d' 
von  e'b  mit  27»  stellt  daher  bereits  einen  Punkt  des  gegenseitigen 
Schnittes  der  beiden  Ebenen  &  und  27  vor. 
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Der  Punkt  D  gehört  aber  gleichfalls  der  Schnittlinie  an,  da  der- 
selbe einerseits  ein  Punkt  der  Seitenfläche  iSele  und  andererseits  gleich- 
zeitig ein  Punkt  der  Transversalebene  -Si  27,  ist.  Die  gesuchte  Schnitt- 
linie wird  mithin  durch  S'B  dargestellt,  und  wird  jener  Theil  DE 
derselben,  welcher  durch  die  Kanten  8d  und  Se  begrenzt  wird,  eine 
weitere  Seite  des  Schnittpolygons  bestimmen. 

In  ganz  übereinstimmender  Weise  kann  nunmehr  auch,  mit  Zu- 
hilfenahme des  Punktes  E,  die  Schnittlinie  EA  vermittelst  des  Tracen- 
schuittpunktes  ö"  abgeleitet  werden. 

Häufig  kommt  es  vor,  dass  die  Bildflächtrace  der  einen  Seiten- 
ebene, wie  beispielsweise  Sa  6,  die  Bildflächtrace  21  der  Transversal- 
ebene 27  erst  außerhalb  den  Grenzen  der  zu  Gebote  stehenden  Zeich- 
nungsfläche trifft. 

In  diesem  Falle  mQsste  sonach  zur  Bestimmung  der  Schnitt- 
geraden J.£  eine  Hilfsconstruction  angewendet  werden.  Diese  letztere 
lässt  sich  aber  auf  zweierlei  Weise  umgehen. 

Man  setzt  entweder  die  soeben  durchgeführten  Oonstructionen 
im  entgegengesetzten  Sinne  fort,  indem  man  mittelst  des  bereits  be- 
kannten Punktes  C  die  Schnittlinie  CB  bestimmt,  und  endlich  B 
mit  A  verbindet;  oder  man  bestimmt  den  Schnittpunkt  B  der  Kante 
Sh  mit  der  Transversalebene  Z^Sp  indirect,  indem  man  durch 
diese  Kante  und  irgend  eine  passend  gewählte  nicht  benachbarte 
Kante,  allenfalls  durch  Sd^  eine  Hilfs ebene  legt. 

Die  Bildflächtrace  Bb  dieser  letzteren  ist  die  Verbindungslinie 
von  a  und  ä,  und  schneidet  27&  in  O-,  welcher  Punkt  der  Schnittlinie 
von  s  und  ü  angehört.  Diesen  beiden  Ebenen  gehört  gleichzeitig  aber 
auch  der  Punkt  D  an,  folglich  ist  ^B  die  Schnittlinie  der  beiden 
Ebenen,  welche  die  Kante  Sa  m  dem  gewünschten  Punkte  A  trifft. 

Auf  diese  Methode  der  Bestimmung  des  ebenen  Schnittes  einer 
Pyramide  oder  eines  Prisma  werden  wir  in  der  Folge  Veranlassung 
finden  zurückzukommen,  und  werden  wir  dieselbe  dort,  da  sie  auch  zu 
weiteren  Gonstructionen  die  nöthigen  Anhaltspunkte  bietet,  ausführ- 
licher behandeln. 

Die  zweite  Methode,  nämlich  die  Bestimmung  der 
Schnittpunkte  einzelner  Kanten  des  Polyeders  mit  der 
Transversalebene  bietet,  sobald  man  den  Schnittpunkt  einer 
Kante  des  Polyeders  mit  der  schneidenden  Ebene^  auf  Grundlage  des 
Vorausgeschickten,  bestimmt  hat,  nichts  Neues  und  kann  überdies, 
falls  man  den  Schnitt,  resp.  die  Trace  der  schneidenden  Ebene  auf 
der  Basisebene  festgestellt  hat,  der  eine  aufgefundene  oberwähnte 
Schnittpunkt,  so  wie  im  vorhergehenden  Falle  die  eine  Schnitt- 
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gerade  hinreichen,  um  die  Schnittfigur,  ohne  die  Schnittpunkte 
von  den  übrigen  Kanten  mit  der  Transversalebene  aufsuchen  zu  mfissen, 
sogleich  ergänzen  zu  können. 

Vollständig  zurückgeführt  erscheint  diese  Methode  auf  die  erst- 
besprochene dann,  wenn  die  Schnittpunkte  von  zwei  eine  Seitenebene 
bildenden  Kanten  gesucht,  gefunden  und  mitsammen,  als  der  näm- 
lichen Ebene  angehörend,  verbunden  werden. 

um  einen  solchen  Kantenschnittpunkt  zu  erhalten,  wird  man, 
wie  bekannt,  durch  die  betreffende  Kante  eine  passend  gewählte  Hilfs- 
ebene legen,  den  Schnitt  dieser  mit  der  gegebenen  schneidenden  Ebene 
aufzusuchen  und  jenen  Punkt  festzustellen  haben,  in  welchem  die 
betreffende  Kante  von  der  erwähnten  Schnittgeraden  getroffen  wird. 
Das  gleiche  Verfahren  ist  sodann  für  jede  folgende  Kante  zu  wieder- 
holen. 

Ist  aber  die  Lage  der  durch  zwei  Kanten  gehenden  Ebene  eine 
derartige,  dass  sich  ihr  Schnitt  mit  der  Transversalebene  nicht  oder 
doch  nur  unvortheilhaft  ergibt,  dann  ist  die  letzt  angedeutete  zweite 
Methode  der  ersteren  vorzuziehen,  indem  sie  ein  geeignetes  Hilfsmittel 
bietet,  den  Schnitt  einfach  bestimmen  zu  können  und  wollen  wir 
daher,  um  deren  Anwendung  zu  zeigen,  folgende  Aufgabe  durch- 
führen. 

§.  521. 

170.  Aufgabe,  Ein  senkrechtes  Prisma  (aftcd,  a*V&d*)  ist  In 
axonometriscber  Darstellung  derart  gegeben,  dass  dessen  Basis 
ahccl  in  der  XF- Ebene  liegt,  während  dessen  Seltenkanten  zur 
Achse  Z  0  parallel  sind.  Es  ist  der  Schnitt  dieses  Prisma  mit  einer 
Ebene  mnp  oder  2  zu  bestimmen. 

Da  die  Seitenkanten  des  Prisma  parallel  zur  2- Achse  sind,  so 
kann  durch  jede  derselben  und  durch  die  .^Achse  eine  Ebene  gelegt 
werden. 

Die  Ebene,  welche  durch  die  Kante  aa'  (Taf.  XXXII,  Fig.  511) 
und  die  Achse  OZ  geführt  wird,  schneidet  die  Ebene  OXF  in  einer 
Geraden,  welche  sich  als  die  Verbindungslinie  der  Punkte  0  und  a 
ergibt.  Besagte  Gerade  Oa  trifft  die  XY-Trace  mn  der  gegebenen 
Transversalebene  Z  im  Punkte  a.  Ein  weiterer  Punkt,  welcher  gleich- 
zeitig der  Transversalebene  Z  und  der  Hilfsebene  (a  a',  ZO)  angehört, 
ist  der  Schnittpunkt  p  der  ersteren  mit  der  Z- Achse;  es  ist  sonach 
ap  die  Schnittlinie  der  beiden  obgenannten  Ebenen.  Die  Schnitt- 
gerade ap  trifft  die  Kante  aa'  in  dem  Punkte  A\  es  wird  folglich 
durch  A  bereits  ein  Eckpunkt  des  gesuchten  Schnittpolygones  bestimmt. 
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In  voller  Übereinstimmung  mit  dem  eben  Gesagten  ergeben  sich 
auch  die  Schnittpunkte  jB,  G  und  D  der  Kanten  bi\  cc'  und  dd* 
mit  der  vorliegenden  Transversalebene  27. 

Dass  speciell  in  diesem,  wie  in  allen  ähnlichen  Fälleo  der  Ge- 
brauch der  eben  angewendeten  Methode  „Bestimmung  des  Schnittes 
der  einzelnen  Kanten  mit  der  schneidenden  Ebene^  einfacher  als  jene 
„die  Schnittbestimmung  der  einzelnen  Seitenflächen  mit  der  Ebene 
2^  zum  Ziele  fahrt,  ist  unschwer  den  durchgeführten  Constructionen 
zu  entnehmen. 

Ist  die  Ebene,  welche  ein  Polyeder  schneidet,  eine 
projicierende,  so  ist  es  auch  die  Schnittfigur ;  die  letztere  erscheint 
sonach  in  der  betreffenden  Frojection  als  eine  Gerade,  welche  mit  der 
Trace  der  schneidenden  Ebene  zusammenfällt. 

Obwohl  bei  dieser  Lage  der  schneidenden  Ebene  kein  deutliches 
Bild  des  Schnittpolygones  entsteht,  so  gründet  sich  doch  auf  diese 
Bestimmungweise  des  ebenen  Schnittes  eine  Methode,  welche  mitunter 
eine  wesentliche  Erleichterung  und  Vereinfachung  für  die  Bestimmung 
der  Schnittfigur  ermöglicht;  es  ist  dies  die  Methode  der  Trans- 
formation. Im  Folgenden  soll  diese  Methode  erläutert  werden. 

§.  522. 

171.  Aufgäbe.  Eine  Pyramide,  deren  Basis  in  einer  beliebigen, 
gegen  die  Bildebene  geneigten  Ebene  Uegt,  ist  klinographisch  dar- 
gestellt; es  soll  mit  Zuhilfenahme  der  Transformationsmethode  der 
Schnitt  dieser  Pyramide  mit  Irgend  einer  durch  ihre  Tracen  gege- 
benen Ebene  ermittelt  werden. 

Sei  ahcde  (Taf.  XXXII,  Fig.  512)  die  schiefe  Projection  der 
Pyramidenbasis ;  welche  in  der  durch  ihre  Tracen  gegebenen  Basis^ 
oder  Leitebene  LbL/  liegt;  S  sei  die  schiefe  Projection  der  Pyrami- 
denspitze, die  durch  den  Träger  dv  fixiert  wird,  und  I^b^/  stelle  die 
schneidende  Ebene  dar. 

Transformieren  wir  nun  die  gegebenen  Gebilde  und  wählen  wir 
aus  Zweckmäßigkeitsrücksichten  die  fiichtung  der  neuen  Projections- 
strahlen  derart,  dass  diese  ihrer  Bichtung  nach  mit  jener  der  Schnitt- 
linie dqp,  der  Basis-  und  Transversalebene  übereinstimmen. 

Hiedurch  erreichen  wir  den  wesentlichen  Yortheil,  dass  sowohl 
die  Basisebene  L,  als  auch  die  schneidende  Ebene  £  in  projicierende 
Ebenen  verwandelt  werden  und  somit  Lh  und  £b,  da ,  der  Voraus- 
setzung entsprechend,  nunmehr  2Jh  mit  Z/  und  Lb  mit  L'/  zusammen- 
fallen werden,   in  die  Tracen  paare  (276  2?'/)  und  (LbL[f)  übergehen. 
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Die  transformierte  Basisprojection  erhalten  wir  hiernach  in a^b'c'd'e' 
auf  {LbL'f)  dadurch,  dass  wir  das  Fünfeck  ahcde  durch  Parallele 
zum  Transformationsstrahle  6(p  auf  L»  projicieren. 

Die  transformierte  schiefe  Frojection  S*  der  Pjramidenspitze  S  ist 
selbstverständlich  identisch  mit  dem  Bildflächdurchstoßpunkte  d*  der 
durch  ^S"  parallel  zu  dtp  gezogenen  Geraden  d*v'.  Besagte  Frojection 
S*  wurde  vermittelst  der  Hilfsebene  h^Tif  festgestellt. 

Auf  Grund  der  gepflogenen  Erläuterungen  ergeben  sich  unmittel- 
bar in  S'a\  S'h\  S' c\  S^d'  und  S' e*  die  transformierten  Pro- 
jectionender  Fyramidenkanten.  Nachdem  aber  auch  die  schneidende 
Ebene  XiSf  in  eine  schiefprojicirende  Ebene  {2Jb^/)  verwandelt  wurde, 
so  ergibt  sich  im  Schnitte  A*B'C*B'E'  von  {2b ^/)  mit  obgenannten 
transformierten  Eantenprojectionen  bereits  die  transformierte  Fro- 
jection des  ebenen  Schnittes.  Aus  diesem  so  höchst  einfach 
gewonnenen  Besultate  kann  man  nun ,  durch  bIo£e  ümkehrung  der 
durchgefOhrten  Operationen^  sogleich  auf  die  ursprQnglich  gegebenen 
Frojectionen  der  räumlichen  Gebilde  übergehen  und  demgemäß  die 
Frojection  ABC  DE  des  verlangten  Schnittes  dadurch  ableiten, 
dass  man  die  einzelnen  Funkte  Ä'B'...E^  durch  Parallele  zu  d  9  in 
die  entsprechenden  Geraden  Sa,  Sh...Se  zurückprojiciert. 

§.  523. 

Dass  man  von  der  erörterten  und  soeben  durchgeführten  Ver- 
wandlung auch  anstandslos  dann  Gebrauch  machen  kann,  wenn  irgend 
ein  Problem  in  centraler  Frojection  durchzuführen  wäre,  bedarf 
wohl  kaum  besonders  erwähnt  zu  werden ,  denn,  um  beispielsweise  auf 
die  eben  vollführte  Construction  zurückzugreifen^  ist  es  an  und  für  sich 
klar,  dass,  da  man  einen  beliebigen  Punkt  in  der  Schnittlinie  der 
Basisebene  mit  der  Transversalebene  als  Projectionscentrum  an- 
nehmen kann,  man  zu  ganz  gleichem  Besultate,  wie  in  dem  eben  be- 
handelten Falle,  gelangen  müsse.  Es  lässt  sich  sogar  nachweisen,  dass 
die  vorgenommene  Transformation  auch  dann  richtig  bleibt,  wenn  man 
LbLf  und  2Jb2Jf  (Taf.  XXXII,  Fig.  512)  als  die  Tracen  zweier  cen- 
tral-projectivisch  gegebenen  Ebenen,  und  8  (ahcde)  als  die  cen- 
trale Frojection  einer  Pyramide  auffasst,  deren  Basis  abcde  in  der 
Ebene  LbLy  liegt,  und  deren  Scheitel  S  durch  den  Träger  dv  cen- 
tral-projectivisch  gegeben  ist. 

Die  Centralprojection  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  L  und 
2  ist  dq>. 

Transformieren  wir  nun  die  gegebenen  Gebilde,  indem  wir  als 
neues  Projectionscentrum   denjenigen  Funkt   von  9q>   wählen, 
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dessen  Distanz  von  der  Bildebene,  der  Distanz  des  ursprünglichen  Cen- 
trums von  der  Bildebene  gleich  ist;  nehmen  wir  also,  kurz  gesagt, 
den  »Spurpunkt«  der  Geraden  d 9  als  Transformationscentrum 
an.  Hiedurch  verwandeln  sich  die  beiden  Ebenen  L  und  Z  in  central- 
projicierende  Ebenen,  deren  zusammenfallende  Tracenpaare  durch  die 
ursprünglichen  Bildflächtracen  Lh  und  2h  repräsentiert  erscheinen. 

Die  neuen  Frojectionsstrahlen  gehen  folglich  sämmtlich 
durch  den  Spurpunkt  von  d(p\  ihre  ursprünglichen  Centralpro- 
jectionen  müssen  mithin  untereinander  und  zu  ^9  parallel  sein. 
Man  wird  demnach  genau  so  wie  im  vorhergehenden  Falle  die  trans- 
formierte Centralprojection  der  Pyramidenbasis  auf  L^  dadurch 
erhalten,  dass  man  die  Pußpunkte  a',  &',  c',  d'  und  e*  der  durch  a, 
})...e  parallel  zu  d^  gezogenen  Geraden  auf  X5  bestimmt. 

Die  Gerade  v'd'^  welche  äquipollent  mit  dq)  ist,  stellt  offen- 
bar die  ursprüngliche  Centralprojection  des  neuen  durch  8  gehenden 
Projectionsstrahles  dar.  Denn  einerseits  liegt  d^v*  mit  dv  in  der- 
selben Ebene  h^hf  und  andererseits  geht  dieselbe,  da  sie  parallel 
und  gleich  8(p  ist,  durch  den  Spurpunkt  von  d^,  d.  h.  durch  das 
neue  Projectionscentrum.  Ihr  Durchstoßpunkt  iS"  oder  d*  mit  der  Bild- 
ebene ist  daher  die  transformierte  Centralprojection  der  Py- 
ramiden spitze.  Die  transformierten  Projectionen  der  Pyramiden- 
kanten erhalten  wir  nun  in  8'a',  Ä'fc'...  8'e\ 

Den  Schnitt  mit  der  Ebene  27^  finden  wir  in  A\  B\..E*  und 
durch  Zurückleitung,  vermittelst  der  zu  dtp  durch  A\  JB', ...  E' 
parallel  gezogenen  Geraden  (welche  sämmtlich  ursprüngliche  Central^ 
projectionen  neuer  Frojectionsstrahlen  vorstellen),  in  die  Kanten  Sa, 
Sb ...  8e  ergeben  sich  die  Centralprojectionen  J.,  B,..  .E  der  Eck- 
punkte des  gesuchten  Schnittes. 

Es  ist  hiemit  der  Nachweis  erbracht,  dass  die  entwickelte 
^Transformationsmethode**  für  die  drei  Projectionsmetho- 
den,  d.  i.  die  centrale,  die  freie  schiefe  und  die  freie  ortho- 
gonale Frojection,  ihre  volle  unbestreitbare  Geltung  habe  und  dass 
die  erörterte  Methode  für  all'  die  genannten  Projectionsarten  genau 
die  nämlichen  und  vollkommen  übereinstimmenden  Constructionen 
erfordert. 

Letzteres  erhellt  auch  daraus,  dass  über  die  Lage  des  Projections- 
centrums  keinerlei  Voraussetzung  gemacht  wurde. 

Ist  das  durch  eine  Ebene  zu  schneidende  Object  in  orthogo- 
naler Frojection  —  bei  Anwendung  zweier  aufeinander  senkrecht 
stehenden  Frojectionsebenen  —  gegeben,  so  lässt  sich  der  Schnitt  durch 
Transformation  der  Projectionen,   und  zwar  diesfalls  durch 
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eine  Änderung  in  der  Lage  der  einen  Projeotionsebene  ebenso  leicht 
wie  vorhergehend  bestimmen. 

§.  524. 

172.  Aufgabe.  Ein  Prisma  (aa,  6/3,  cy)  ist  durch  seine  orthogo- 
nale Bildfläch-  und  Grundflächpro jection,  ferner  ist  eine  Ebene  durch 
ihre  Bildflächtrace  27«  und  ihre  Grundflächtrace  Uh  gegeben;  es  ist 
der  Schnitt  dieser  Ebene  mit  dem  Prisma  durch  Transformation  der 
Bildebene  zu  ermitteln. 

Behufs  Lösung  der  vorstehenden  Aufgabe  wählen  wir  die  neue 
Bildebene  so,  dass  sich  die  schneidende  Ebene  Z  (Taf.  XXXII,  Fig.  513) 
in  eine  bildfläch-projicierende  verwandelt. 

Die  neue  Grundlinie  Xh  muss  demgemäß  senkrecht  zur  Grund- 
flächtrace 27a  angenommen  werden.  Die  transformierte  Bildflächtrace 
27^«  der  Transversalebene  27,  welche  eine  bildfläch-projicierende  ist, 
schließt  als  solche  mit  der  Achse  Xk  einen  Winkel  ein,  welcher  der 
wahren  Größe  des  Neigungswinkels  Nh  der  Ebene  27«  27«  gegen  die 
Grundebene  gleichkommt.  Wie  aus  Früherem  bekannt,  lässt  sich  die 
transformierte  Trace  2?^  auch  noch  auf  anderem  Wege  ermitteln. 

Die  transformierte  Bildflächpröjection  der  Basis  ergibt  sich,  da 
das  Prisma  auf  der  Grundebene  aufruhend  vorausgesetzt  wurde,  un- 
mittelbar in  a**V'c",..  und  wird  dadurch  erhalten,  dass  man  die 
Grundflächprojection  des  Leitpolygons  a'Vc'.,.  orthogonal  auf  die 
Transformationsachse  Xk  projiciert. 

Um  die  Bichtung  der  transformierten  Eantenprojectionen  des  Prisma 
zu  erhaHcn,  wird  es  genügen,  zwei  Punkte  irgend  einer  Kante  in  Bezug 
auf  die  neue  Projectionsebene  zu  bestimmen.  Nachdem  jedoch  diesfalls  je 
ein  Punkt  a^',  6",  c",...  jeglicher  Kante  als  bekannt  vorliegt,  wird  bloß 
noch  die  Bestimmung  irgend  eines  Punktes  {xx*)  erforderlich  sein.  Der- 
selbe ergibt  sich,  wie  bekannt,  nach  vollzogener  Transformation  in  {pc'x^). 
Auch  wäre  man  zu  gleichem  Besultate  dadurch  gelangt,  dass  man  den 
Schnitt  der  neuen  Bildebene  mit  dem  Prisma,  d.  i.  (a^\c^,..a\h\c\) 
in  den  ursprünglichen  Projectionen,  in  Betracht  zieht  und  dessen  trans- 
formierte Bildflächpröjection  in  a^\V\c*\. ..  aus  den  gegebenen,  vor- 
her genannten  Projectionen  ableitet. 

Die  transformierten  Bildflächprojectionen  der  Prismenkanten  er- 
geben sich  hiernach  in  a^^a"^'^  6"6'\;  c"c"^...  und  die  transfor- 
mierte Bildflächpröjection  des  mit  der  Ebene  27^927«  resultie- 
renden Prismenschnittes  in  A^B^G^ . . .  Aus  der  letzteren  Projection  ist 
zunächst  die  Grundflächprojection  A'B'O...  und  aus  dieser  schließ- 
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lieh  die  Bildflächprojection  ABC...  des  ursprünglich  gesuchten 
Schnittes  der  Ebene  UgUh  mit  dem  gegebenen  Prisma  abzuleiten. 
Dieser  ebene  Schnitt  erscheint  somit  durch  {ABG,.,,A'B*0...)  dar- 
gestellt. 

Collineare  und  affine  Beziehungen  zwischen  ebenen  Schnitten  von 

Pyramiden  und  Prismen. 

§•  525. 

Das  Bild  einer  Pyramide,  gleichgiltig  für  welche  der  verschie- 
denen Projectionsarten,  sei  8 (ah cd)  (Taf.  XXXII,  Fig.  514). 

Die  Basis  ah  cd  der  Pyramide  wollen  wir  als  eben  voraussetzen, 
so  dass  sie  sich  in  keiner  Weise  von  irgend  einem  anderen  Schnitte 
der  Pyramide  unterscheidet  und  somit  stets  auch  als  ein  solcher  be- 
trachtet werden  kann. 

Endlich  wollen  wir  annehmen^  dass  irgend  eine  Transversalebene 
27  im  Baume  die  Ebene  der  Basis  ah  cd  in  einer  Geraden  s  schneide 
und  eine  der  Pyramidenkanten,  allenfalls  8a^  im  Punkte  A  treffe. 

Verlängern  wir  die  Basiskante  ah  bis  zu  ihrem  Schnittpunkte 
a  mit  Sy  so  erhalten  wir  in  a  einen  Punkt,  welcher  gleichzeitig  der 
Seitenebene  Sah  und  der  Transversalebene  H  angehört,  also  einen 
Punkt  ihres  Schnittes  vorstellen  muss.  Andererseits  ist  aber  auch  der 
Punkt  Aj  der  Voraussetzung  gemäß,  ein  Punkt,  welcher  sowohl  der 
Seitenebene  Sah  als  auch  der  Transversalebene  27  angehört;  es  wird 
folglich  die  Schnittlinie  der  beiden  letztgecannten  Ebenen  durch  die 
Verbindungsgerade  aA  dargestellt  erscheinen.  Der  zwischen  den 
Kanten  Sa  und  Sb  liegende  Theil  AB  der  Geraden  aA  repräsentiert 
eine  Seite  des  Schnittpolygons. 

Man  kann  jetzt,  sowie  vorher  Ay  den  Punkt  B  als  Ausgangs- 
punkt betrachten  und  wird  finden,  dass  die  Seite  BG  des  Schnitt- 
pol ygones  mit  der  Basiskante  hc  in  einem  Punkte /}  von  5  zusammen- 
trifft. Desgleichen  schneiden  sich  die  Geraden  CD  und  cd^  sowie  auch 
DA  und  äa  in  den  bezüglichen  Punkten  y  und  d  der  Geraden  8. 

Es  ist  hiernach  unschwer  einzusehen,  dass  die  eben  festgestellte 
Eigenschaft  stets  gilt,  wie  groß  auch  die  Zahl  der  Seitenflächen  der 
Pyramide  sein  mag,  und  dass  dieselbe  auch  dann  noch  ihre  Geltung 
beibehalte,  wenn  die  Spitze  S  der  Pyramide  in  unendlicher  Entfernung 
liegt,  wenn  man  also  für  die  Pyramide  ein  Prisma  (aa,  &6,  cc,...) 
(Taf.  XXXII,  Fig.  515)  substituiert. 

Wir  können  also  bezQglich  zweier  ebenen  Schnitte  einer 
Pyramide  oder  eines  Prisma,  wovon  der  eine  Schnitt  als  deren 
Basis  betrachtet  werden  kann,  folgende  Eigenschaften  verzeichnen. 
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a)  Zwei  ebene  Schnitte*  einer  Pyramide  oder  eines 
Prisma  sind  Polygone  gleicher  Seiten-  und  Eckenanzahl. 

b)  Die  Schnittpunkte  homologer  Seiten  der  beiden 
Schnitte^  d.  h.  solcher  Seitenpaare,  welche  in  einerlei 
Seitenebene  der  Pyramide  oder  des  Prisma  liegen, 
schneiden  sich  in  Punkten  einer  und  derselben  Geraden, 
Tiier  Schnittlinie  der  beiden  Schnittebenenu  und 

c)  die  Eckpunkte  der  beiden  Schnittpolygone  liegen 
paarweise  auf  den  Kanten  der  Pyramide  oder  des  Prisma. 
Entsprechende  (homologe)  Punkte  der  beiden  Schnitt- 
figuren besitzen  also,  im  Falle  der  Pyramide,  in  einem 
Punkte  (der  Spitze  Ä)  convergierende  Verbindungslinien, 
im  Falle  des  Prisma  dagegen,  im  Unendlichen  conver- 
gierende, oder  mit  anderen  Worten,  parallele  Verbindungs- 
geraden. 

Hieraus  folgt  nun,  dass  zwei  beliebige  ebene  Schnitte 
einer  Pyramide  für  die  Pyramidenspitze  als  GoUineations- 
centrum^  die  Pyramidenkauten  alsCollineationstrahlen,  und  die 
Schnittlinie  ihrer  Ebenen  als  CoUineationsachse,  jederzeit  7)per- 
spectivisch-collineare  Polygone«  sind. 

Ferner  sind  zwei  beliebige  ebene  Schnitte  eines  Prisma 
jederzeit  »perspectivisch  liegende,  affine  Polygone«,  wobei 
die  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  die  Affinitätsachse  und  die  Prismen- 
kanten die  Affinitätsstrahlen   repräsentieren. 

§.  526. 

In  ähnlicher  Weise  verhalten  sich  auch  die  Projectionen 
zweier  ebenen  Pyramiden-  oder  Prismenschnitte. 

Wir  finden  nämlich  (Taf.  XXXII,  Fig.  514),  dass  die  Projectionen 
der  entsprechenden  Eckpunkte  der  beiden  Polygone  ahcd  und  ABCD 
auf  den  Projectionen  der  Pyramidenkanten  liegen,  dass  also  die  Ver- 
bindungsgeraden homologer  Punkte  A  und  a,  B  und  h^  C  und  c, 
D  und  d  durch  einen  festen  Punkt  S  —  die  Projection  des  Pyra- 
midenscheitels—  gehen,  und  dass  die  homologen  Seiten  AB  und 
ah^  BC  und  bc  .  ,  .  sich  in  Punkten  a,  /} .  .  .  einer  und  derselben 
Geraden  s  —  der  Projection  der  Schnittlinie  ihrer  beiden 
Ebenen —  schneiden. 

Es  sind  sonach  auch  die  gleichnamigen  Projectionen 
zweier  beliebiger  Pyramideuschnitte  T^perspectivisch  liegende, 
collineare  Polygone«,  wobei  die  Projection  der  Schnittlinie  ihrer 
Ebenen  die  CoUineationsachse,  die  Projection  der  Pyramidenspitze 
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hingegen  das  Collineationscentrum  vorstellt    Von  welcher  Pro* 
jectioDsart  Gebrauch  gemacht  wird,  ist  vollständig  gleichgiltig. 

Nur  in  dem  besonderen  Falle,  als  bei  centraler  Projection  die 
Spitze  der  Pyramide  in  der  Spur  ebene  liegen  sollte,  ftUt  ihre  Pro- 
jection in  unendliche  Entfernung.  Die  Projectionen  aller  Pyramiden- 
kanten sind  also  in  diesem  Falle  unter  einander  parallel,  daher  die 
Projectionen  der  Schnitte  „perspeotivisch  affin**. 

Betrachten  wir  ferner  die  beiden  Prismen  schnitte  ah  cd  und 
ÄBGD  (Taf.  XXXII,  Fig.  515),  so  finden  wir,  dass  ihre  Parallel- 
projectionen  so  beschaffen  sind,  dass  homologe  Punkte  a  und 
A,  b  und  jB.  . .  auf  parallelen  Geraden,  d.  i.  auf  den  Projectionen  der 
Prismenkanten  liegen  ,  während  die  Schnittpunkte  a,  j3 . . . .  der  homo- 
logen Seitenprojectionen  AB  und  ah^BG  und  hc  ....  auf  einer  und 
derselben  Geraden  s,  der  Projection  der  Schnittlinie  der  bei- 
den Schnittebenen,  gelegen  sind. 

In  jeder  Parallelpro jection  sind  sonach  die  Projectionen 
zweier  Prismenschnitte  affine  Figuren,  wobei  die  Projection 
der  Schnittlinie  ihrer  Ebene  die  Affin itätsachse  und  die  Projec- 
tionen der  Kanten  die  Affinitätsstrahlen  darstellen. 

In  centraler  Projection  sind  die  Projectionen  zweier  Prismen- 
schnitte nur  dann  affin,  wenn  die  Kanten  des  Prisma  parallel  zur 
Bildebene  sind,  also  parallele  Bilder  besitzen.  In  jedem  anderen  Falle 
haben  die  Bilder  der  parallelen  Prismenkanten  einen  gemeinschaft- 
lichen Fluchtpunkt ;  es  sind  daher  f ör  diesen  Punkt,  als  Collineations- 
centrum, die  Bilder  zweier  Schnitte  „perspeotivisch  collinear'*. 

Auf  Grund  dieser  Eigenschaften  können  wir  leicht  folgende  Auf- 
gabe lösen. 

§.  527. 

173.  Aufgabe,  Es  ist  eine  Pyramide  gegeben,  deren  Basis 
abcde  In  einer  zur  Bildebene  willkürlich  geneigten  Ebene  L^Lf  liegt; 
der  Scheitel  S  ist  durch  einen  Träger  dv  festgestellt;  es  soll  der 
Schnitt  der  Pyramide  mit  einer  Ebene  276  iy  bestimmt  werden« 

Es  ist  vollkommen  gleichgiltig,  welche  Projectionsart  (centrale, 
freie  schiefe  oder  frei-orthogonale  Projection)  wir  behufs  Lösung  der 
gestellten  Aufgabe  verwenden.  Um  jedoch  einen  bestimmten  Fall  vor 
Augen  zu  haben,  setzen  wir  »centrale  Projection^  voraus. 

Die  Centralprojection  dtp  (Taf.  XXXII,  Fig.  516)  der  Schnitt- 
geraden der  beiden  Ebenen  L  und  27  stellt  diesfalls  die  Collinea- 
tionsachse  A  und  die  Projection  S  des  Pyramidenscheitels,  den 
GoUineationsscheitel  dar. 
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Als  coUinear  entsprechende  Punkte  sind  sodann  die 
Centralprojectionen  solcher  Panktepaare  anzusehen,  welche 
sich  als  Schnittpunkte  eines  durch  S  gehenden  Strahles  mit  den  Ebenen 
L  und  2J  ergeben.  Der  Basisprojection  abcde  wird  dann  collinear 
die  Projection  des  zu  suchenden  Pyramidenschnittes  entsprechen. 

um  diese  GoUinearfigur  zu  ermitteln,  wird  es  sich  darqm  handeln, 
auf  möglichst  einfachem  Wege  zwei  coUineare  Punkte  zu  bestimmen. 
Dies  kann  in  der  Weise  geschehen,  dass  wir  uns  durch  den  Träger  dv 
eine  Ebene  hi,h/  parallel  zur  Schnittgeraden  dtp  gelegt  denken.  Besagte 
Ebene  hbh/  schneidet  die  beiden  Ebenen  L  und  27  in  den  beiden  Geraden 
9*'  und  ipd".  Verbindet  man  nun  tf'  mitÄ,  so  trifft  dieser  Strahl  d'S 
die  Gerade  <p  6'*  im  Punkte  z/'. 

Die  Projectionen  d'  und  ^'  sind  coUineare  Punkte,  da  sie  die 
Projectionen  der  Schnittpunkte  des  Strahles  Szl*ö*  mit  den  Ebenen  L 
und  £  vorstellen. 

Mit  Hilfe  der  beiden  coUinearen  Punkte  d'  und  J'  kann  man 
nunmehr  leicht  zu  jedem  beliebigen  Punkte  des  einen  Systems  den 
coUinearen  Punkt  im  anderen  System  ermitteln. 

Man  hat  diesbezüglich  nur  zu  berücksichtigen,  dass  zwei  coUineare 
Geraden  sich  in  einem  Punkte  der  GoUineationsachse  treffen. 

Zieht  man  daher  beispielsweise  die  Gerade  d'a,  welche  die  Col- 
lineationsachse  dg>  in  a  schneidet,  so  wird  durch  a  und  ^^  die  ent- 
sprechende Gerade  zf'Ä  gehen  und  in  deren  Schnitt  mit  Sa  der 
dem  Punkte  a  collinear  entsprechende  Punkt  J.  erhalten.  Die 
Basiskante  ab  trifft  ferner  die  CoUineationsaxe  dg)  in  /),  so  dass  die 
coUineare  Gerade  durch  ß  A  festgestellt  ist.  Im  Schnitte  von  ß  A  mit 
Sh  wird  sich  direct  der  dem  Punkte  6  coUineare  Punkt  B  ergeben. 

In  gleicher  Weise  können  alle  übrigen  Punkte  C,  D,  E. .  gefunden 
und  somit  in  ABCDE  das  zu  abcde  coUineare  Polygon  er- 
halten werden  y  welch  letzteres,  auf  Grund  der  vorausgesetzten  Bedeu- 
tung der  vorgenommenen  Constructionen ,  die  Gentralprojection 
der  Schnittfigur  der  Pyramide  mit  der  Ebene  27  darstellt. 

Die  wahre  Größe  eines  ebenen  Schnittes  einer  Pyramide 
oder  eines  Prisma  kann  dadurch  bestimmt  werden,  dass  man  vorerst 
mittelst  einer  der  voraogegebenen  Methoden  die  Projection  der  Schnitt- 
figur feststeUt,  und  diese  hierauf  um  die  Bildflächtrace  ihrer  Ebene  in 
die  Bildebene  umlegt. 

Eine  weit  einfachere  Gonstruction  der  wahren  Größe  der 
Schnittfigur  folgt  aber  aus  der  Eigenschaft,  dass  zwei  ebene  Schnitte 
einer  Pyramide,  für  die  Pyramidenspitze  als  Gollinea- 
tionscentrum,  coUineare  Polygone  sind. 
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Wir  wollen   besagte  Construction    durch  das  folgende  Beispiel 

erläutern. 

§.  528. 

174:.  Aufgabe.  Gegeben  ist  (beispielsweise  in  freier  schiefer 
Projection)  eine  Pyramide  S  (abcd),  deren  Basis  ab  cd  in  der  Bild- 
ebene liegt,  und  deren  Spitze  S  durch  den  Träger  dv  fixiert  sei;  es 
ist  die  wahre  Größe  der  Schnittflgur  mit  einer  durch  ihre  Tracen  Uh^/ 
gegebenen  Ebene,  ohne  zuvor  die  Projection  dieses  Schnittes  er- 
mittelt zu  haben  (mittelst  Gollineatlon)  zu  bestimmen. 

Denken  wir  uns  die  Spitze  S  (Taf.  XXXII,  Fig.  517)  der  Pyra- 
mide/S  (ab  cd)  als  Projectionscentrum  angenommen,  so  wird  offenbar 
die  in  der  Bildebene  liegende  Basis  ab  cd  der  Pyramide  die  Gentral- 
projection  aller  auf  der  Pyramide  verzeichneten  Poly- 
gone, also  auch  die  Central  projection  des  Schnittes  der- 
selben mit  der  Ebene  £  vorstellen. 

Für  das  Centrum  S  erhalten  wir  die  Fluchttrace  2;^  der  gegebenen 
Ebene  Ui^Zf  als  Bildflächtrace  der  durch  S  parallel  zu  I!i,Z/  gelegten 
Ebene  27p2i/  mittelst  einer  durch  den  Träger  dv  gelegten  Hilfsebene 
höh/  und  den  hiedurch  erzeugten  parallelen  HUfsschnitten  dg)  und  d^  tp^. 

Bestimmen  wir  weiters  noch  die  orthogonale  Bildflächprojection 
xS'i  der  Pyramidenspitze  und,  mittelst  des  Projectionsdreieckes  oJJ^ 
auf  die  der  freien  klinographi sehen  Projection  eigenthümlichen  Weise, 
deren  Abstand  S^S^^  von  der  Bildebene,  so  ist  hiedurch  die  oben  ge- 
stellte Aufgabe  auf  folgende  zurückgeführt: 

„Eine  Ebene  ist  durch  ihre  Bildflächtrace  Zb  und  ihre  Flucht- 
trace 2Jt,  gegeben,  und  ein  in  dieser  Ebene  liegendes  Polygon  ist 
durch  seine  Gentralprojection  ab  cd  bestimmt;  man  soll  für  ein  ge- 
gebenes Projectionscentrum  —  Hauptpunkt  S^  und  Distanz  S^  S°^  — 
die  wahre  (jröße  des  Polygons  ermitteln.*' 

Denken  wir  uns  das  Projectionscentrum  S  um  die  Fluchttrace 
27p  nach  S^  umgelegt,  so  wissen  wir,  dass  das  umgelegte  Polygon 
^0^0  ^0^0  ^^^  seiner  Centralprojection  ab  cd,  in  Bezug  auf  die  Bild- 
flächtrace 2Jb  als  CoUineationsachse  und  das  umgelegte  Centrum  Sq 
als  CoUineationscentrum,  coUinear  ist. 

Wendet  man  die  aus  der  Centralprojection  und  Collineation  be- 
kannten Bestimmungsmethoden  hier  an^  so  erhält  man  in  a^b^c^d^ 
das  umgelegte  Schnittpolygon,  d.  i.  die  wahreQröße  des  mit  der 
Ebene  27^27/ resultierenden  Pyramidenschnittes. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  obiges  Verfahren  immer  angewendet 
werden  kann,  in  welcher  Projectionsart  auch  die  Pyramide  und  die 
Transversalebene  gegeben  sein  mag. 
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Verschiedenheiten  in  den  jeweiligen  Constrnctionen  werden  nur 
bei  der  Bestimmung  der  Fluchttrace  der  Transyersalebene  und  der 
orthogonalen  Bildflächprojection,  sowie  bezQglich  der  Distanz  derPjra- 
midenspitze  auftreten. 

In  analoger  Weise  kann  auch  die  Affinität  zur  directen 
Bestimmung  der  wahren  Größe  eines  Prismenschnittes 
verwendet  werden,  und  wollen  wir  auch  in  dieser  Richtung  um  der 
Deutlichkeit  willen,  ein  einfaches  Beispiel  durchfuhren. 

§.  529. 

175.  Aufgabe,  Ein  Prisma,  auf  der  Grundebene  auf  ruhend,  ist 
durch  seine  orthogonale  Bildfläch-  und  Grundflächprojection  gegeben; 
ferner  ist  eine  Transversalebene  durch  ihre  Bildfläch-  und  Grund- 
flächtrace  festgestellt;  es  ist  die  wahre  Größe  des  Schnittes  dieser 
Ebene  mit  dem  Prisma  unter  der  Bedingung  zu  construieren ,  dass 
die  Projectionen  des  Schnittes  zuvor  nicht  bestimmt  werden  sollen. 
(Lösung  durch  Afflnität.) 

Sei  {abc,  a*b'&)  (Taf.  XXXIII,  Fig.  518)  die  in  der  Grundebene 
liegende  Basis  des  Prisma-,  a«,  6/3,  cy\  a'a\  b'ß*  und  c'y'  seien 
beziehungsweise  die  Bildfläch-  und  Grundfläch-Projectionenen  der  Kanten 
desselben,  und  endlich  sei  27«  die  Yertical-  oder  Bildfiächtrace  und  2k 
die  Grundflächtrace  der  schneidenden  Ebene. 

Betrachten  wir  nun  speciell  die  Grundebene  als  Projectionsebene 
und  gleichzeitig  die  Richtung  der  Prismenkanten  als  dieBich- 
tung  schief  projicierender  Strahlen,  so  stellt  die  in  der 
Grundebene  liegende  Basis  a*h*&  die  schiefe  Projection  aller  auf  dem 
Prisma  möglichen  Polygone,  also  auch  die  schiefe  Projection 
des  zu  suchenden  Schnittes  vor. 

Denken  wir  uns  femer  den  Schnitt  des  Prisma  mit  der  Trans- 
versalebene 27  um  die  Grundflächtrace  27a  in  die  Grundebene  umgelegt, 
so  erhalten  wir  ein  Polygon,  welches  mit  a'b'c'  affin  ist  in  Bezug 
auf  die  Grundflächtrace  27^  als  Affinitätsachse.  Die  Affinitäts- 
strahlen sind  diejenigen  Geraden,  welche  die  umgelegten  Punkte 
der  Ebene  27  mit  ihren  schiefen  Grundflächprojectionen  verbinden. 

um  die  afßne  Beziehung  festzustellen,  genügt  es,  die  schiefe 
Projection  und  die  ümlegung  eines  Punktes  der  Ebene  27« 27a  zu 
kennen.  Am  vortheilhafbesten  wird  es  sein,  hiezu  irgend  einen  Punkt 
{xixf)  in  der  verticalen  oder  Bildflächtrace  27„  der  Ebene  27  zu  wählen. 

Die  schiefe  Projection  x*,  dieses  Punktes  auf  die  Grundebene 
wird  sich  als  der  Grundfläch-Durchstoßpunkt  der  durch  {xx*)  parallel 
zu  einer  Prismenkante  gezogenen  Geraden  (lyij')  ergeben. 
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Die  ümleguDg  des  Punktes  {xx')  um  die  Grundflächtracen  Uh 
nach  x^  ist  auf  bekannte  Weise  bewerkstelligt,  so  dass  man  nunmehr 
in  Xq  und  x'»  zwei  einander  affin  entsprechende  Punkte  erhält. 

Nachdem  hiedurch  die  Richtung  Xf^  x\  der  Affinitätsstrahlen  fest- 
gestellt ist^  unterliegt  es  keiner  Schwierigkeit,  das  dem  Dreieck  a'h'c' 
affine  Dreieck  %\Cq^  d.  h.  die  wahre  Größe  des  mit  der 
Ebene  S^Hh  resultierenden  Prismenschnittes  dadurch  zu 
bestimmen,  dass  man  zunächst  einen  Punkt  y  etwa  %  feststellt.  Letz- 
teres wurde  dadurch  bewirkt,  dass  man  a'x'a  bis  zum  Schnittpunkte 
a  mit  der  Affinitätsachse  Zk  zog,  und  hierauf  a  mit  x^  verbunden 
hat;  im  Schnitte  von  ax^  und  dem  zu  XqX\  parallelen  Affinitäts- 
strahle a*a^  ergab  sich  der  Punkt  a^. 

In  gleicher  Weise  oder  mit  Berücksichtigung  der  Schnittpunkte 
»,  0...  der  Basiskanten  a'h\  a'c\...  mit  der  Affinitätsachse  27*  er- 
geben sich  die  anderweitigen  Punkte  6^,  c^,..  der  wahren  Größe  des 
Prismenschnittes. 

§.  530. 

176.  Aufgabe.  Ein  schiefes  Prisma  ruht  mit  einer  Basis  auf 
der  Bildebene  auf  und  ist  außerdem  durch  einen  zur  Bildebene  nicht 
parallelen  ebenen  Schnitt  begrenzt.  Das  Netz  des  Prisma  ist  zu 
construieren. 

Wollte  man  diese  Aufgabe  auf  die  gewöhnliche  Weise  lösen,  so 
müsste  man  die  wahren  Größen  sämmtlicber  Seiten,  und  je 
einer  Diagonalen  der  einzelnen  Seitenflächen  ermitteln. 

Diese  Constructionen  können  aber  theilweise  umgangen  werden, 
wenn  ein  zu  den  Erzeugenden  des  Prisma  senkrechter  ebener  Hilfs- 
schnitt benützt  wird. 

Sei  ahcde  (Taf.  XXXIII,  Fig.  519a, &,c,d)  die  in  der  Bildebene 
liegende  Basis  des  Prisma;  feruer  seien  aa^y  &&, ,  oc, ,  dd^  und  ee^ 
die  schiefen  Projectionen  der  Kanten,  deren  Richtung  durch  die 
gegebene  Gerade  d  v  bestimmt  ist ;  a|  \  c^  d,  e^  stelle  die  schiefe 
Projection  der  zur  Bildebene  nicht  paralleleu  oberen  Begrenzung 
des  Prisma  vor,  und  endlich  werde  das  Projectionsdreieck  durch  aJJ^^ 
(Taf.  XXXIII,  Fig.  5196)  dargestellt. 

Zunächst  bestimmen  wir  die  Tracen  S*bS'/  einer  Ebene,  welche 
durch  den  Fluchtpunkt  v  der  Geraden  dv  geht  und  auf  derselben 
senkrecht  steht;  weiters  construieren  wir  eine  zu  dieser  Ebene  5' 
parallele  Ebene  SbS/,  und  bestimmen  deren  Schnitt  mit  dem  vor- 
liegenden Prisma. 

Peschlca,  Dantellende  u.  projective  Qeonietrie.  35 
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Behufs  Erreichung  dieses  Zweckes  denken  wir  uns  vor  allem 
durch  eine  der  Seitenflächen  des  Prisma,  etwa  durch  cCiCl^d  eine 
Ebene  gelegt.  Die  Bildflächtrace  &»  dieser  Ebene  ist  die  Basiskante  c  d. 
Die  Fluchttrace  h/  ergibt  sich  sogleich,  wenn  man  berücksichtigt, 
dass  der  Fluchtpunkt  fc  der  Kante  cc^  von  dem  Durchstoßpunkte  c 
eine  der  Strecke  dv  gleiche  Entfernung  besitzt,  und  dass  die  Flucht- 
trace h/  durch  diesen  Fluchtpunkt  fe  parallel  zu  hf,  zu  fahren  ist. 

Die  Ebene  hh/  schneidet  die  Ebene  S^S/  in  der  Geraden 
dtp.  Der  zwischen  den  Kanten  cc^  und  dd^  liegende  Theil  CD  von 
d  <p  repräsentiert  offenbar  den  Schnitt  der  Ebene  Sb  S/  mit  der  Seiten- 
ebene c  0|  d^  d.  Die  übrigen  Seiten  des  Schnittpolygons  ergeben  sich 
aus  der  coUinearen  Beziehung  zur  Basis  ahcde,  so  dass  man 
auf  dem  Wege  der  früher  entwickelten  Methoden ,  als  Schnitt  des 
Prisma  mit  der  Ebene  S^S/^  das  Polygon  ABGBE  erhält. 

Denkt  man  sich  das  Prisma  entwickelt,  so  verwandelt  sich  das 
Polygon ^JB CD J^  in  eine  gerade  Linie;  denn  nach  der  Entwickelung 
werden  die  sämmtlichen  parallelen  Prismenkanten  aa, ,  h\y,..ee^ 
untereinander  parallel  bleiben,  während  die  Polygonseiten  ^JB,  BC 
EA  auf  denselben  senkrecht  stehen. 

Gleichzeitig  sind  die  wahren  Breiten  der  Seitenflächen  gleich  den 
wahren  Längen  der  betreffenden  Polygonseiten  ÄB,...EÄ. 

Wir  werden  demgemäß  die  wahre  Größe  des  Polygones  AB..E 
durch  Umlegung  um  die  Trace  Sb  seiner  Ebene  in  die  Bildebene  nach 
^q£o...jE'o  bestimmen.  Hierbei  können  die  in  der  Nebenfigur  bl9b, 
Taf.  XXXIII,  an  der  zu  S  parallelen  Ebene  S'  construierte  Bichtung 
vv^  der  Affinitätsstrahlen,  und  die  Sichtung  v'^d  der  umge- 
legten zu  den  Prismenkanten  parallelen  Geraden  dv  benützt  werden. 

Zeichnet  man  nun  eine  gerade  Linie  r  (Taf.  XXXIII,  Fig.  519  d) 
und  trägt  auf  derselben  die  Stücke  J.JB,  BG,  CD,..EA,  beziehungs- 
weise gleich  A^Bq,  Bf^CQ,...EQÄ^  auf,  und  zieht  man  sodann  durch 
die  Punkte  A,  B,...E  zn  r  senkrechte  Geraden,  so  erhält  man  bereits 
das  Netz  der  Seitenflächen  des  Prisma,  jedoch  selbstverständlich  ohne 
der  durch  die  beiden  Basen  bedingten  Begrenzung. 

Es  wird  sich  nunmehr  noch  darum  handeln,  die  einzelnen  Seiten- 
flächen entsprechend  der  oberen  und  unteren  Basis  zu  begrenzen. 
Dies  wird  offenbar  dadurch  bewerkstelligt,  dass  man  auf  jede  der 
Kanten  im  Netze  von  dem  Schnittpunkte  derselben  mit  der  Geraden 
r,  diejenigen  Stücke  in  wahrer  Größe  nach  oben  und  unten  ab- 
schneidet, welche  den  beiden  Kantenstücken  des  Prisma,  die  durch 
die  Ebene  £  und  die  beiden  Basispolygone  begrenzt  werden,  gleich 
sind.  So  werden  beispielsweise  die  Endpunkte  a  und  a^  der  Kante  aa^ 
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(Taf.  XXXIII,  Fig.  519 d)  dadurch  erhalten,  dass  man  von  Ä  aus  auf 
derselben  nach  unten ,  resp.  nach  oben  Stücke  aufträgt,  welche  der 
wahren  Größe  Yon  Aa  und  Aa^  (Taf.  XXXIII,  Fig.  519  a)  gleich  sind. 
Dasselbe  gilt  auch  betreffs  der  anderen  Kanten. 

um  das  Angedeutete  graphisch  durchführen  zu  können,  benöthigen 
wir  die  wahren  Größen  aller  auf  den  Prismenkanten  Yorkommen- 
den  Abschnitte.  Diese  ergeben  sich  aber  sehr  einfach,  da  sich,  wie 
wir  wissen,  die  wahren  Größen  von  Strecken,  welche  auf 
untereinader  parallelen  Geraden  liegen,  gerade  so  ver- 
halten, wie  ihre  schiefen  Frojectionen. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  dieses  Verhältnis  durch  dv :  dv^^ 
(Taf.  XXXIII,  Fig.  5196)  ausgedruckt,  wobei  dv  die  schiefe  Projection 
einer  Strecke  und  di/^  die  wahre  Größe  derselben  bedeutet. 

Zieht  man  demnach  eine  zvl  dv  parallele  Gerade  l  (Taf.  XXXIII, 
Fig.  519  c),  sowie  eine  zu  dv'^  parallele  Gerade  J^,  welche  Geraden 
sich  in  o  schneiden  mögen,  und  trägt  man  auf  l  von  o  aus  die  Strecke 
oa^Aa  (aus  Taf.  XXXIII,  Fig.  519a)  auf,  so  hat  man  den  Punkt 
a  bloß  durch  eine  Parallele  aa"^  zu  vv'^  (Taf.  XXXIII,  Fig.  5196) 
auf  Iq  zu  projicieren,  um  in  öa®  die  gesuchte  wahre  Größe  von 
aA'=ao  zu  erhalten,  da,  wie  oben  gesagt,  infolge  der  Ähnlichkeit 
der  Dreiecke  oaa^  und  dvi/^,  das  Verhältnis: 

oa^ :  oa  =  dv'^  :  dv 
besteht.  In  voller  Übereinstimmung  mit  dem  Gefundenen  erhält  man 
auch  die  übrigen  Abschnitte  in  wahrer  Größe.  Es  erübrigt  nur  noch 
dieselben  von  J.,  B, ...  JE?  auf  den  Kanten  des  Netzes  (Taf.  XXXIII, 
Fig.  519 ä)  in  eutsprechender  Weise  nach  a...e  und  nach  a, ...61 
aufzutragen  und  die  so  erhaltenen  Punkte  a...e,  sowie  a^...e^  in 
entsprechender  Folge  miteinander  zu  verbinden,  um  das  Netz  der 
Seitenflächen  des  in  schiefer  Projection  gegebenen  Prisma  entwickelt 
und  in  der  Zeichnungsfläche  entrollt  oder  ausgebreitet  zu  erhalten. 

Schließlich  sind,  zur  Vervollständigung,  diesem  Netze  noch  die 
beiden  Grundflächen  abcde  und  a^b^c^d^e^  anzureihen.  Die  erstere 
kann,  da  sie  in  der  Bildebene  liegt  und  daher  unmittelbar  in  wahrer 
Größe  erscheint,  direct,  etwa  an  öc,  als  {a^hcdQeQ)^  angeschlossen 
werden,  während  von  der  oberen  Begrenzungsfläche  a,6, ...61  vorerst 
noch  die  wahre  Größe  zu  bestimmen  sein  wird. 

§.  531. 
Ebene  Schnitte  der  Polyeder  überhaupt. 

Wenn  man  den  Schnitt  einer  Ebene  mit  einem  Polyeder,  dessen 
Seitenflächen  nicht  wie   bei  den  Pyramiden  und  Prismen  (mit  Aus- 

36* 
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nähme  einer  oder  höchstens  zweier)  durch  einen'  und  denselben  im 
Endlichen  oder  im  Unendlichen  liegenden  Pankt  gehen,  so  sind  selbst- 
verständlich auch  zwei  ebene  Schnitte  solcher  Polyeder  weder 
collineare  noch  affine  Figuren,  und  können  deshalb  die  auf  den 
letztgenannten  Eigenschaften  beruhenden  Constructionen  nicht  mehr 
angewendet  werden. 

TJuter  solchen  Verhältnissen  wird  man  auf  die  allgemeinen  ur- 
sprünglich angegebenen  Methoden  zurückgreifen  müssen  und  werden 
daher  entweder  die  Schnittlinien  der  einzelnen  Seitenflächen  oder  die 
Schnittpunkte  der  einzelneu  Polyederkanten  mit  den  Transversalebenen 
auf  irgend  eine  Weise  zu  bestimmen  und  die  gewonnenen  Besultate 
in  entsprechender  Reihenfolge  zu  verbinden  sein. 

Offenbar  können  sich  auch  in  diesen  Fällen  gewisse  Verein- 
fachungen in  den  Constructionen  ergeben  und  können  diese  mit  Bück- 
sicht auf  die  Eigenthümlichkeiten  der  zur  Darstellung  gewählten  Pro- 
jectionsart,  oder  mit  Bücksicht  auf  die  besondere  Lage  des  Polyeders 
und  der  Schnittebene  oder  endlich  hinsichtlich  gewisser  Symmetrie- 
verhältnisse, welche  irgend  einem  Polyeder  eigenthümlich  sind  (wie  es 
namentlich  bei  den  regelmäßigen  Polyedern  der  Fall  ist),  eintreten. 

Um  die  diesfallsigen  Constructionen  zu  erläutern,  wollen  wir 
einige  Beispiele  durchführen. 

§.  532. 

177.  Aufgabe.  Es  sei  ein  Körper  gegeben,  welcher  von  sechs 
Ebenen  nach  Art  eines  Parallelopipedes  begrenzt  ist.  Keine  zwei 
der  Begrenzungsfiächen  seien  untereinander  parallel.  Die  sechs  Seiten 
des  Polyeders  sind  allgemeine  Vierecke.  Der  Schnitt  des  Polyeders 
mit  einer  gegebenen  Ebene  ist  zu  bestimmen.  (Orthogonale  Projeotion 
auf  zwei  zu  einander  normale  Projectionsebenen). 

Bevor  wir  auf  die  Lösung  der  eigentlichen  diesfalls  gestellten  Auf- 
gabe übergehen,  dürfte  hier  der  Ort  sein,  um  eine  höchst  interessante 
Eigenthümlichkeit  eines  derartigen,  den  Bedingungen  der  vorliegenden 
Aufgabe  entsprechenden  Polyeders  hervorzuheben. 

Ein  solches  Polyeder  ist  nämlich  durch  drei  in  einem  Ecke  zu- 
sammenstoßende Seitenflächen  (Vierecke)  vollständig  gegeben,  so  zwar, 
dass  aus  diesen  Bestimmungsstücken  die  übrigen  Flächen  leicht  ergänzt 
werden  können.  Ja  selbst  dann,  wenn  bloß  die  (Central-  oder  Parallel-) 
Projectionen  ah  cd,  ahefadeg  (Taf.  XXXIII,  Fig.  520)  dreier  solcher 
in  einem  Ecke  zusammentreffender  Vierecke  gegeben  sind,  ist  bereits 
auch  schon  die  Projection  des  gesammten  Polyeders  unzweideutig  be- 
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stimmt    Die  Projectionen  der  übrigen  drei  Vierecke  können  nämlich 
leicht  auf  folgende  Weise  construiert  werden. 

Die  Schnittgerade  s  der  Seitenflächen  abefxmi  cdg  ist  durch 
die  zwei  Punkte  a  und  ß,  in  welchen  sich  die  Geradenpaare  ah  und 
cd,  sowie  ae  und  dg  schneiden,  bestimmt. 

Die  Seitenfläche  feg  trifft  die  Schnittgerade  s  in  dem  Punkte  y, 
welcher  der  Verlängerung  der  Seite  ef  angehört  und  durch  diesen 
Punkt  y  muss  nun  selbstverständlich  auch  die  Kante  gh  gehen. 

Weiters  ergibt  sich  die  Kante  ch  als  Verbindungsgerade  des 
Punktes  c  mit  jenem  Punkte  d,  in  welchem  die  Kante  hf  die  vorer- 
wähnte Schnittlinie  s  trifft.  Der  Schnittpunkt  h  der  beiden  gefundenen 
Kanten  gh  und  ch  ist  der  noch  fehlende  Eckpunkt  und  die  Ver- 
bindungsgerade desselben  mit  f  somit  die  letzte  Kante  des  Polyeders. 

§.  533. 

Auf  Grund  dieser  Betrachtung  wollen  wir  ein  derartiges  Polyeder 
in  orthogonaler  Projection  darstellen. 

Die  Grundflächprojection  a'b'...h*  (Taf.  XXXIII,  Fig.  521)  des- 
selben bestimmen  wir  auf  dem  eben  auseinander  gesetzten  Wege. 

Annehmen  wollen  wir,  dass  die  Seitenfläche  a'h*&d'  in  der 
Grundebene  liege,  ihre  vertioale  oder  Bildflächprojection  mithin  durch 
ah  cd  (in  der  Grundlinie  xx)  dargestellt  werde,  und  dass  die  ver- 
ticale  Projection  des  Eckpunktes  /*'  durch  f  gegeben  sei. 

Um  die  Bildflächprojection  des  Viereckes  Vc'f*h'  zu  ermit- 
teln, denken  wir  uns  die  Diagonalen  Vh*  und  &f',  welche  sich  in 
einem  Punkte  p'  schneiden  mögen,  gezogen.  Die  Bildflächprojection 
der  Diagonale  c*f'  ist  c/*,  folglich  p  jene  des  Punktes  p*  und  endlich 
hp  die  Bildflächprojection  der  Diagonale  h'h'^  auf  welcher  sich  nun 
auch  der  Punkt  h  ergibt. 

In  gleicher  Weise  werden  auch  die  Punkte  e  und  g  bestimmt, 
80  dass  man  schließlich  die  Bildflächprojection  des  Polyeders  *  durch 
ai)...A  dargestellt  erhält. 

Nachdem  somit  das  Polyeder  als  gegeben  vorliegt,  ist  weiters 
noch  der  Schnitt  desselben  mit  einer  durch  die  Bildflächtrace  S^, 
und  die  Grundflächtrace  Sk  gegebenen  Ebene  S  zu  ermitteln. 

Die  Grundflächtrace  Sk  ist  der  Schnitt  der  gegebenen  Ebene  S 
mit  der  Grundebene,  welche  in  vorliegendem  Falle  mit  der  Seitenfläche 
a'h'&d'  zusammenMlt.  Der  zwischen  den  Polyederkanten  a'd^  und 
6V  liegende  Theil  Ä'B'  der  Grundflächtrace  Sh  repräsentiert  dem- 
gemäß   bereits    die   Grundflächprojection    einer   Seite    des  gesuchten 
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Schnittpolygons.  Die  Bildflächprojection  AB  dieser  Geraden  liegt  in 
der  Grundlinie. 

Der  Punkt  {BB')  ist  aber  auch  schon  ein  Punkt  der  Schnittlinie 
der  Ebene  S^Sh  mit  der  Seitenebene  (pcfhj  b'c'f'h^;  es  wird  daher 
zu  deren  Bestimmung  die  Angabe  eines  zweiten  Punktes  vollkommen 
hinreichen«  Als  solchen  wählen  wir  den  Schnittpunkt  der  in  dieser 
Seitenebene  liegenden  Poljederkante  hf  mit  der  Ebene  S^Sh,  da  sich 
dieser  sehr  einfach  finden  lässt. 

Wir  legen  nämlich  durch  (&/*,  h'f)  eine  grundfläch-projicierende 
Ebene,  deren  Schnitt  mit  der  Ebene  SvSh  durch  {vh^  v'h')  repräsentiert 
erscheint  und  die  Gerade  (pf,  h*f')  in  dem  gesuchten  Punkte  {xaf) 
trifft.  Es  ist  hiernach  {xB,  x'B*)  bereits  der  Schnitt  der  Ebene  S 
mit  der  Seitenebene  {bcfh,  h'&f'h')  und  der  zwischen  den  Kanten 
(6  c,  6'cO  und  {fh,  ph')  liegende  Theil  (5C,  B'O)  desselben,  eine 
zweite  Seite  des  Schnittpolygons. 

In  gleicher  Weise  ermitteln  wir  den  Schnittpunkt  {EE')  der  Kante 
(ae,  a'eO  mit  der  Ebene  Sf,8h  und  erhalten  in  {AE,  A*E')  eine  dritte 
Seite  der  Schnittfigur,  d.  i.  den  Schnitt  der  Seitenebene  {adeg,  a'd'efg') 
mit  SvSh» 

In  letzterer  Seitenebene  liegt  aber  auch  die  Kante  (eg,  e'g*). 
Diese  wird  in  ihrer  Verlängerung  von  {AE^  A'E*)  in  einem  Punkte 
(yin')  geschnitten,  welcher  offenbar  einerseits  der  schneidenden  Ebene 
S^Shy  andererseits  der  Seitenfläche  efgh  angehört,  also  ein  Punkt  ihres 
gegenseitigen  Schnittes  ist 

Ein  zweiter  Punkt,  welcher  die  nämliche  Eigenschaft  besitzt, 
ist  der  Punkt  (CG). 

Man  erhält  sonach  in  (nC,  n^G*^  die  Schnittlinie  der  beiden 
Ebenen  ÄpÄä  und  {efgh^  eff'g^V).  Der  von  den  Kanten  (/"ä,  /"'ä') 
und  (e/;  e'f)  begrenzte  Theil  (CD,  CDO  derselben  ist  folglich  eine 
Seite  des  gesuchten  Polyederschnittes. 

Endlich  ist  unschwer  zu  erkennen,  dass  die  Punkte  (DZ>0  ^^<^ 
{EE*)  gleichzeitig  den  Ebenen  S  und  {abef^  a'Ve*f')  angehören,  dass 
also  (DJEJ,  B'E')  deren  Schnitt  und  gleichzeitig  die  letzte  Seite  des 
Schnittpolygons  repräsentiert. 

In  ähnlicher  Weise  wird  man  bei  der  Darstellung  und  Schnitt- 
bestimmung aller  möglichen  derartigen  Polyeder  vorgehen  können. 

Ist  das  Polyeder  ein  regelmäßiges,  so  ergeben  sich  überdies  Ver- 
einfachungen, welche  davon  herrühren,  dass  die  Seitenflächen  derselben 
paarweise  parallelen  Ebenen  angehören  u.  dgl. 

Um  dies  in  einem  besonderen  speciellen  Falle  hervorzuheben, 
wollen  wir  ein  diesbezügliches  Beispiel  constructiv  durchführen. 
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§.  534. 

178,  Aufgabe.  In  orthogonal-axonometrisclier  Projection  ist  — 
bei  gegebenen  Achsenriclitungen  —  ein  regnläres  Pentagondodekaeder 
derart  darzustellen,  dass  eine  der  Seitenflächen  in  der  a;j/- Ebene 
liege.  Die  wahre  Länge  der  Dodekaederkanten  liegt  gegeben  vor. 
Es  ist  der  Schnitt  des  Polyeders  mit  einer  durch  ihre  drei  Achsen- 
schnittpunkte gegebenen  Ebene  zu  construieren. 

Die  drei  Projectionen  der  Achsen  seien  0  (x,  y,  z)  (JI2S.  XXXIII , 
Fig.  522). 

Vor  allem  wird  es  sich  darum  handeln,  das  in  der  a;y- Ebene 
liegende  regelmäßige  Fünfeck  von  der  gegebenen  Seitenlänge  s  als 
Basis  für  das  Dodekaeder  zu  verzeichnen. 

Zu  diesem  Zwecke  legen  wir  die  rrj^- Ebene  in  die  Projections- 
ebene  um.  Die  Bildflächtrace  g  der  xy-Ebene  ist  senkrecht  auf  der 
;8r- Achse  (richtiger  auf  deren  Projection  Oz)  und  da  es  gleichgiltig  ist, 
in  welcher  Entfernung  von  der  Bildebene  das  Achsensystem  angenommen 
wird,  so  können  wir  die  Bildflächtrace  g  an  beliebiger,  passend  ge- 
wählter  Stelle  verzeichnen. 

Im  Schnitte  ^  und  ri  derselben  mit  den  Achsenprojectionen  Ox 
und  Oy  erhalten  wir  die  Bildfläch-Durchstoßpunkte  der  letzteren. 

Die  Achsen  Ox  und  Oy  stehen  aufeinander  senkrecht  und  ihr 
Schnittpunkt  0,  der  Ursprung  des  Achsensystems,  wird  demgemäß 
nach  der  ümlegung  um  g  auf  dem  über  ^ri  als  Durchmesser  beschrie- 
benen Kreise  K  liegen.  Weil  endlich,  wie  bekannt,  der  jeweilig 
umgelegte  Punkt  mit  seiner  orthogonalen  Bildflächprojection  in  einer 
zur  Bildflächtrace  der  umgelegten  Ebene  senkrechten  Geraden  liegt,  so 
erhalten  wir  den  umgelegten  Ursprung  im  Schnitte  0^  des  obgenannten 
Kreises  K  mit  Ojer;  die  umgelegte  x-  und  j/- Achse  mithin  beziehungs- 
weise in  Ogl  resp.  O^ij. 

Verzeichnen  wir  nun  in  der  Umlegung  das  regelmäßige  Fünfeck 
^o^o^o^o^o  ^^  ^^^  gegebenen  Kantenlänge  £,  wobei  wir  gleichzeitig, 
in  Anbetracht  der  Einfachheit  der  Darstellung,  die  Anordnung  so 
treffen  y  dass  sowohl  der  Mittelpunkt  o{o^)^  als  auch  ein  Eckpunkt 
e  (6„)  desselben  in  die  Bildflächtrace  g  zu  liegen  kommt ,  dass  also 
diese  Punkte  mit  ihren  Projectionen  zusammenfallen. 

Denken  wir  uns  über  dem^  derzeit  in  der  Bildebene  liegenden 
Fünfecke  a^h^c^d^e^  das  Dodekaeder  oonstruiert,  so  ergibt  sich  dessen 
Bildflächprojection  in  f'^h'^i\lc\V^m'^n'^p'^q'^r'^sfJ'^u\v'^w'^. 

Die  Entwicklung  dieser  Projection  stimmt  mit  jener  in  Auf- 
gabe 160)  überein. 


552 

Gleichzeitig  erhält  man  in  f'^tp  und  Ii'^q  die  wahren  Größen 
jener  Abstände,  welche  beziehungsweise  die  Punkte  f,  i,  w,  s,  t  und 
die  Punkte  h,  h,  v,  r,  u  von  der  Bildebene  besitzen.  Die  Abstände 
der  Punkte  ?,  m,  w,  jp,  g  der  oberen  Basis  von  der  Bildebene  sind 
gleich  (f'^tp  +  h\Q). 

Nach  dieser  Vorbereitung  bestimmen  wir  die  Projectionen 
a...ef*.,.w'  der  Punkte  %...e^f^...w'Q,  was,  wie  folgt,  bewerkstelligt 
wird.  Die  Projection  a  des  Punktes  %  liegt  in  der  durch  %  zur  Trace 
g  senkrecht  gezogenen  Geraden.  Da  ferner  0  und  0^  zwei  entspre- 
chende Punkte  (Projection  und  ümlegung)  sind,  so  erhalten  wir  die 
Projection  der  Geraden  %  0^ ,  wenn  wir  den  Schnittpunkt  a  von  a^  Oq 
und  der  Trace  g  mit  0  verbinden.  Oo  schneidet  dann  bereits  die 
Gerade  aa^  (senkrecht  zu  g)  in  dem  verlangten  Punkte  a. 

Da  die  Umlegung  ao---^o/^'o-'*^'o  ^^^  ^^^  Projection  a...ef.,.tc' 
orthogonal  affine  Gebilde  sind,  g  die  Affinitätsachse,  0  und  0„  zwei 
affin  correspondierende  Punkte,  mithin  0|  und  0^^;  Ori  und  O^rj 
zwei  Paare  entsprechender  Strahlen  repräsentieren,  so  kann  man  mit 
Vortheil  a. .  .e/"'. .  .tc?'  aus  %. .  .e^f^. .  ,w*q  auch  dadurch  ableiten, 
dass  man  vorerst  alle  Affinitätsstrahlen    aa^^..  ..w'w^q  zieht ^  dann 

öo-- -^o/^'o«  • '^'o  ^^*  ^®^  Mittelpunkte  ödes  Fünfeckes  verbindet 
(wobei  je  vier  von  den  Punkten  aQ....w^f^  in  einer  solchen  Verbin- 
dungsgeraden liegen)  und  ferner  zu  diesen  Geraden  die  entsprechenden 
affinen  Geraden  aufsucht.  Der  Punkt  o  entspricht  sich  selbst,  da  er 
in  der  Affinitätsachse  g  liegt,  während  man  die  jeweilig  zweiten  Punkte 
der  Geraden  als  affine  Punkte  zu  deren  Schnittpunkten  1^,  2^...  mit 
OßS  rösp.  Of^fi  findet. 

Hat  man  auf  diese  Weise  die  Projectionen  a.. .  .u/  bestimmt,  so 
wird  man  vor  allem  das  Fünfeck  abcde  verzeichnen  und  hiedurch  die 
Projection  der  Polyederbasis  dargestellt  erhalten. 

Die  übrigen  Eckpunkte  des  Dodekaeders  liegen  in  jenen  Geraden, 
welche  durch  die  axonometrischen  Grundfiächprojectionen  f',...w' 
senkrecht  zur  o;;^- Ebene  geführt  werden  können.  Die  Projectionen 
dieser  Geraden  sind  sonach  parallel  zu  Ojer  und  fallen  demgemäß  mit 
den  früher  gezogenen  Affinitätsstrahlen  zusammen. 

um  in  den  bezeichneten  Geraden  die  Projectionen  der  fehlenden 
Eckpunkte  bestimmen  zu  können,  müssen  wir  vorerst  festgestellt  habea, 
welche  Verkürzungen  die  wahren  Längen  f^tp  und  h'^g  in  der  Bich- 
tung  der  je^-Achse  erfahren.  Behufs  dessen  wird  man  die  Neigung  der 
jer-Achse  gegen  die  Bildebene  bestimmen  müssen. 

Zur  Erreichung  besagten  Zweckes  führen  wir  durch  die  je^-Achse 
eine  bildfläch-projicierende  Ebene  hi,^  und  legen  diese  sammt   der    in 
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ihr  liegenden  js^- Achse  und  der  Schnittlinie  mit  der  a;j^ -Ebene  um  hb 
in  die  Bildebene  um. 

Die  a?y-Ebene  wird  von  der  Ebene  hb  in  einer  Geraden  aO  ge- 
schnitten, welche  sich  nach  der  Umlegung  als  die  Hypotenuse  aO^^^ 
eines  rechtwinkligen  Dreieckes  ergibt,  deren  Länge  aO'Q  =  aO^^  ist, 
während  aO  als  die  zugehörige  Kathete  dargestellt  erscheint. 

Zieht  man  durch  0'^  auf  (y^a  die  Senkrechte  O'^Xy  so  stellt 
diese  nunmehr  die  umgelegte  ^e^- Achse  vor.  Trägt  man  auf  (y^X  die 
Strecken  A^'  =  f'^g)  und  ft'i/'  =  h'^Q  auf,  so  erhält  man  deren  Pro- 
jectionen,  d*  i.  die  Längen  der  verkürzten  Ordinaten  für  die  zu 
bestimmenden  Punkte  in  Afi  und  (i>v. 

Die  Projectionen  der  über  f\  i',  w\  s%  V  liegenden  Punkte  /*,  i, 
w,  Sy  t  erhält  man  sonach ,  wenn  man  auf  den  zu  13O  parallelen  Ge- 
raden die  Strecken  f*f^..  .t*t  =  X^i  aufträgt. 

In  gleicher  Weise  ergeben  sich  die  Punkte  h,  Ä;,  t?,  r,  u  mit 
Benützung  der  Strecke  fiv,  sowie  auch  die  Punkte  l,  m,  n,  p,  q  der 
oberen  Basis  mit  Benützung  der  Strecke  A^-j'f^^^^^- 

Verbindet  man  die  so  erhaltenen  Punkte  in  entsprechender  Weise 
miteinandrr,  so  erhält  man  in  a.«..i(7  die  axono metrische  Projec- 
tion  des  Dodekaeders. 

Nebenbei  wollen  wir  bemerken,  dass  die  Kanten  te  und  mJc  in 
der  durch  g  gehenden  zur  ^-Achse  parallelen  Ebene  liegen,  da  wir  im 
Folgenden,  bei  der  Bestimmung  des  ebenen  Schnittes,  hievon  Gebrauch 
zu  machen,  uns  veranlasst  sehen  werden. 

Nehmen  wir  nun  an,  es  sei  eine  schneidende  Ebene  durch 
ihre  Schnittpunkte  M,  Ny  P  mit  den  Achsen  Ox^  Oy,  Oz 
gegeben;  es  ist  deren  Schnitt  mit  dem  Dodekaeder  zu  construieren. 

Die  Tracen  der  bezeichneten  Ebene  auf  den  Goordinatenebenen 
sind  durch  die  Verbindungslinien  MN^  MP  und  NP  dargestellt. 

Ermitteln  wir  zunächst  die  Schnittpunkte  der  beiden  Kanten  et 
und  mh  mit  der  Ebene  MNPj  die  wir  der  Kürze  halber  mit  27  be- 
zeichnen wollen. 

Diese  beiden  Kanten  liegen  in  der  durch  g  gehenden  zur  Z-Achse 
parallelen  Ebene;  wir  werden  somit  den  Schnitt  dieser  letztgenannten 
Ebene  mit  der  Ebene  27  zu  bestimmen  haben.  Ein  Punkt  des  Schnittes 
ist  unnaittelbar  der  Punkt  tf,  in  welchem  sich  die  Tracen  g  und 
MN  begegnen.| 

Die  o^jer- Ebene  wird  von  der  Ebene  g  in  der  durch  i  gehenden 
ZM  Ojs  parallelen  Geraden  |r  geschnitten  und  diese  letztere  trifft  ihrer- 
seits die  Trace  MP  in  einem  zweiten  Punkte  t  des  gesuchten  Schnittes, 
welcher  mithin  durch  et  dargestellt  erscheint.    Die  Gerade  öt  trifft 
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nun  die  beiden  Kanten  et  und  mk  in  den  Paukten  Ä  und  D,  welche 
Punkte  sonach  dem  ebenen  Schnitte  des  Dodekaeders  als  Eckpunkte 
angehören  werden. 

FQr  die  weitere  Schnittbestimmung  kann  man  mit  Vortheil  yoq 
einer  besonderen,  dem  Dodekaeder  eigenthümlichen  Eigenschaft  Ge- 
brauch machen. 

Diese  Eigenschaft  besteht  darin,  dass  sich  die  Kanten,  welche 
durch  die  Eckpunkte  eines  beliebigen  Seitenfunfeckes  gehen  —  ohne 
jedoch  Kanten  dieses  FQnfeokes  selbst  zu  sein  —  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  schneiden,  oder  was  dasselbe  ist,  dass  sich  die  fünf 
Seitenflächen,  welche  durch  die  Kanten  einer  sechsten  Seitenfläche 
hindurchgehen,  in  dem .  nämlichen  Punkte  treffen.  Diesem  umstände 
zufolge  convergieren  die  Kanten  et,  fd,  ci,  bw  und  sa,  mithin  auch 
die  durch  dieselben  bestimmten  Seitenflächen  etfdu^  fdcih,  cibtvk^ 
bwsav  und  saetr  in  einem  Punkte  S;  ebenso  werden  die  Kanten 
Ih,  mJc,  nvj  pr  und  qu  und  folglich  auch  die  durch  diese  Kanten 
bestimmten  Seitenflächen  Ihmki,  mkuvw,  nvprs,  prqut  und  qulhf 
in  einem  und  demselben  Punkte  S^  convergieren. 

Wir  können  demgemäß  die  erstgenannten  fQnf  Seitenflächen,  als 
Bestandtheile  einer  Pyramide  mit  dem  Scheitel  8  und  der  Basis 
abcde,  die  letzteren  fQnf  Seitenflächen  hingegen  als  Bestandtheile 
einer  Pyramide  mit  dem  Scheitel  /S^  und  der  Basis  Imnpq  auffitösen, 
und  auf  Qrund  dieser  Betrachtung  den  Schnitt  mit  der  Ebene  27  fort- 
setzen. 

Die  Basis  abcde  liegt  in  der  Ebene  xy.  Die  schneidende  Ebene 
U  trifft  diese  Basisebene  in  der  Geraden  MN.  um  nun  den  Schnitt 
der  Ebene  27  mit  der  Seitenebene  aetrs  festzustellen,  brauchen  wir, 
da  in  Ä  bereits  ein  Punkt  des  Schnittes  vorhanden  ist,  bloß  noch 
einen  zweiten  Punkt  desselben  zu  kennen. 

Die  Kante  ae  trifft  die  Schnittlinie  MN  der  Ebenen  XY  und 
27  im  Punkte  z/.  Dieser  Punkt  ^  ist,  nachdem  er  sowohl  der  ge- 
nannten Seitenebene,  als  auch  der  Ebene  27  angehört,  ein  zweiter  Punkt 
des  gesuchten  Schnittes.  Der  letztere  erscheint  somit  durch  die  Yer- 
bindungsgerade  A^  dargestellt.  Der  innerhalb  des  Fflnfeckes  aetrs 
liegende  Theil  AF  desselben  repräsentiert  folglich  eine  Seite  des 
Schnittpolygons.  In  gleicher  Weise  können  nunmehr  auch  die  Schnitte 
AB  und  BC  bestimmt  werden. 

Durch  einen  ähnlichen  Vorgang  wird  man  nunmehr  auch  die 
Schnitte  der  der  Pyramide  S^  entsprechenden  Seitenflächen  construieren 
können.  Zu  diesem  Zwecke  wird  es  nothwendig  sein,  den  Schnitt  der 
Ebene  27  mit  der  Ebene  der  Basis  Imnpq  zu  bestimmen. 
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Ans  der  vollzogenen  Construction  ist  klar  geworden,  dass  die 
Ebene  Imnpq  zur  xy-Ehene  parallel  ist  und  von  dieser  den  Abstand 
Xv  besitzt. 

Denken  wir  uns  daher  deü  Abstand  Iv  auf  der  i^- Achse  von  0 
aus  aufgetragen  (fällt  hier  zufällig  wieder  mit  Xv  zusammen),  so  ergibt 
sich  im  Endpunkte  X  der  Schnittpunkt  der  Ebene  Imnpq  mit  der 
;?- Achse  und  mithin  in  den  zu  Ox  und  Oy  parallelen  Geraden  X  Q  und 
XR  die  Schnitte  der  bezeichneten  Ebene  mit  den  Ebenen  x^  und  ya. 
Diese  Schnittlinien  treffen  die  Tracen  MP  und  NP  der  Ebene  27  in 
Q  und  Rj  so  dass  RQ  die  gesuchte  Schnittlinie  von  27  und  Imnpq 
vorstellt. 

Man  findet  nun  leicht,  dass  die  Seite  FE  des  Schnittpolygons 
einerseits  durch  den  bereits  bekannten  Punkt  F  und  andererseits  durch 
den  Schnittpunkt  d  der  Kante  np  mit  der  Geraden  R  Q  gehen  muss, 
da  letzterer,  als  Punkt  der  Ebene  27  und  der  Kante  np,  dem  Schnitte 
von  27  mit  der  Seitenebene  nprsv  angehört.  Übereinstimmend  mit 
dem  diesfalls  eingeschlagenen  Wege  findet  man  weiters  auch  die 
Schnittgeraden  ED  und  CD. 

Betrachtet  man  aber  das  Dodekaeder  näher,  so  wird  man  un- 
schwer erkennen,  dass  die  letztdurchgefflhrten  Constructionen  für  die  Be- 
stimmung der  Schnitte  von  FE  und  ED  eigentlich  überflflssig  waren. 
Die  Punkte  Ä  und  D  der  Schnittfigur  sind  nämlich  bereits  bekannt, 
ferner  wurden,  mit  Hilfe  der  Pyramide  Sy  die  Schnitte  ABy  BC  und 
AE  construiert,  so  dass  wir  von  dem  Schnittpolygon  bereits  den  Theil 
FABGD  kennen;  berücksichtigt  man  daher,  dass  die  Seitenflächen 
nprsv  und  cdfhi^  sowie  die  Seitenflächen  nJcmvw  und  deftu  pa- 
rallel sind,  so  findet  man  einfach,  dass  beziehungsweise  FE  und  ED 
parallel  zu  i^C  und  AB  sein  müssen,  womit  der  ebene  Schnitt  voll- 
ständig bestimmt,  die  gestellte  Aufgabe  folglich  in  allen  Theilen  ge- 
löst erscheint. 

In  analoger  Weise  wird  man  auch  bei  der  Bestimmung  der 
ebenen  Schnitte  anderer  regulärer  Polyeder  vorgehen.  Gleichzeitig 
wird  man  eventuell  sich  darbietende  Symmetrie-Eigenschaften  zur 
Vereinfachung  der  jeweiligen  Constructionen  mit  Vortheil  zu  ver- 
werten suchen* 
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XXII.    Capitel. 
Gegenseitiger  Schnitt  zweier  Polyeder  (Durchdringungen). 

§.  535. 

Der  gegenseitige  Schnitt  zweier  Polyeder  wird,  sobald  nicht  be- 
sondere Voraussetzungen  bezuglich  des  Formen-  und  Lagen  Zusammen- 
hanges der  beiden  Polyeder  gemacht  werden,  ein  „Baumpolygon'^ 
oder  ein  ^windschiefes  Polygon^,  d.  h.  ein  Polygon  sein,  dessen 
Seiten  nicht  sämmtlich  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen. 

Die  Schnittgeraden  der  Seitenflächen  beider  Polyeder  werden  längs 
eines  begrenzten  Iheiles  die  Seiten  des  Schnittpolygons  repräsentieren 
und  da  in  dem  Punkte,  in  welchem  die  Kante  zweier  benachbarten 
Seitenflächen  des  einen  Polyeders  eine  Seite  des  zweiten  Polyeders 
trifft,  die  beiden  Seiten  des  Schnittpolygons,  welche  auf  letzterer  Seiten- 
fläche die  beiden  erstgenannten  Seitenflächen  bestimmen,  zusammen- 
treffen, so  werden  die  Durchstoßpunkte  der  Kanten  des  einen  Polyeders 
mit  den  Seitenflächen  des  anderen  und  umgekehrt,  die  Eckpunkte  des 
sich  als  Schnitt  beider  Polyeder  ergebenden  Baumpolygones  dar- 
stellen. 

Ferner  ist  klar,  dass  von  diesen  Durchstoß  punkten  der  Kauten 
und  Schnitten  der  Seitenflächen  bloß  jene  Bezug  auf  den  gegenseitigen 
Schnitt  haben  können,  welche  auf  der  wirklichen  Oberfläche  der  gege- 
benen Polyeder  liegen,  nicht  aber  auch  jene,  welche  auf  den  Verlän- 
gerungen ihrer  Seitenflächen  liegen. 

Ebenso  verhält  es  sich  mit  den  Schnittlinien  der  Seitenflächen 
als  Seiten  des  Polygons.  Es  können  nämlich  nur  jene  Theile  dieser 
Schnittlinien  als  dem  Schnittpolygone  angehörig  in  Betracht  gezogen 
werden,  welche  auf  der  wirklichen  (begrenzten)  Oberfläche  beider 
Polyeder  liegen,  während  jene  Theile  der  Schnittlinien,  welche  in  die 
Verlängerung  der  Seitenflächen  fallen,  in  keiner  Beziehung  zum  Schnitte 
selbst  stehen. 

Sind  nun  auf  irgend  eine  Weise  die  sämmtlichen  Schnittpunkte 
der  Kanten  des  ersten  Polyeders  mit  den  Seitenflächen  des  zweiten 
und  umgekehrt  gefunden  worden,  so  wird  es  sich  noch  darum  handeln, 
diejenigen  von  diesen  Schnittpunkten,  welche  gleichzeitig  auf  den 
eigentlichen  Oberflächen  beider  Polyeder  liegen,  in  richtiger  Aufein- 
anderfolge miteinander  zu  verbinden,  um  so  das  räumliche  Schnitt- 
polygon dargestellt  zu  erhalten. 

Für  die  Art  und  Weise  dieser  Verbindung  lassen  sich  folgende 
allgemein  giltige  Sätze  angeben,  deren  Bichtigkeit  aus  der  bloßen  An- 
schauung von  selbst  erhellt. 
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ä)  Liegen  die  Schnittpunkte  zweier  aufeinander  fol- 
gender,  d.i.  in  einer  und  derselben  Seitenebene  liegender 
Kanten  des  einen  Polyeders  mit  einer  Seitenfläche  des 
zweiten  Polyeders  innerhalb  der  Begrenzung  dieser  letz- 
teren, so  sind  dieselben  miteinander  zu  verbinden,  und  werden 
sonach  eine  Seite  des  Schnittpolygons  liefern. 

b)  Liegt  von  den  zwei  Schnittpunkten  zweier  auf- 
einander folgender  Kanten  des  einen  Polyeders  mit  einer 
Seitenfläche  des  zweiten  Polyeders,  der  eine  innerhalb,  der 
andere  aber  außerhalb  der  Begrenzung  dieser  Seitenflächen,  so  sind 
die  bezeichneten  Punkte  ebenfalls  miteinander  zu  verbinden, 
jedoch  bloß  jener  Theil  der  Verbindungslinie,  welcher 
innerhalb  der  genannten  Begrenzung  liegt,  als  dem 
Schnitte  angehörig  zu  betrachten. 

Oder:  Schneiden  zwei  in  derselben  Seitenebene  des 
einen  Polyeders  liegende  Kanten  zwei  benachbarte,  d.  i. 
in  einer  Kante  zusammenstoßende  Seitenflächen  des 
zweiten  Polyeders  in  je  einem  Punkte,  so  sind  diese  beiden 
Punkte  nicht  miteinander  zu  verbinden,  sondern  mit  dem 
Punkte  zu  vereinen,  in  welchem  die  dazwischenliegende 
Kante  die  erstgenannte  Seitenfläche  trifft. 

Allgemeiner  und  bündiger  lässt  sich  jedoch  die  Begel  bezüglich 
der  »Verbindung  von  Schnittpunkten«  auf  folgende  Weise  aussprechen: 

77Nur  solche  Paare  von  Kantenschnittpunkten  dürfen 
mit  einander  zu  Seiten  des  Schnittpolygons  verbunden 
werden,  welche: 

ä)  auf  einer  und  derselben  Seitenfläche  des  einen  so- 
wohl wie  des  anderen  Polyeders  liegen,  und 

h)  welche  auf  der  wirklichen  Oberfläche  beider  Polye- 
der, also  weder  auf  der  Verlängerung  einer  Kante,  noch 
auf  der  Verlängerung  einer  Seitenfläche  liegen.« 

In  der  Darstellung  durch  Projectionen  werden  offenbar  gewisse 
Theile  des  Schnittpolygons  durch  Polyedertheile  gedeckt,  d.  h.  un- 
sichtbar erscheinen.  Hiefür  gilt  als  allgemein  giltige  Begel  ohne 
Ausnahme,  dass  eine  Seite  des  Schnittpolygons  nur  dann 
»sichtbar«  sein  kann,  wenn  es  ihre  beiden  Eckpunkte 
sind,  wenn  also  letztere  auf  den  sichtbaren  Theilen  beider 
Polyeder  liegen. 

Ist  jedoch  auch  nur  der  eine  Ec-kpunkt  unsichtbar,  so 
ist  es  die  ganze  Seite  des  Schnittpolygons. 
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Mit  Zugrundelegung  dieser  allgemeinen  Bemerkungen  übergehen 
wir  direcfc  auf  die  Construction  der  gegenseitigen  Schnitte  zweier 
Polyeder. 

§.  536. 
Bestimmung  der  gegenseitigen  Schnitte  von  Pyramiden  und  Prismen. 

Nachdem  die  Aufgabe  der  Durchdringung  zweier  Polyeder  sich 
darauf  reduciert,  die  Durchstoßpunkte  sämmtlicher  Kanten  des  einen 
Polyeders  mit  den  Seitenflächen  des  anderen  Polyeders  zu  bestimmen, 
so  wird  nunmehr  die  Fundamentalaufgabe  darin  bestehen,  den 
Schnitt  einer  Pyramide  oder  eines  Prisma  mit  einer  Ge- 
raden zu  bestimmen.  Sei  S  (abcde)  (Taf.  XXXIII,  Fig.  523)  eine 
Pyramide,  JB  die  Ebene  ihrer  Basis  und  l  eine  beliebige, 
die  Pyramide  schneidende  Qerade. 

Man  würde,  wollte  man  ganz  allgemein  verfahren,  die  Schnitt- 
punkte der  gegebenen  Geraden  mit  der  vorliegenden  Pyramide  da- 
durch bestimmen,  dass  man,  durch  die  Gerade  l  irgend  eine  Ebene  legt 
und  das  Schnittpolygon  dieser  Ebene  mit  der  Pyramide  construiert. 
Dort,  wo  dieses  Polygon  die  Gerade  l  oder  umgekehrt  trifft,  würde 
man  offenbar  die  gesuchten  Schnittpunkte  der  Geraden  l  mit  der  Py- 
ramide 8  {alcde)  erhalten. 

Eine  wesentliche  Vereinfachung  in  der  besagten  Construction 
kann  aber  dadurch  erzielt  werden,  dass  mau  die  durch  die  Gerade  l 
zu  führende  Hilfsebene  nicht  willkürlich  legt,  sondern  diese  so 
wählt,  dass,  indem  man  sie  durch  die  Gerade  führt,  gleichzeitig 
auch  durch  den  Scheitel  der  Pyramide  gehen  lässt. 

Durch  diese  Wahl  der  Hilfsebene  erreicht  man  nämlich,  dass  der 
Schnitt  der  besagten  Ebene  mit  der  Pyramide  kein  wirkliches  Polygon 
ist,  sondern  aus  Geraden  besteht,  welche  selbst  durch  den  Scheitel /S 
der  Pyramide  gehen,  und  die  Schnittgeraden  auf  höchst  einfache 
Weise  construiert  werden  können. 

Sei  beispielsweise  (in  allgemeiner  Projectionsart  dargestellt)  d  der 
Durchstoßpunkt  der  gegebenen  Geraden  l  mit  der  Ebene  B  der  Pyra- 
midenbasis und  /d  der  Durchstoßpunkt  derselben  Ebene  mit  einer  durch 
den  Scheitel  8  der  Pyramide  gehenden,  zu  l  parallelen  oder  auch  einer 
die  Gerade  l  schneidenden  Geraden  V.  Dies  vorausgesetzt,  stellt  Jö 
die  Trace  der  durch  l  und  8  gehenden  Ebene  auf  dar  Basisebene  vor, 
wird  daher  im  allgemeinen  die  Basis  der  Pyramide  schneiden,  und  dies- 
falls dieselbe  etwa  in  den  Punkten  p  und  g  treffen. 

Da  der  Punkt  p  gleichzeitig  der  Kante  ah  und  der  Geraden  Jd 
angehört,  so  ist  derselbe  ein  Punkt  des  Schnittes  der  Seitenebene  ah 8 
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mit  der  Hilfsebene  (1,3) ;  ein  zweiter  Punkt  des  Schnittes  ist  der  Scheitel 
S  der  Pyramide  selbst.  Ein  Gleiches  gilt  bezflglich  der  Punkte  S  und 
q^  so  dass  wir  inpS  und  qS  den  Schnitt  der  Pyramide  mit  der  Hilfs- 
ebene {8f  l)  und  folglich  in  den  Punkten  P  und  Q,  in  welchen  pS 
und  qS  die  Gerade  { treffen,  die  Schnittpunkte  von  l  mit  der  Pyramide 
erhalten. 

§.  537. 

Ähnlich  wird  man  auch  den  Schnitt  einer  Geraden  l 
(Taf. XXXIII,  Fig.  524)  mit  einem  Prisma  (abcd,  ajiiCjd,)  be- 
stimmen. Wir  legen  nämlich ,  indem  wir  durch  irgend  einen  beliebigen 
Punkt  X  der  gegebenen  Geraden  l  eine  Gerade  X  parallel  zu  den  Pris- 
menkanten führen  und  deren  Durchstoßpunkt  /J  mit  der  Basisebene  B 
bestimmen,  durch  die  Gerade  2  eine  Hilfsebene,  parallel  zu  den 
Kanten  des  Prisma. 

Dieselbe  möge  die  Basisebene  B  des  Prisma  in  der  Geraden  Jd, 
£^s  Trace  der  obbezeichneten  Ebene,  schneiden. 

Letztere  Gerade  trifft  die  Basis  ah  cd  in  den  Punkten  p  und  q, 
welche  offenbar  dem  Schnitte  des  Prisma  mit  der  Hilfsebene  ange- 
hören. Da  jedoch  diese  Hilfsebene  parallel  zu  den  Kanten  des  Prisma 
ist,  so  schneidet  sie  die  Seitenflächen  desselben  in  geraden  Linien, 
welche  selbst  wieder  zu  den  Kanten  des  Prisma  parallel  sein  und  über- 
dies die  Punkte  p  und  q  enthalten  müssen. 

Nennen  wir  diese  Schnittgeraden  jp^p,  und  qq^^  so  erhalten  wir 
in  deren  Schnittpunkten  P  und  Q  mit  der  Geraden  l  diejenigen  Punkte, 
in  welchen  l  das  Prisma  trifft 

Auf  Grund  dieser  Constructionen  können  wir  nun  anstandslos 
zm*  Lösung  der  folgenden  Aufgaben  schreiten. 

§.  538. 

179.  Aufgabe.  Es  Ist  der  Schnitt  zweier  Pyramiden  S^  (^i^^t^i) 
und  S^  (^i»a^s^s)>  ieven,  GtrundflächeE  bezieliuiLgs weise  in  den  Ebenen 
£bEv  und  6a  e,  liegen,  zu  bestimmen. 

Da  es  bei  der  Bestimmung  des  gegenseitigen  Schnittes  zweier 
Plächen,  also  auch  bei  der  Gonstruction  des  Schnittes  zweier  Pyra- 
miden ,  wie  aus  dem  Vorausgeschickten  hervorgeht ,  darauf  ankommt, 
die  Schnittpunkte  der  Kanten  der  einen  Pyramide  mit  den  Seiten- 
flächen der  zweiten  und  umgekehrt  zu  bestimmen,  so  werden  im  vor- 
liegenden Falle,  um  auf  die  möglichst  einfache  Weise  zum  Ziele  zu 
gelangen,  die  Hilfsebenen  so  gewählt  werden  müssen,  dass  durch  jede 
derselben  die  beiden  Pyramiden  nach  Geraden  geschnitten  werden.  Soll 
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dieser  Anforderung  entsprochen  werden ,  so  müssen  alle  Hilfsebenen 
durch  die  Verbindungslinie  der  beiden  Pyramidenscheitel  hindurch- 
gehen. 

Denn  denken  wir  uns  durch  eine  beliebige  Kante  der  einen  Py- 
ramide eine  Ebene  gelegt,  so  enthält  diese  nothwendig  auch  den  Scheitel 
dieser  Pyramide ;  legen  wir  diese  Hilfsebene  aber  insbesondere  so,  dass 
sie  gleichzeitig  auch  durch  den  Scheitel  der  zweiten  Pyramide  geht,  so 
wird  die  besagte  Ebene  selbstverständlich  auch  die  gerade  Verbindungs- 
linie der  beiden  Scheitel  enthalten. 

Im  vorliegenden  Falle  sind  die  beiden  Pyramidenscheitel  S^  und 
8^  (Taf.  XXXIV,  Fig.  525)  durch  die  Träger  v^d^  und  v^d^  bestimmt. 
Ziehen  wir  deren  Verbindungslinie  a?|  S„,  und  bestimmen  die  Schnitt- 
punkte z/,  und  jdt^  derselben  mit  den  beiden  Ebenen  EbE„  und  ej,e^ 
der  Pyramidengrundflächen;  suchen  wir  ferner  den  Schnitt  DV  der 
beiden  Basisebenen  JEJ»  J?o  und  ete^  und  bezeichnen  wir  diese  Schnitt- 
gerade, der  Kürze  halber,  mit  s,  so  haben  wir,  um  beispielsweise  den 
Schnitt  der  Kante  S^  b^  mit  der  Pyramide  P^  zu  construieren,  der  yor- 
hergehenden  Aufgabe  gemäß,  durch  die  genannte  Kante  und  den  Py- 
ramidenscheitel S^  eine  Ebene  zu  legen,  und  deren  Schnitt  mit  der 
Basisebene  E  aufzusuchen. 

Da  diese  flilfsebene  die  Verbindungsgerade /S^/Sj  enthält,  so  gehört 
der  Punkt  ^, ,  in  welchem  S^  S^  die  Ebene  E  trifft ,  diesem  Schnitte 
an.    Ein  zweiter  Punkt  ergibt  sich  durch  folgende  einfache  Construc- 
tion.  Nachdem  nämlich  die  vorbezeichnete  Hilfsebene  die  Geradea  Si8^ 
und  S^hq  enthält,  so  ist  ihr  Schnitt  mit  der  Basisebene  e&^v  die  Ver- 
bindungslinie der  Durchstoßpunkte  J^  und  h^  dieser  Geraden  mit  der 
Ebene  ete^.  Die  Schnittlinie  ^^i^  trifft  den  gemeinsamen  Schnitt  s  der 
Ebenen  E  und  e  in  dem  Punkte  a ,  so  dass  wir  nunmehr  als  Trace  der 
Hilfsebene  aS",  A$2  fr^)  auf  der  Basisebene  J^^jE?,  die  Gerade  a^,  erhalten. 

Die  Trace  a^^  dieser  schneidenden 'Hilfsebene  auf  der  Ebene 
E  trifft  die  Basis  a,  b^  c^  in  den  Punkten  1  und  -2,  so  dass  wir  in  1  S, 
und  28^  den  Schnitt  der  Pyramide  P,  mit  der  bezeichneten  Hilfs- 
ebene und  in  den  Schnittpunkten  I  und  II  von  8^1  und  8^2  mit  S^h^ 
die  gesuchten  Durchstoßpunkte  der  Kante  8^b^  mit  der  Pyramide  P^ 
erhalten. 

Ebenso  wird  man  die  Schnittpunkte  der  anderen  Kanten  finden. 
So  wird  beispielsweise  die  durch  Sja^  gelegte  Hilfsebene  8i8^a^  die 
Basisebene  e  in  der  Geraden  J^a^  schneiden,  welche  die  Schnittlinie  s 
der  Basisebenen  in  ß  trifft.  Die  Gerade  ^|  ß  ist  sodann  die  Trace  der 
Hilfsebene  auf  der  Basisebene  JE,  während  8i3  und  aSi4  die  Schnitte 
dieser  Hilfsebene  Jqß^i  mit  der  Pyramide  P^  sind.  Diese  Schnittgera- 
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den  treffen  die  Kante  S^a^y  durch  welche  obbezeichnete  Ebene  gelegt 
wurde ,  in  den  gesuchten  Durchstoßpunkten  III  und  I V  derselben  mit 
den  Seitenebenen  a^  /S^  c^  und  6,  aSj  c,  der  Pyramide  P^.  Denken  wir  uns 
ferner  durch  die  Kante  S^d^  eine  Hilfsebene  S^S^d^  gelegt,  so  ist  deren 
Trace  auf  etev  die  Gerade  ^t^d^d,  und  mithin  die  Trace  B,Mt  E^Ep  die 
Gerade  ^^|.  Nachdem  aber  die  Trace  d^^  der  schneidenden  Bllfs- 
ebene  die  Basis  a,  b^  c^  nicht  schneidet ,  so  ergeben  sich  auch  für  die 
Kante  S^d^  keine  Durchstoßpunkte. 

In  genau  derselben  Weise  wird  man  die  Schnittpunkte  der  Kanten 
der  Pyramide  P^  mit  den  Seitenflächen  der  Pyramide  P^  bestimmen. 
Wenn  wir  etwa  durch  die  Kante  S^a^  die  Hilfsebene  S^S^a^  legen, 
so  ist  deren  Trace  auf  der  Basisebene  E^E^  die  Gerade  J^a^ß* ^  folg- 
lich ihre  Trace  auf  der  Basisebene  e  die  Gerade  ^i^ß*.  Diese  trifft 
die  Basis  a^\c^d^  in  den  Punkten  9  und  10^  so  dass  man  als  Schnitte 
der  Hilfsebene  J^ß' /l^  mit  der  Pyramide  Pg  die  Geraden  S^9  und  S<j^lO, 
und  im  Schnitte  dieser  mit  der  Kante  aS^  a, ,  durch  welche  die  obige 
Hilfsebene  gelegt  wurde,  die  Durchstoß  punkte  IX  und  X  der  Kante 
/8|  a^  mit  den  Seitenebenen  \  8^  c^  und  \  8^  a,  der  Pyramide  P,  erhält. 

Werden  auf  diese  Weise  die  Schnittpunkte  sämmtlicher  Kanten 
der  einen  Pyramide  mit  den  Seitenflächen  der  anderen  und  umgekehrt 
bestimmt,  so  hat  man  dieselben  nur  noch  auf  Grund  der  vorher  an- 
gegebenen Kegeln  zu  veibinden,  um  das  Durchschnittspolygon  zu 
erhalten. 

Bildet  dieses  Polygon  einen  einzigen  zusammenhängenden  Zug, 
so  wird  besagte  Schnittfigur  ein  7)Ausschnitt(<  oder  ein  nAusrissu 
genannt. 

Besteht  jedoch  das  Schnittpolygon  aus  zwei  getrennten  Polygonen, 
deren  jedes  für  sich  geschlossen  erscheint,  so  nennt  man  die  Schnittfigur 
im  eigentlichen  Sinne  eine  »Durchdringung«. 

Einfacher  noch  als  im  eben  besprochenen  Falle  gestaltet  sich 
die  Construction  des  gegenseitigen  Schnittes  dann,  wenn  die  beiden 
Grundflächen  der  zum  Schnitte  gelangenden  Körper  in  einer  und  der- 
selben Ebene  liegen. 

§.  539. 

180.  Aufgabe,  Es  ist  der  gegenseitige  Schnitt  einer  Pyramide 
und  eines  Prisma  zn  bestimmen ;  die  Basen  beider  Polyeder  liegen  in 
einer  und  derselben  Ebene. 

Um  die  Aufgabe  constructiv  zu  lösen  und  durchzufuhren,  setzen 
wir  voraus,  die  Darstellung  hätte,  obwohl  der  Vorgang  für  alle  Pro- 
jectionsarten  der  nämliche  ist,  in  schiefer  Projection  mit  Be- 
nützung des  Grundrisses  zu  geschehen.  Ferner  nehmen  wir'an,  die  Ebene  I 

PeBchka,  Darstelleiida  n.  projective  Oeometrie.  36 
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der  Basen  beider  Polyeder  sei  die  Grundebene  und  ihre  schiefen  Projec- 
tionen  seien  beziehungsweise  durch  a,6|Cid,  und  a^\c^  (Taf. XXXIV, 
Fig.  526)  gegeben. 

Die  Spitze  der  Pyramide  'ist  durch  ihre  schiefe  Projection  S  und 
die  schiefe  Projection  S^  ihres  Grundrisses  bestimmt.  Die  Kanten 
des  Prisma  sollen  zu  einer  durch  ihre  schiefe  Projection  g  und  die 
schiefe  Projection  g^  ihres  Grundrisses  gegebenen  Geraden  parallel  sein. 

Verbindet  man  S  mit  a^b^c^j  so  erhält  man  die  schiefen 
oder  Bildflächprojectionen  der  Kanten  der  Pyramide ,  während  die 
Parallelen  a^a\,,.  .d^d\  durch  aj,...dj  zu  g  die  schiefen  oder  Bild- 
flächprojectionen der  Kanten  des  Prisma  darstellen. 

um  den  gegenseitigen  Schnitt  dieser  beiden  durch  ihre  schiefen 
Projectionen  gegebenen  Polyeder  zu  construieren ,  wird  man  wieder 
genau  so  wie  in  den  vorhergehenden  Fällen  verfahren;  man  wird  die 
Schnittpunkte  der  Kanten  des  einen  Polyeders  mit  den  Seitenflächen 
des  anderen  und  umgekehrt  ermitteln  und  diese  in  entsprechender 
Weise  miteinander  verbinden.  Damit  jedoch  die  Constructionen  mög- 
lichst einfach  durchgeführt  werden  können,  wollen  wir  auch  hier  den 
Hilfsebenen  eine  besondere  Lage  geben,  dieselben  also  so  wählen,  dass 
sie  sämmtlich  durch  die  Spitze  der  Pyramide  gehen  und  zu 
den  Prismenkanten  parallel  sind. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  durch  die  Spitze  (SS*)  der 
Pyramide  eine  Gerade  {l  l')  parallel  zu  den  Prismenkanteni  d.  i.  parallel 
zur  gegebenen  Geraden  (g  g')  gezogen,  so  wird  jede  Ebene,  welche  durch 
diese  Gerade  {IV)  geht,  die  beiden  oben  genannten  Bedingungen  er- 
füllen. 

Die  Tracen  dieser  Hilfsebenen  auf  der  Grundeben'e  gehen  durch 
den  Grundfläch  -  Durchstoßpunkt  J  der  Geraden  (IV),  Der  letztere 
ergibt  sich  bekanntlich  im  Schnitte  der  beiden  Projectionen  l  und  l\ 

Denken  wir  uns  nun  allenfalls  durch  die  Gerade  (IV)  und  die 
Pyramidenkante  S\  eine  Ebene  gelegt.  Die  Grundflächtrace  /Ih^ 
dieser  Ebene  ist  die  Verbindungslinie  der  Grundfläch- Durchstoßpunkte 
J  und  \  der  beiden  eben  genannten  Geraden. 

Die  Trace  J\  trifft  die  Basis  a^\Cyd^  in  zwei  Punkten  1  und  2, 
welche  offenbar  dem  Schnitte  des  Prisma  mit  der  Hilfsebene  an- 
gehören. 

Da  aber  die  besagte  Hilfsebene  selbst  zu  den  Prismenkanten  pa- 
rallel ist,  so  werden  es  auch  die  beiden  durch  1  und  2  gehenden 
Schnittgeraden  sein.  Diese  letztgenannten  Geraden  treffen  die  in  der 
nämlichen  Ebene  liegende  Kante  8\  m  deren  Durchstoßpunkten  I 
und  //  mit  dem  Prisma. 
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In  genau  derselben  Weise  bestimmt  man  die  Durchstoßpunkte 
III  und  IV  der  Kante  S  c^  und  die  Durchstoßpunkte  V  und  VI  der 
Kante  Sa^  mit  dem  Prisma. 

Denkt  man  sich  umgekehrt  durch  eine  Prismenkante,  bei- 
spielsweise durch  a^  a\  und  die  ihr  parallele  Gerade  l  eine  Hilfsebene 
gelegt,  so  erhalten  wir  deren  Grundflächtrace  ^a,  als  Verbindungs- 
linie der  Durchstoßpunkte  ^  und  a, .  Diese  Trace  trifft  die  Pyramiden- 
basis a^\c^  in  den  Punkten  7  und  8  so,  dass  man  in  S7  und  S8 
die  Schnittgeraden  der  Hilfsebene  mit  der  Pyramide  findet,  während 
man  dort,  wo  dieselben  von  der  in  der  nämlichen  Ebene  liegenden 
Kante  a,  a\  getroffen  werden ,  die  Durchstoßpunkte  VII  und  VIII 
der  Kante  a^a\  mit  der  Pyramide  erhält. 

Übereinstimmend  mit  der  diesen  Schnittpunkten  entsprechenden 
Construction  ergeben  sich  die  Punkte  IX  und  X  in  der  Kante  c^c\. 

Verbindet  man  schließlich  all  die  ermittelten  Schnittpunkte  I...X 
in  richtiger  Aufeinanderfolge,  so  erhält  man  den  Gesammtschnitt  der 
vorgegebenen  Polyeder. 

.§.  540. 

181.  Aufgabe.  Es  ist  der  gegenseitige  Dnrchsohnitt  zweier 
Prismen  zu  bestimmen. 

Vorliegendes  Problem  sei  in  freier  schiefer  Projection 
durchzufuhren. 

Die  Basis  des  einen  Prisma  a^b^c^d^e^  (Taf.  XXXIV,  Fig.  527) 
sei  in  der  Bildebene  gelegen.  Die  Richtung  der  Kanten  a^a\^,..e^e\ 
des  Prisma  P^  ist  durch  die  Geraden  d^v  gegeben. 

Die  Basis  a^\c^d^  des  Prisma  P,  liege  in  einer  Ebene  L^L^; 
die  Kanten  a^^a^^,. ..d^d'^  desselben  seien  zu  der  gegebenen  Geraden 
vdq  parallel. 

Um  wieder  die  Schnittpunkte  je  einer  Kante  des  einen  Prisma 
mit  den  Seitenflächen  des  zweiten  Prisma  aufzusuchen,  werden  wir 
abermals,  um  einfach  zu  Werke  zu  gehen,  durch  die  betreffende  Kante 
eine  Hilfsebene  parallel  zu  den  Kauten  des  zweiten  Prisma  legen. 
Infolge  dieser  Wahl  der  Hilfsebene  erzielen  wir  einen  höchst  einfach 
zu  construierenden' Hilfsschnitt;  wir  erhalten  nämlich,  wie 
leicht  einzusehen,  als  diesfälligen  Schnitt  mit  dem  zweiten  Prisma  zwei 
zu  den  Kanten  desselben  parallele  Geraden. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  jede  solche  Hilfsebene  parallel  sein 
wird  zu  jener  Ebene  8b  S^^  welche  durch  die  zu  den  Prismenkanten 
parallelen   Geraden   d^v  und   d^v  geht;   weiters  ist  klar,    dass   die 

86* 
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Schnittgeraden  einer  jeden  solchen  Hilfsebene  mit  den  beiden  Basis- 
ebenen —  der  Bildebene  nnd  der  Ebene  Li,  Z«  —  diesfalls  beziehungsweise 
zu  der  Bildflächtrace  Sh  und  zu  der  Schnittlinie  S^p  von  LhLj,  mit 
ShSv  parallel  sein  müssen. 

Hätten  wir  also  beispielsweise  die  Schnittpunkte  der  Kante  \  h\ 
des  Prisma  P|  mit  dem  Prisma  [a^\c.xd^. . .)  oderP^  zu  bestimmen, 
so  wird  man  durch  dieselbe  eine  zur  Ebene  S^S^  parallele  Hilfsebene 
legen.  Die  Bildflächtrace  der  letztbezeichneten  Ebene  läuft  parallel  zu  Sj,, 
geht  durch  den  Bildfläch-Durchstoßpunkt  6,  der  Kante  &,  h\  und  trifft 
die  Trace  L^,  welche  die  gemeinschaftliche  Schnittlinie  der  beiden 
Basisebenen  repräsentiert,  in  einem  Punkte  ß. 

Da  ß  gleichzeitig  der  Ebene  L^  L,  und  der  Hilfsebene,  also 
auch  dem  Schnitte  derselben  augehört,  dieser  aber  parallel  zu  d^ 
sein  muss,  so  ist  der  letztere  vollkommen  bestimmt.  Die  diesbezügliche 
Trace  der  Hilfsebene  auf  der  Ebene  der  Leitlinie  oder  der  Basisebene 
des  Prisma  P,  ist  sonach  durch  ßl2  dargestellt.  Diese  Trace  trifft 
die  Basis  a^\c^d^  in  den  Punkten  1  und  2\  es  werden  folglich  die 
durch  1  und  2  parallel  zu  den  Prismenkanten  gezogenen  Geraden 
bereits  die  Schnitte  des  Prisma  P^  mit  der  vorgenannten  Hilfsebene 
vergegenwärtigen.  Die  besagten  Schnittgeraden  werden  von  der  in  der- 
selben Ebene  liegenden  Kante  \h\  in  den  Punkten  1  und  II  ge- 
troffen ;  es  werden  demnach  diese  letzteren  die  Schnittpunkte  der  Kante 
hy^b\  des  Prisma  P,  mit  den  Seitenflächen  a*t^a^\V^  und  V^\c^c'^ 
des  Prisma  P,  darstellen. 

Um  andererseits  die  Schnittpunkte  einer  Kante  des  Prisma  P, 
mit  dem  Prisma  P^  zu  bestimmen,  wird  man  in  analoger  Weise 
vorgehen. 

Um  etwa  die  Schnittpunkte  der  Kante  c^  c\  des  Prisma  P,  mit 
den  Seitenflächen  des  Prisma  P,  zu  ermitteln,  legen  wir  durch  die- 
selbe gleichfalls  eine  zu  /%  S^,  parallele  Hilfsebene.  Der  Schnitt  derselben 
mit  der  Ebene  Lt  L*  ist  eine  durch  Cg  gehende  zu  d  9  parallele  Gerade, 
die  die  Trace  Lh  der  Basisebene,  welche  diesfalls  gleichzeitig  die  ge- 
meinsame Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  der  Leitlinien  vorstellt,  in  y 
trifft.  Die  Bildflächtrace  derselben  Hilfsebene  auf  der  Basisebene  des 
Prisma  P^  geht  daher  durch  y^  ist  parallel  zu  Shi  und  schneidet  die 
Basis  a,  ...e,  in  den  Punkten  3  und  4.  Zieht  man  durch  die  letzt- 
bezeichneten Basisschnittpunkte  parallele  Geraden  zu  den  Prismen- 
kanten, so  repräsentieren  dieselben  den  Schnitt  der  Hilfsebene  mit  dem 
Prisma  Pj,  während  deren  Schnittpunkte  III  und  IV  mit  der  Kante 
c^&^  die  gesuchten  Durchstoßpunkte  der  letzteren  mit  den  Seitenebenen 
dj  Cj  e\  d\  und  a,  e^  a\  b\  darstellen. 
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Ein  eigenthümliclies  Verhalten  zeigen  hierbei  die  Kanten  c,  c\ 
des  Prisma  P,  und  fr,!»',  des  Prisma  P,.  Die  bezeichneten  Kanten 
schneiden  sich  in  einem  Punkte  Ay  nachdem  die  Geraden  c^a  und 
ig«,  welche  beziehungsweise  parallel  zu  St,  und  dq>  sind,  sich  in 
einem  und  demselben  Punkte  a  der  gemeinschaftlichen  Schnittgeraden 
der  beiden  ßasisebenen,  d.  i.  der  Bildflächtrace  Lt ,  treffen.  Die  natür- 
liche Folge  dieses  Ergebnisses  ist ,  dass  die  beiden  Kanten  c,  c\  und 
b^b*^  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen. 

Berücksichtigt  man,  dass  durch  den  Schnittpunkt  Ä  der  besagten 
Kanten  die  vier  Seitenebenen  6,  c,  6',  c'j,  c^diC\d\^  a^b^a^b'^  und 
b^c^b'^c*^  gehen,  so  ergibt  sich  auch  ohneweiters,  dass  durch  diesen 
Punkt  die  Schnitte  der  Fläche  b^c^b\c\  mit  den  Flächen  agfe^a'^J'^ 
und  b^c^b'^c'^^  sowie  auch  die  Schnitte  der  Fläche  c^d^c\d\  mit 
den  Flächen  a^b^a'^V^  und  b^c^b'^c'^,  im  ganzen  also  vier  Seiten 
des  Durchdringungs-Polygons  gehen. 

Man  nennt  einen  solchen  Punkt  J.,  in  welchem  zwei  Theile 
der  Durchdringungsfigur  sozusagen  ,,gebunden^  erscheinen,  einen 
^Knotenpunkt^  der  Durchdringung,  und  die  beiden  Kanten,  in  deren 
Schnitt  ein  solcher  Knotenpunkt  vorhanden  ist ,  „s  i  c  h  b  i  n  d  e  n  d  e 
Kanten". 

Es  ist  einleuchtend,  dass  ein  solches  „Binden"  mehr  als  einmal 
vorkommen  kann,  und  daher  auch  selbstverständlich,  dass  es  so  viele 
Knotenpunkte  geben  werde,  als  Kanten  der  beiden  Polyeder  (welche 
offenbar  nicht  speciell  Prismen  zu  sein  brauchen)  sich  gegenseitig 
durchschneiden. 

Mitunter  erscheint,  wenn  man  geradezu  veranlasst  wurde,  von 
den  im  Vorhergehenden  entwickelten  Methoden  Gebrauch  zu  machen, 
die  Construction  schwerfällig  und  die  Durchführung  derselben  un- 
bequem. Dieser  Fall  tritt  namentlich  dann  ein,  wenn  die  zu  ver- 
wendende Achse  des  Hilfsebenenbüschels  (Verbindungslinie  der  Pyra- 
midenspitzen etc.)  die  Basisebenen  erst  außerhalb  der  Grenzen  der  zu 
Gebote  stehenden  Zeichnungsfläche  schneidet. 

In  solchen  Fällen  bestimmt  man  die  Schnittpunkte  der  Kanten 
mit  den  Seitenflächen  durch  andere  passend  gewählte  Hil&ebenen. 

Um  die  Art  und  Weise  der  Durchführung  unter  so  bewandten 
Umständen  zu  zeigen,  wählen  wir  folgendes  Beispiel. 

§.  541. 

182.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  zweier  Pyramiden,  welche 
durch  ihre  orthogonalen  Bildflach-  und  Orundflächprojectionen  gegeben 
Bind,  zu  bestimmen. 

Die  Basis  (a,  b^  c^  d, ,  a\  b\  c\  d\)  (Taf.  XXXIV,  Fig.  528)  der 
einen  Pyramide  P^  liege  in  der  Grundebene,   und  deren  Scheitel  sei 


566 

{S^S\);  die  Basis  (a^b^c^,  ^^'a^'^c'^)  der  Pyramide  Pj  liege  in 
irgend  einer  beliebigen  Ebene  E  und  deren  Spitze  sei  durch  {8^S'2) 
gegeben. 

Die  beiden  Pyramiden  P,  und  P^  seien  nach  vorliegenden  Be- 
stimmungsstücken construiert  worden  und  es  hätte  sich  beispielsweise 
nach  YoUführter  Zeichnung  derselben  herausgestellt,  dass  die  Ver- 
bindungslinie (Äj  Äg,  S\  /S'a)  der  beiden  Pyramidenspitzen  die  eine  oder 
die  andere  Basisebene,  oder  auch  beide  zugleich  erst  außerhalb  der 
Grenzen  der  Zeichnungsfläche  treffe,  so,  dass  man,  wenn  nach  der  bei 
Lösung  der  letztdurchgeführten  Aufgaben  angewendeten  Methode  vor- 
gegangen werden  sollte,  die  einzelnen  Geraden  nach  unzugänglichen 
Punkten  zu  ziehen  hätte. 

In  einem  solchen  Falle  können  die  Schnittpunkte  der  Kanten  der 
einen  Pyramide  mit  den  Seitenflächen  der  anderen  auch  auf  folgende 
Weise  ermittelt  werden. 

Wir  denken  uns  unter  solchen  Verhältnissen,  um  beispielsweise 
den  Schnitt  der  Kante  (S^c^^  /S'jC'g)  der  Pyramide  Pj  mit  den  Seiten 
der  Pyramide  P,  zu  bestimmen,  durch  diese  Kante  eine  bildfläch- 
(oder  auch  eine  grundfläch-)  projicierende  Ebene  gelegt,  bringen  also 
diejenige  Aufgabe  zur  Verwendung,  bei  der  es  sich  direct  darum  han- 
delt, den  Schnitt  einer  Geraden  (Kante)  mit  der  Ebene  zweier  sich 
schneidenden  oder  jener  zweier  parallelen  Geraden  zu  bestimmen,  ohne 
deren  Tracen  zu  kennen. 

In  diesem  Falle  fällt  die  Bildflächtrace  der  gewählten  Hilfsebene 
mit  der  verticalen  Projection  S^^c^  zusammen. 

Die  Kanten  S^a^,  S^h^  und  S^c^  werden  von  dieser  Hilfsebene 
in  Punkten  (««')»  ißß')^  (??*)  getroffen,  deren  Verticalprojectionen 
a,  /},  y  unmittelbar  im  Schnitte  von  S^c^  mit  »S, a,,  S^bi  und  SiC^ 
liegen,  während  deren  horizontale  Projectionen  a^  ß\  y*  in  den  hori- 
zontalen Projectionen  der  betreffenden  Kanten  S\  a',,  &\  b\  und  S\  c\ 
zu  suchen  sind  und  direct  aus  den  zugehörigen  verticalen  Projectionen 
ccy  ß  und  y  abgeleitet  werden  können. 

Es  ist  nun  einleuchtend,  dass  durch  {aß,  a*ß*)  und  {ßy,  ß'y^ 
die  Schnittgeraden  der  Hilfsebene  mit  den  betreffenden  Seitenflächen 
(5,a, 6p  8\a\l*^  und  (5, 6, c,,  S\b\c\)  dargestellt  sind,  und  dass 
die  Punkte  (7,  /')  und  {II,  IF),  in  welchen  die  obgenannten  Schnitt- 
geraden von  der  Kante  (ÄjC^,  S'^c'^)  der  Pyramide  Pg  getroffen 
werden,  die  gesuchten  Durchstoßpunkte  dieser  Kante  mit  den  Seiten- 
flächen (5,a,6„  /S",a',6'i)  und  {S^c^b^,  S\c\b\)  der  Pyramide  P, 
repräsentieren. 
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In  ganz  übereinstimmender  Weise  werden  auch  die  Schnittpunkte 
der  Kanten  S^a^  und  S^^b^  mit  der  Pyramide  P^  und  ebenso  die 
Schnittpunkte  der  Kanten  der  Pyramide  P,  mit  der  Pyramide  P,  er- 
mittelt^ wobei  man  selbstverständlich  „als  Hilfsebenen^  mit  derselben 
Berechtigung  ebensogut  horizontal-  wie  vertical-projicierende  £benen 
wählen  kann  und  von  diesen  oder  jenen  Gebrauch  machen  wird,  je- 
nachdem  die  eine  oder  die  andere  Lage,  zur  Erreichung  des  gleichen 
Zweckes,  als  vortheilhafter  sich  erweist. 

Das  eben  erläuterte  Verfahren  ist  auch  in  dem  ganz  allgemeinen 
Falle  anzuwenden,  wenn  es  sich  um  den  Schnitt  zweier  Polyeder  han- 
delt, von  welchen  möglicherweise  entweder  eines  oder  auch  beide  zu- 
gleich nicht  Pyramiden  oder  Prismen  sind,  wie  es  allenfalls  bei  der 
Schnittbestimmung  regelmäßiger  Polyeder  untereinander  oder  dieser 
mit  anderen  Polyedern  vorkommen  kann. 

§.  542. 

183.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  eines  Oktaeders  mit  einem 
Prisma  zu  bestimmen. 

Wählen  wir  diesfalls  behufs  Darstellung  die  klinographisch- 
axonometrische  Projection  und  setzen  wir  voraus,  die  Achsen 
des  Oktaeders  ÄÄ^,  BD  und  GE  (Taf.  XXXIV,  Fig.  529)  seien  den 
Coordinatenachsen  parallel;  das  Oktaeder  ruhe  mit  einer  Ecke  Ä  auf 
der  einen  Achsenebene  und  dessen  Projection  auf  die  letztere  sei  üurch 
das  Parallelogramm  B'G'D'E'y  sowie  durch  die  Diagonalen  B*A*D' 
und  C  A*E*  desselben  gegeben. 

Der  Schnitt  des  Prisma  mit  derselben  Achsenebene  sei  durch  das 
Viereck  ab  cd  dargestellt;  die  axonometrischen  Projectionen  der  Pris- 
menkanten seien  aa^j  bb^^  cc^  und  ddi  und  die  axonometrischen  Pro- 
jectionen dieser  Kanten  auf  die  vorgenannte  Achsenebene  seien  durch 
aa\,  66',,  cc\  und  dd/  repräsentiert. 

Hiemit  sind  die  beiden  Polyeder  vollkommen  bestimmt  und  es 
handelt  sich  bloß  noch  darum,  den  gegenseitigen  Schnitt  derselben 
dadurch  zu  bestimmen,  dass  man  die  wechselseitigen  Durchstoßpunkte 
der  Kanten  mit  den  Seitenflächen  aufsucht  und  die  gefundenen  Punkte 
in  entsprechender  Beihenfolge  mit  einander  verbindet. 

Um  beispielsweise  die  Schnittpunkte  der  Prismenkante  cc^  mit 
dem  Oktaeder  zu  bestimmen,  denken  wir  uns  durch  dieselbe  eine  xy^ 
projicierende  Ebene,  d.  i.  eine  Ebene  gelegt,  welche  durch  cc^  und 
oc\  geht.  Die  Trace  dieser  Ebene  auf  der  a;y- Ebene  ist  die  Gerade 
6c\.    Die  genannte  Hilfsebene  trifft  die  bezüglichen  Oktaederkanten 
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(CD,  CD')  in  {aa%  {AD,A*D')  in  (ftjS'),  {A,D,A'D')  in  {ß^ß')  und 
(JBD,  JB'D')  in  (yy')?  s^  <i*ss  sich  deren  Schnitte  mit  den  Seiten- 
ebenen CAD  und  DA^E  in  (aft,  a'jSO  resp.  (/J^y,  /S'/)  ergeben. 

Wo  diese  Schnitte  von  der  Kante  cc,  getroflFen  werden,  erhält 
man  die  gesuchten  Punkte  (/,  /')  und  {II,  IP). 

Um  weiters  den  Schnitt  der  Oktaederkante  {A  C,  A*  C)  mit  dem 
Prisma  zu  ermitteln,  denken  wir  uns  letzteres  durch  die,  die  Kante 
A  C  enthaltende  axonometrisch-  (bildfläch-)  projicierende  Ebene  ge- 
schnitten. 

Der  Schnitt  (A^i/jt,  X'^l^v^tc')  trifft  die  Kante  {AC,A*C)  in  den 
gesuchten  Punkten  (III,  III')  und  (7F,  JF').  Durch  Fortsetzung  und 
Ausdehnung  des  hier  in  Anwendung  gebrachten  Verfahrens  auf  die 
sämmtlichen  Kanten  der  Torliegenden  Polyeder  wird  man  anstandslos 
die  einzelnen  Durchstoßpunkte  und  durch  Verbindung  derselben  in 
gehöriger  Beihenfolge  die  Gesammtschnittfigur  finden. 


ANHANG. 


Über  die  Verwendung  der  verschiedenen  Projectionsarten 

ZOT  Darstellung  technischer  Objecte. 

Der  Darstellung  technischer  Objecte  auf  graphischem  Wege 
können  verschiedene  Forderungen  und  Absichten  zugrunde  liegen. 

a)  Man  kann  verlangen,  dass  die  graphische  Darstellung  eines 
Objectes  ein  möglichst  anschauliches  Bild,  d.  i.  eine  sogenannte  ^An- 
sicht" dieses  Objectes  liefert. 

b)  Man  verzichtet  mehr  oder  weniger  auf  die  Anschaulichkeit 
des  Bildes,  fordert  aber,  dass  die  Darstellung  so  beschaffen  sei,  dass 
derselben  möglichst  viele  „wahre  Größen^,  d.  i.  Dimensionen  von 
Strecken  und  Winkeln  entweder  direct,  oder  wenigstens  durch  thun- 
lichst  einfache  Constructionen  mit  hinreichender  Genauigkeit  ent- 
nommen werden  können.  Derartige  Darstellungen  pflegt  man  „Bisse" 
oder  »Pläne"  der  dargestellten  Objecte  zu  nennen;  oder 

c)  Man  verlangt  eine  graphische  Darstellung,  welche,  so  weit 
dies  überhaupt  erreichbar  ist,  beide  Yortheile  verbindet,  d.  h.  sowohl 
ein  anschauliches  Bild,  als  auch  möglichst  viele  Dimensionen  auf  ein- 
fachem Constructionswege  liefert. 

Wir  wollen  im  Folgenden  die  Verwendbarkeit  der  verschiedenen 
geläufigeren  Projectionsmethoden  im  Sinne  der  eben  aufgestellten  drei 
Fälle  näher  untersuchen. 

A.  Die  Centralprojection. 

Da  die  Centralprojection  eines  räumlichen  Gebildes,  wie  wir  an 
früherer  Stelle  nachgewiesen  haben,  dem  natürlichen  Sehprocesse  am 
nächsten  kommt,  so  wird  dieselbe  begreiflicherweise  auch  die  anschau- 
lichsten Bilder  liefern;  es  wird  diesfalls  genügen,  dass  das  Auge  des 
Beobachters  die  Stelle  des  Projectionscentrums  einnehme,  um  von  dem 
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central^projectivischen  Bilde  eines  räumlicheD  Objectes  nahezu  denselben 
Eindruck  wie  Yon  dem  Baumgebilde  selbst  zu  erhalten. 

In  der  Centralprojection  haben  wir  daher  bereits  ein  Mittel,  an- 
schauliche Bilder  oder  Ansichten  räumlicher  Objecte  zu  erzeugen. 

Bei  der  praktischen  Verwendung  hat  man  jedoch  noch  zwei  Um- 
stände in  Erwägung  zu  ziehen,  und  zwar  einerseits  das  Accommoda- 
tionsvermögen  des  Auges  und  andererseits  die  Maximalgröße  der 
Winkelöffnung  jenes  Sehkegels,  innerhalb  welchen  Gegenstände  noch 
deutlich  wahrnehmbar  sind. 

BerQcksichtigt  man  nämlich,  dass  das  Auge  im  normalen  Zu- 
stande kleinere  Gegenstände,  wie  beispielsweise  etwa  die  Details  einer 
Zeichnung,  nur  in  einer  Entfernung  von  ungefähr  20  bis  30  Centimeter 
deutlich  wahrzunehmen  vermag,  so  folgt,  dass  bei  einer  central-pro- 
jectivischen  Darstellung  eines  Objectes  die  „Distanz^,  d.  i.  die  Ent- 
fernung des  Projectionscentrums,  resp.  Auges  von  der  Bildebene  inner- 
halb dieser  Grenzen  zu  wählen  sei,  wenn  ein  deutliches  Bild  des 
Objectes  erhalten  werden  soll. 

Da  eine  Länge  von  20  bis  30cm.  als  ^Distanz^,  graphisch, 
infolge  einer  beschränkten  Zeichnungsfläche,  nicht  immer  zu  ver- 
wenden möglich  ist,  so  wird  man  sich  in  einem  solchen  Falle,  bei 
central-projectivischer  Darstellung  technischer  Objecte  häufig  gezwungen 
sehen,  von  der  Transformation  des  Projectionscentrums  Gebrauch  zu 
machen. 

Ein  zweiter,  fQr  die  Deutlichkeit  eines  perspecti  vischen  Bildes 
maßgebender  Umstand  ist  die  Größe  der  Winkelöffnung  des  Sehkegels. 

Wir  wissen,  dass  das  Auge  größere  Gegenstände  nicht  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  gleichzeitig  wahrzunehmen  vermag. 

Bei  unveränderter  Lage  des  Auges  kann  man  im  allgemeinen 
nur  solche  Gegenstlinde  deutlich  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  über- 
blicken oder  wahrnehmen,  welche  sich  im  Innern  des  sogenannten 
„Sehkegels",  d.  i.  eines  Rotationskegels  befinden,  dessen  Scheitel  durch 
das  Auge  vertreten  ist,  dessen  Achse  mit  der  Augenachse  zusammen- 
fällt und  dessen  Erzeugenden  mit  dieser  Achse  höchstens  den  Winkel 
von  5®  einschließen. 

Bei  Betrachtung  eines  Gegenstandes  ist  jedoch  dem  Auge,  ver- 
möge seiner  Beweglichkeit,  ein  Spielraum  gestattet,  welcher  es  dem- 
selben ermöglicht,  ohne  seine  Lage  im  Baume  zu  verändern  (also  durch 
bloße  Drehung)  einen  Sehkegel  zu  beherrschen,  dessen  Maximal winkel- 
öffnang  ungef&hr  gleich  90"  ist,  dessen  Erzeugenden  also  mit  der  Achse 
höchstens  den  Winkel  von  45"  einschließen. 
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Hieraus  folgt,  dass  ein  perspectiyisches  Bild  nur  dann  den  An- 
forderungen der  Deutlichkeit  genügen  wird,  sobald  das  darzustellende 
Object  innerhalb  eines  solchen  Sehkegels  liegt,  oder,  was  dasselbe  aus- 
sagt, sobald  das  Bild  selbst  die  Grenzen  des  „Distanzkreise s^ 
nicht  überschreitet.  Letzteres  wird  aber,  wie  einleuchtend,  einfach 
dadurch  erreicht,  dass  man  dem  Auge,  also  auch  der  Bildebene  eine 
größere  Entfernung  von  dem  darzustellenden  Objecte  gibt. 

Schließlich  erübrigt  noch,  einige  Bemerkungen  über  die  Lage 
des  darzustellenden  technischen  Objectes  anzuschließen. 

Es  ist  vor  allem  selbstredend,  dass  man  ein  technisches  Object 
„aus  Gründen  der  Anschaulichkeit^  im  allgemeinen  stets  in  jener  Lage 
darstellen  wird,  welche  es,  seinem  Zwecke  entsprechend,  im  Baume 
einnimmt  oder  einnehmen  soll. 

Diesbezüglich  sind  drei  besondere  Sichtungen  von  Wichtigkeit. 

Diese  Richtungen  sind  diejenigen,  längs  welcher  die  „Höhe^, 
die  „Breite'^  und  die  „Länge^  des  Objectes  gemessen  wird. 

Da  die  Höhenrichtung  im  allgemeinen  vertical  ist  und  man  auch 
die  Bildebene  als  vertical,  also  parallel  zur  Höhenricbtung  voraussetzt, 
so  werden  die  Bilder  sämmtlicher  verticalen  Geraden,  sowie  auch  solcher 
paralleler  Geraden,  welche  in  zur  Bildebene  parallelen  Ebenen  liegen, 
untereinander  parallel  erscheinen. 

Anders  verhält  es  sich  mit  den  horizontalen  Geraden  des  Objectes. 
Die  Fluchtpunkte  derselben  liegen  sämmtlich  in  einer  und  derselben 
horizontalen,  durch  den  Hauptpunkt  gehenden  Geraden,  d.  i.  auf  der 
Schnittgeraden  der  Bildebene  mit  der  durch  das  Projectionscentrum 
(Auge)  gehenden  horizontalen  Ebene,  oder  sie  sind  zu  dieser  Geraden 
parallel.  Besagte  Gerade  heißt,  wie  bekannt,  die  „Horizontslinie^. 
Es  hängt  sodann  von  dem  jedesmaligen  Zwecke  der  Darstellung  eines 
Objectes  allein  ab,  in  welcher  Höhe  man  die  Horizontslinie  anzunehmen 
hat,  und  ob  man  die  Längen-  und  Breitenrichtung  gegen  die  Hori- 
zontslinie  geneigt,  oder  aber  die  eine  parallel  zur  Horizontslinie,  die 
andere  senkrecht  darauf  zu  wählen  habe. 

Bei  allen  diesen  Annahmen  ist  selbstverständlich  entscheidend, 
welche  Partie  des  darzustellenden  Objectes  sich  im  Bilde  am  vortbeil- 
haftesten  repräsentieren  soll. 

Es  erübrigt  nun  noch  zu  untersuchen,  in  welcher  Weise  die 
central-projectivische  Darstellung  der  zweiten  Anforderung 
entspricht,  d.  h.  durch  welche  Mittel  man  aus  derselben  wahre  Längen 
von  Strecken  und  wahre  Größen  von  Winkeln  bestimmen  kann. 

Wir  wissen,  dass  in  der  Centralprojection  nur  jene  Gebilde  in 
wahrer  Größe  erscheinen,  welche  in  der  Bildebene  selbst  liegen;  dass 
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Gebilde,  welche  sich  in  zur  Bildebene  parallelen  Ebenen  befinden,  Bilder 
besitzen,  welche  mit  den  Originalen  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind, 
und  endlich,  dass  die  Bilder  von  Gebilden,  welche  in  zur  Bildebene 
geneigten  Ebenen  liegen,  zu  diesen  Gebilden  perspectivisch  coUi- 
near  sind. 

Im  zweiten  Falle  wird  bekanntlich  die  wahre  Größe  des  betref- 
fenden Gebildes  durch  eine  Parallel  Verschiebung  in  die  Bildebene,  im 
letzten  Falle  dagegen  durch  Drehung  der  das  Gebilde  enthaltenden 
Ebene  um  ihre  Bildflächtrace  in  die  Bildebene,  bestimmt.  Da  zu  dieser 
Bestimmung  mehr  oder  minder  zusammengesetzte  geometrische  Ope- 
rationen erforderlich  sind,  so  folgt,  dass  das  perspectivische  Bild  eines 
Objectes,  sobald  es  sich  um  ^Ermittlung  von  wahren  Größen  handelt", 
keine  besonderen  Vortheile  bietet. 

B,  Parallel-Projectionen  im  allgemeinen. 

Eine  jede  Parallelprojection  ist,  indem  man  hierbei  das  Projec- 
tionscentrum  in  unendlicher  Entfernung  liegend  voraussetzt,  als  ein 
besonderer  Fall  der  Centralprojection  aufzufassen.  Da  ein 
perspectivisches  Bild  nur  dann  ^vollkommene  Anschaulichkeit"  bietet, 
sobald  das  Auge  an  die  Stelle  des  Projectionscentrums  gebracht  wird,  so 
müsste  sich;  im  Falle  einer  Parallelprojection,  das  Auge  in  unendlicher 
Entfernung  von  der  Bildebene  befinden. 

Nachdem  aber  letizteres  undenkbar  ist,  so  werden  parallel-pro- 
jectivische  Bilder  von  Objecten  auch  nie  die  Anschaulichkeit,  wie 
central-projectivische  besitzen  können,  doch  ist  gleichzeitig  zu  bemer- 
ken, dass  der  Grad  der  Anschaulichkeit  mit  der  Entfernung  des  Auges 
von  der  Bildebene  zunehmen  werde. 

Dagegen  bietet  eine  Parallelprojection  für  die  rasche  und  bequeme 
Bestimmung  wahrer  Größen  weit  mehr  Vortheile,  als  die  Centralpro- 
jection. Denn  während  bei  der  letzteren  nur  die  in  der  Bildebene 
liegenden  Gebilde  sich  unmittelbar  in  wahrer  Größe  darstellen,  sind, 
im  Falle  der  Parallelprojection,  auch  die  Projectionen  aller  zur  Bild- 
ebene parallelen  Gebilde  mit  den  letzteren  congruent,  d.  h.  diese 
Gebilde  stellen  sich  parallel-projectivisch  ebenfalls  unmittelbar  in  ihrer 
wahren  Größe  dar. 

Die  Projectionen  von  Gebilden,  welche  in  zur  Bildebene  geneigten 
Ebenen  liegen,  sind  zu  ihren  Originalen  perspectivisch  affin  und 
müssen,  falls  man  ihre  wahre  Größe  erhalten  will,  auf  bekannte  Weise 
in  die  Bildebene  umgelegt  werden. 

C  Die  Orthogonalprojection. 

Beabsichtigt  man  ein  technisches  Object  derart  darzustellen,  dass 
dessen   sämmtliche   Hauptdimensionen,    d.  i.  die  drei  Ausdehnungen 
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„Höhe'*,  „Länge"  und  „Breite**  durchgehends  in  wahrer  Größe  er- 
scheinen, so  wird  es  am  vortheilhaftesten  sein,  von  der  unter  dem 
Namen  „orthogonale  Projection**  bekannten  Methode  Gebrauch 
zu  machen.  In  diesem  ITalle  wird  als  „verticale  Projectionsebene** 
eine  solche  Ebene  gewählt,  welche  sowohl  zur  Höhen-,  als  auch  zur 
Längenrichtung  parallel  ist,  also  zur  Breitenrichtung  senkrecht  steht. 
Ferner  wird  als  „horizontale  Projectionsebene^  eine  zur  Höhenrichtung 
senkrechte  und  als  „Profilebene'*  eine  zur  Längenrichtung  senkrechte 
Ebene  angenommen. 

Diesen  Annahmen  gemäß,  repräsentieren  die  Yerticalprojectionen 
der  Höhen-  und  Längenstrecken,  die  Horizontalprojectionen  der  Längen- 
und  Breitenstrecken  und  endlich  die  Profilprojectionen  der  Höhen-  und 
Breitenstrecken  gleichzeitig  die  wahren  Größen  dieser  Strecken,  während 
die  Yerticalprojectionen  aller  Breiten,  die  Horizontalprojectionen  aller 
Höhen  und  die  Profilprojectionen  aller  Längen  sich  durchwegs  auf  Punkte 
reducieren. 

Die  letztere  Eigenschaft  ist  der  Grund,  dass  diesfalls  die  drei 
Orthogonal -Projectionen  des  Gebildes,  da  in  jeder  derselben  eine 
Hauptdimension  des  Objectes  gleichsam  verschwindet,  die  geringste 
Anschaulichkeit  bieten. 

D.  Die  Axonometrie« 

Soll  das  orthogonal-perspectivische  Bild  irgend  eines  Objectes  in 
Bezug  auf  eine  und  dieselbe  Ebene,  auf  Anschaulichkeit  Anspruch 
machen,  so  darf  keine  der  Hauptdimensionen  (wie  im  vorhergehenden 
Falle)  auf  der  besagten  Ebene  senkrecht  stehen.  Es  müssen  daher 
die  „Längen",  „Breiten"  und  „Höben**  gegen  die  Projectionsebene 
geneigt  sein. 

Letzteres  wird  durch  die  bekannte  axonometrische  Projec- 
tionsmethode  erreicht. 

Hierbei  verzichtet  man  darauf,  die  wahren  Längen  der  drei  Haupt- 
dimensionen unmittelbar  aus  ihren  Projectionen  zu  entnehmen.  Die 
Bestimmung  derselben  unterliegt  aber  keiner  Schwierigkeit,  wenn  man 
bedenkt,  dass  die  „Höhen"  ebensowohl  als  die  „Breiten"  und  „Längen" 
zu  ihren  Projectionen  in  constanten  Verhältnissen  stehen,  welche 
durch  die  sogenannten  Verkflrzungsmaßstäbe  vollständig  ge- 
geben sind. 

K  Die  klinographisch-isometrische  Projection. 

Wählt  man  bei  irgend  einer  Parallelprojection  eines  Objectes  als 
Projectionsebene  eine  solche,  welche  zu  den  Höhen  sowohl,  als  auch 
zu  den  Längen  dieses  Objectes  parallel  ist,  so  werden  diese  Dimen- 
sionen sich  parallel-projectivisch  in  wahrer  Größe  darstellen. 


674 

Das  Gleiche  wird  aber  ^im  allgemeinen^  nicht  aach  von  der 
dritten  Dimension,  d.  i.  von  den  Breiten  gelten.  Man  kann  jedoch 
im  besonderen  die  Bichtung  der  Projectionsstrahlen  derart  wählen^ 
dass  anch  die  schiefen  Projectionen  der  Breiten,  d.  i.  aller  zur  Bild- 
ebene senkrechten  Strecken,  in  wahrer  Größe  erscheinen,  wie  dies  bei 
der  bekannten  klinographisch-  isometrischen  Projections- 
methode  (Cavalier-Perspective)  der  Fall  ist.  Selbstverständlich 
erscheinen  dabei  nur  die  zur  Bildebene  senkrechten  Strecken,  nicht 
aber  auch  gleichzeitig  die  in  zur  Bildebene  senkrechten  Ebenen  liegen- 
den Gebilde  in  wahrer  Größe.  Diese  Projectionsart  hat  somit  den 
Yortheil,  dass  man  mit  Zuhilfenahme  derselben  sehr  rasch  ^ziemlich 
anschauliche^  Bilder  von  Objecten  zu  construieren  vermag,  aus  welchen 
gleichzeitig  direct  die  wahren  Größen  aller  Hauptdimensionen  ent- 
nommen werden  können,  und  nebstbei  ebene  Gebilde,  welche  nach  zwei 
Hauptdimensionen  (der  vorher  getroffenen  Anordnung  gemäß  nach 
^Höhe^  und  ^Länge^)  ausgedehnt  sind,  in  wahrer  Größe  erscheinen. 

F.  Cotierte  Projectionen'). 

An  den  Techniker  tritt  oft  die  Aufgabe  heran,  Objecte,  welche 
eine  verhältnismäßig  sehr  große  horizontale  Ausdehnung,  aber  eine 
verhältnismäßig  nur  sehr  geringe  ^Höhe"  besitzen  (wie  beispielsweise 
bei  Tracierungs-  und  Fortificationsplänen ,  bei  Projectierung  und  Er- 
bauung von  Straßen,  Eisenbahnen,  CaDälen,  bei  der  Anlage  von  Be- 
festiguDgswerken,  bei  Fortificationsbauten  und  überhaupt  bei  allen  in 
ein  natürliches  Terrain  einzuschneidenden  oder  auf  dasselbe  aufzu- 
schüttenden Bauwerken,  sowie  überall  dort,  wo  es  sich  um  eine  genaue 
Kenntnis  eines  gegebenen  Terrains  oder  um  eine  übersichtliche  Fixie- 
rung der  Erdoberfläche  handelt),  graphisch  darzustellen. 

Als  Projectionsebene  wird  diesfalls  eine  horizontale  Ebene  — 
die  sogenannte  „Vergleichsebene*^' —  gewählt  und  auf  dieselbe 
die  betreffenden  Objecte  orthogonal  projiciert.  Hiebei  erscheinen  die 
horizontalen  Dimensionen  jener  Objecte  in  wahrer  Größe  (selbstver- 
ständlich in  einem  sehr  verjüngten  Maßstabe).  Die  verticalen  Dimen- 
sionen hingegen  reducieren  sich  in  der  Horizontalprojection  auf  bloße 
Punkte.  Wollte  man  als  zweite  Projectionsebene  eine  auf  der  Ver- 
gleichsebene senkrechte;  also  eine  verticale  Ebene  einführen,  so  würden, 
wie  einleuchtend ,  infolge  der  geringen  verticalen  Ausdehnung  der  dar- 
zustellenden Objecte,  die  verticalen  Projectionen  der  letzteren  auf  einen 


')  Peschka,   «Cotierte  Projections-Methode*  (Cotierte  Ebenen)  and  deren 
Anwendang.  Bei  Baschak  und  Irrgang,  Brfinn  1877.  2.  Auflage  1882. 
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sehr  schmalen  zur  Grundlinie  (Schnittgerade  beider  Projectionsebenen) 
parallelen  Streifen  beschränkt.  Es  wird  demgemäß  mitunter  unmög- 
lich gemacht  oder  doch  sehr  erschwert,  genaue  Constructionen  vor- 
zunehmen. 

Man  nimmt  daher  unter  so  bewandten  umständen  von  einer  ver- 
ticalen  Projectionsebene  gänzlich  Umgang,  bestimmt  dagegen  die 
räumliche  Lage  eines  jeden  Punktes  dadurch,  dass  man  seiner  hori- 
zontalen Projection  eine  „Cote",  d.  i.  eine  Zahl  beifugt,  welche  ver- 
mittelst eines  zugrunde  gelegten  Maßstabes  die  jeweilige  Entfernung 
des  Punktes  von  der  Horizontalebene  bestimmt. 

Eine  solche  mit  y,Coten^  versehene  Horizontalprojection  wird 
die  „cotierte  Projection"  der  dargestellten  Objecto  genannt. 

Was  die  darstellend  -  geometrischen  Constructionen  an  solchen 
cotierten  Projectionen  anbelangt,  so  stehen  zwei  Wege  offen. 

Man  bedient  sich  entweder  der  Bechnung  und  leitet  mittelst 
derselben  aus  den  gegebenen  Projectionen  und  deren  Coten  die  gesuchten 
Besultate  ab,  welche  sodann  mit  Zuhilfenahme  des  Maßstabes  con- 
struiert  werden,  oder  man  bedient  sich  der  Construction,  indem  man, 
wo  es  nöthig  ist,  passend  gewählte  verticale  Projectionsebenen  ein- 
schaltet, wobei  man  gleichzeitig,  um  dem  vorangegebenen  Übelstande 
der  Yerticalprojection  auszuweichen,  ein  beliebiges,  aber  festes  Viel- 
fache sämmtlicher  Goten  zur  Construction  verwendet;  man  stellt  also 
ein  dem  gegebenen  Gebilde  orthogonal  affines  in  Bezug  auf  die 
Horizontalebene  „als  Affinitätsebene",  mit  jenem  Vielfachen 
„als  Affinitätsmodul^  dar,  wobei,  wie  an  und  für  sich  klar,  in 
der  Horizontalprojection  selbst  nichts  geändert  wird. 
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